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EBBTE  ABTHEILUNG. 

Abhandlungen,  welche  die  Begründung  der  mechanischen  Wärmetheorie, 
nebst  ihrer  Anwendung  auf  die  in  die  Wärmelehre  gehörigen  Eigen- 
schafben der  Körper  und  auf  die  Dampfmaschinentheorie  enthalten; 
yervollständigt  durch  eine  mathematische  Einleitung  und  durch 
erläuternde  Anmerkungen  und  Zusätze. 
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Es  ist  mir  zu  wiederholten  Malen  und  von  sehr  ver- 
schiedenen Seiten  bemerklich  gemacht,  dass  meine  Abhand- 
lungen über  die  mechanische  Wärmetheorie,  welche  ich 
seit  dem  Jahre  1850  nach  und  nach,  vorzugsweise  in 
Poggendorffs' Annalen  der  Physik  und  Chemie,  ver- 
öflfentlicht  habe,  nicht  allen,  welche  sie  zu  lesen  wünschen, 
zugänglich  sind,  indem  das  Interesse  für  die  mechanische 
Wärmetheorie  sich  in  neuerer  Zeit  sehr  ausgebreitet  hat, 
auch  in  Kreisen,  denen  die  physikalischen  Journale  nicht 
zu  Gebote  zu  stehen  pflegen.  Ich  habe  es  daher  für  zweck- 
mässig gehalten,  die  Abhandlungen  noch  einmal  besonders 
erscheinen  zu  lassen.  Dabei  habe  ich  zugleich  einigen 
anderen  üebelständen ,  welche  bisher  ihre  Benutzung  er- 
schwerten, abzuhelfen  gesucht. 

Die  Abhandlungen,  welche  ich  über  die  mechanische 
Wärmetheorie  geschrieben  habe,  sind  nämlich  von  ver- 
schiedener Art.  Ein  Theil  ist  dazu  bestimmt,  die  allge- 
meine Theorie  zu  entwickeln,  und  sie  auf  diejenigen  Eigen- 
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Schäften  der  Körper,  welche  gewöhnlich  in  der  Wärme- 
lehre behandelt  werden,  anzuwenden.  Ein  anderer  Theil 
betrifft  die  Anwendung  der  mechanischen  Wärmetheorie 
auf  die  Electricität.  Die  dahin  gehörigen  Abhandlungen 
enthalten  manche  der  Electricitätslehre  eigenthümliche  Aus- 
einandersetzungen,  und  sie  bilden  eine  Gruppe  für  sich, 
deren  Studium  zum  Verständnisse  der  vorher  genannten 
Abhandlungen  nicht  erforderlich  ist.  Noch  andere  Abhand- 
lungen beziehen  sich  auf  die  Vorstellungen,  die  ich  mir 
von  den  Molecularbewegungen,  welche  wir  Wärme  nennen, 
gebildet  habe.  Diese  Vorstellungen  stehen  aber  in  keinem 
nothwendigen  Zusammenhange  mit  der  allgemeinen  Theo-  . 
rie,  indem  die  letztere  nur  auf  gewissen  Grundsätzen  be- 
ruht, welche  man  als  richtig  annehmen  kann,  ohne  sich 
für  irgend  eine  bestimmte  Ansicht  über  die  Art  der  Mole- 
cularbewegungen zu  entscheiden.  Ich  habe  daher  die  Be- 
trachtung der  Molecularbewegungen  von  der  Auseinander- 
setzung der  allgemeinen  Theorie  ganz  getrennt  gehalten. 

Die  den  drei  verschiedenen  Gruppen  angehörenden 
Abhandlungen  sind  nun  aber  nicht  gerade  gruppenweise, 
wie  sie  hier  erwähnt  wurden,  erschienen,  sondern  aus  Grün- 
den, die  theils  im  Gange  meiner  Studien,  theils  in  äusseren 
Umständen  lagen,  habe  ich  bei  der  Publication  zuweilen 
zwischen  den  verschiedenen  Gruppen  gewechselt.  Dadurch 
ist  der  Nachtheil  entstanden,  dass  ein  Leser,  der  nur  die 
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Theorie,   soweit  sie  möglichst  frei   von   Hypothesen  ist, 
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kennen  lernen  will,  nicht  im  Voraus  wissen  kann,  welche 
Abhandlungen  er  hierzu  bedarf,  und  welche  dagegen  für 
diesen  Zweck  unnöthig  sind.  Diesem  Uebelstande  wird 
bei  dem  neuen  Abdrucke  einfach  dadurch  abgeholfen ,  dass 
die  Abhandlungen  in  der  genannten  Weise  in  Gruppen  ge- 
trennt werden. 

Die  vorliegende  Sammlung  enthält  die  der  ersten 
Gruppe  angehörenden  Abhandlungen,  in  welchen  die  me- 
chanische Wärmetheorie  aus  gewissen  einfachen  Grund- 
sätzen entwickelt,  und  auf  eine  Reihe  von  Erscheinungen, 
die  von  der  Wärme  abhängen,  angewandt  ist.  Auch  die 
Anwendung  auf  die  Dampfmaschinen  habe  ich  mit  auf- 
genommen, weil  sie  sich  an  die  in  diesen  Abhandlungen 
sonst  vorkommenden  Auseinandersetzungen,  insbesondere 
an  die  auf  die  Dämpfe  bezüglichen,  bequem  anschliesst. 

Die  anderen  Abhandlungen,  welche  die  Anwendung 
auf  die  Electricität  behandeln,  und  die,  welche  sich  auf 
meine  Vorstellungen  über  die  Molecularbewegungen  be- 
ziehen, gedenke  ich  ebenfalls,  in  ähnlicher  Weise  zusam- 
mengestellt, später  folgen  zu  lassen,  und  die  vorliegende 
Sammlung  ist  daher  auf  dem  Titel  als  erste  Abtheilung 
bezeichnet..  Indessen  sind  die  in  dieser  Sammlung  ent- 
haltenen Abhandlungen  von  jenen  anderen  ganz  unab- 
hängig, und  bilden  ein  für  sich  bestehendes  und  in  sich 
zusammenhängendes  Ganzes. 

Ein  fernerer  Uebelstand,  welcher  bisher,  wie  ich  mehr- 
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fach  vernommen  habe,  die  Benutzung  meiner  Abhandlun- 
gen beeinträchtigte,  bestand  in  der  Schwierigkeit,  welche 
sie  an  manchen  Stellen  dem  Verständnisse  darboten.  Die 
mechanische  Wärmetheorie  hat  neue  Ideen  in  die  Wissen- 
schaft eingeführt,  welche  von  den  früher  verbreiteten  An- 
sichten abweichen,  und  sie  erforderte  daher  auch  eigen- 
thümliche  mathematische  Betrachtungen-  Besonders  ist 
eine  gewisse  Art  von  Differentialgleichungen  zu  erwähnen, 
welche  ich  in  meinen  Untersuchungen  angewandt  habe, 
und  welche  von  den  sonst  gewöhnlich  vorkommenden  in 
einem  wesentlichen  Puncte  verschieden  sind,  wodurch, 
wenn  man  den  Unterschied  nicht  genau  beachtet,  Missver- 
ständnisse  entstehen  können.  Die  Bedeutung  und  die  Be- 
handlungsart dieser  Differentialgleichungen  sind  zwar  schon 
längst  durch  Monge  festgestellt,  scheinen  aber  nicht  all- 
gemein genug  bekannt  zu  sein,  denn  in  der  That  hat  eine 
unrichtige  Auffassung  dieser  Gleichungen  einen  heftigen 
Angriff  gegen  meine  Theorie  veranlasst.  Ich  habe  damals, 
um  ähnlichen  Missverständnissen  fiir  die  Zukunft  vorzubeu- 
gen, eine  nähere  Erklärung  des  Gegenstandes  gegeben ;  da 
dieselbe  aber  nicht  in  Poggendorff's  Annalen,  in  welchen 
meine  anderen  Abhandlungen  sich  befinden,  sondern  in 
Dingler's  Polytechnischem  Journal,  welches  jenen  Angriff 
enthielt,  publicirt  ist,  so  mag  sie  vielleicht  wenigen  Lesern 
meiner  Abhandlungen  zu  Gesichte  kommen. 

Um  bei  der  vorliegenden  Sammlung  diese  Schwierig- 
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keit  von  vom  herein  zu  beseitigen,  habe  ich  eine  mathe- 
matische Einleitung  vorausgeschickt,  welche  in  ähnlicher 
Weise,  wie  es  in  Dingler's  Journal  geschehen  ist,  die 
Behandlung  der  betreffenden  Differentialgleichungen  be- 
spricht. Ausserdem  habe  ich  zu  verschiedenen  Stellen 
der  Abhandlungen  Anmerkungen  und  Zusätze  gemacht, 
um  das  im  Texte  Gesagte  zu  erläutern. 

Die  Abhandlungen  selbst  sind  wörtlich  so  abge- 
druckt, wie  sie  ursprünglich  publicirt  waren.  Die  mecha- 
nische Wärmetheorie,  zu  deren  Begründung  und  Entwicke- 
lung  diese  Abhandlungen,  wie  ich  glaube,  wesentlich  bei- 
getragen haben,  ist  von  so  grosser  Wichtigkeit,  dass  sie 
schon  mehrfach  zu  Discussionen  über  Prioritäten  Veran- 
lassung gegeben  hat.  Unter  diesen  Umständen  schien  es 
mir  gerathen,  mir  keine  Aenderungen  zu  erlauben,  indem 
selbst  unbedeutende,  nur  auf  die  Form  bezügliche  Abände- 
rungen möglicherweise  den  Gedanken  erregen  könnten,  als 
wolle  ich  dadurch  nachträglich  etwas  für  mich  in  Anspruch 
nehmen,  was  in  der  ursprünglichen  Abhandlung  nicht  in 
der  Weise  stand,  oder  etwas,  was  dort  stand,  verdecken. 

Die  jetzt  erst  gemachten  Anmerkungen  und  Zusätze 
sind  in  deutlich  erkennbarer  Weise  als  neu  bezeichnet. 
Die  Anmerkungen  sind,  um  sie  von  den  früher  schon  vor- 
handenen Anmerkungen  zu  unterscheiden,  in  eckige  Klam- 
mem geschlossen,  und  zu  jeder  Anmerkung,  welche  mehr 
als  ein  blosses  Citat  enthält,  ist  noch  die  Jahreszahl  1864 
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hinzugefugt.     Die  Zusätze  haben  besondere,  ebenfalls  mit 
der  Jahreszahl  1864  versehene  Ueberschriften. 

Wenn  man  hie  und  da  in  den  Abhandlungen  Wieder- 
holungen antriJöfti,  die  vielleicht  überflüssig  scheinen,  so 
wird  man  das  erklärlich  finden,  wenn  man  bedenkt,  dass 
die  Abhandlungen  zu  verschiedenen  Zeiten  im  Verlaufe 
von  vierzehn  Jahren  veröffentlicht  wurden,  und  dass  oft 
zwischen  zwei  Abhandlungen,  welche  hier  unmittelbar  nach 
einander  gedruckt  sind,  mehrere  auf  andere  Gegenstände 
bezügliche  Abhandlungen  von  mir  erschienen  waren.  In 
solchen  Fällen  war  es  nothwendig,  in  der  neuen  Abhand- 
lung dasjenige,  was  aus  den  früheren  Abhandlungen  zum 
Verständnisse  vorausgesetzt  werden  musste,  noch  einmal 
kurz  anzuführen,  um  den  Leser  in  den  richtigen  Zusam- 
menhang zu  bringen. 

Zürich,  im  August  1864. 

R.   Clausius. 
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MATHEMATISCHE  EINLEITUNG. 


Ueber  die  Behandlung  von  Difibrentialgleioliungen, 
welche  nioM  im  gewöhnliolien  Sinne  integrabel 

sind  0. 

§.  1. 
Es  sei  eine  Differentialgleichung  von  folgender  Form  gegeben: 
(1)  d£f  =  ip(x,y)dx  +  t(x,y)dy, 

worin  (p(x,y)  und  if(x,y)  zwei  beliebige  Functionen  der  Veränder- 
lichen X  und  y  sind,  welche  Functionen  wir  der  Kürze  wegen 
auch  durch  einfache  Buchstaben  M  und  N  bezeichnen  können, 
wodurch  die  Gleichung  folgende  etwas  bequemere  Gestalt  an- 
nimmt: 

(la)  de  =  Mdx  +  Ndy. 

Diese  Gleichung  giebt  an,  um  wieviel  die  Grösse  e  zunimmt, 
wenn  x  und  y  irgend  welche  unendlich  kleine,  durch  dx  und  dy 
bezeichnete  Zunahmen  erfahren,  wobei  eine  Abnahme  als  negative 
Zunahme  gerechnet  wird.  Jene  beiden  Functionen,  mit  welchen 
die  Differentiale  dx  und  dy  multiplicirt  sind,  stellen  die  pa/r- 
Hellen  Differeniidlcoefficienten  von  e  nach  x  und  y  dar.  Man 
kann    daher,    wenn   man    die    partiellen   Differentialcoefficien- 


1)  Der  Hauptinhalt  dieeer  Einleitung  ist  schon  in  einer  von  mir  i.  J. 
1858  in  Dingler'B  Poljtechn.  Joum.  (Bd.  GL,  S.  29)  veröffentlichten  Note 
enthalten. 

Claaiius,  BMoh.  Wirmetheorle.  \ 


Mathematische  Einleitung. 
dB       ^  de 


tan  durch  die  Brüche  -y-  und  3-   bezeichnet ,  schreiben: 

dx  dy 


(2) 


dz 
dx 

de 

{dy 


=  ti^jy)  =N. 


Die  Bezeichnung  der  partiellen  Differentialcoefficienten  durch 

die  einfachen  Brüche  -r-  und  3—  ist  mit  einem  gewissen  Uebel- 

ax         ay  ^ 

stände  behaftet.  Setzt  man  nämlich  diese  Brüche  in  die  Glei- 
chung (1)  resp,  (la)  anstatt  der  betreffenden  Functionen  ein,  so 
kommt: 

(3)  de  =  ^dx+  ^dy. 

Diese  Gleichung  enthält  drei  Mal  das  Zeichen  de  mit  verschiede- 
nen Bedeutungen.  In  den  beiden  an  der  rechten  Seite  stehen- 
den Brüchen  bedeutet  de  ein  Mal  die  Zunahme  von  jer,  wenn  y 
constant  bleibt,  und  nur  x  um  dx  zunimmt,  und  das  andere  Mal 
die  Zunahme  von  jsr,  wenn  x  constant  bleibt,  und  nur  y  um  dy 
zunimmt.  An  der  Unken  Seite  bedeutet  de  die  Zunahme  von  a^ 
wenn  gleichzeitig  x  und  y  um  dx  und  dy  zunehmen.  Diese  Ver- 
schiedenheit in  der  Bedeutung  eines  und  desselben  Zeichens,  je 
nach  der  Zusammenstellung,  in  der  es  sich  befindet,  stört  die 
üebersichtlichkeit  der  Gleichung. 

Man  hat  daher  für  die  Schreibweise  der  partiellen  Differen- 
tialcoefficienten verschiedene  Abänderungsvorschläge  gemacht. 
Euler  hat  die  partiellen  Differentialcoefficienten,  um  sie  als 
solche  kenntlich  zu  machen,  in  Klammern  geschlossen,  und  dieses 
Verfahren  wird  auch  jetzt  noch  vielfach  angewendet,  wodurch 
die  Gleichung  (3)  folgende  Form  annimmt : 

(3.)  ..  =  (f|)..H.(|£),,. 

Andere  Mathematiker  setzen  in  den  partiellen  Differentialcoeffi- 
cienten neben  das  d  des  Zählers  die  Veränderliche,  auf  deren 
Veränderung  sich  der  Differentialcoefficient  bezieht,  als  Index, 
so  dass  die  Gleichung  lautet: 

(3b)  dg  =  ^dx  +  ^  dy. 

dx         '     dy     ' 


Behandlung  nicht  integrabler  Differentialgleichungen.   8 

Noch  andere  wenden  nach  dem  Vorgänge  von  Jacobi  bei  den 
partiellen  DifferentialcoefQcienten  im  Zähler  und  Nenner  statt 
des  aufrechten  c|  ein  rundes  8  an ,  also : 

(3c)  .       dB  =  ll^dx  +  ^dy. 

Von  diesen  drei  Schreibweisen  möchte  wohl  die  unter  (3  b) 
angeführte  mit  den  Indices  die  rationellste  sein,  denn  gerade  die 
Zähler  der  partiellen  Differentialcoefficienten  sind  es,  deren  Be- 
deutungen verschieden  sind,  und  diese  Verschiedenheit  wird  durch 
die  Indices  klar  und  bestimmt  ausgedrückt.  Indessen  macht  die 
jedesmalige  Hinzufügung  eines  Index  einige  Unbequemlichkeit, 
welche,  so  klein  sie  auch  im  einzelnen  Falle  ist,  doch  bei  der 
häufigen  Anwendung  der  paAiellen  Differentialcoefficienten  ins 
Gewicht  fallt.  Ausserdem  ist  zu  bemerken,  dass  in  den  gewöhn- 
lich vorkommenden  Fällen  auch  die  ursprüngliche  und  be- 
quemste Schreibweise  zu  keinem  Missverständnisse  Veranlassung 
geben  kann.  Wenn  nämlich  die  beiden  Grössen  x  und  y^  von 
denen  0  abhängt,  zwei  von  einander  unabhängige  Veränderliche 

de 
sind,  so  versteht  es  sich  von  selbst,  dass  in  dem  Bruche  -^ 

unter  de  nur  diejenige  Zunahme  von  e  verstanden  sein  kann, 
welche  der  im  Nenner  stehenden  Zunahme  dx  der  Grösse  x  ent- 
spricht. Die  Veränderung,  welche  die  andere  Veränderliche  y 
etwa  gleichzeitig  erleiden  kann,  und  die  dadurch  bedingte  Ver- 
änderung von  £f  sind  von  dem  Differentiale  dx  ganz  unabhängig, 

d0 

und   der  Bruch  -r—  würde  somit,  wenn  diese   letztere  Verände- 

ax 

rung  von  sf  in  dem  Zeichen  de  mit  einbegriffen  wäre,  gar  keinen 

bestimmten  Sinn  haben.    Es  ist  daher  meistentheils  von  geringer 

Wichtigkeit,  ob  man  zur  Bezeichnung  der  partiellen  Differential- 

coefficienten  die  gewöhnlichen  Brüche  ^  und  -5-  anwendet,  oder 

der  grösseren  Deutlichkeit  wegen  eine  der  oben  angegebenen 
abgeänderten  Schreibweisen  vorzieht 

Nur  in  einem  Falle  ist  es  zum  Verständnisse  nothwendig, 
ein  unterscheidendes  Merkmal  zu  Hülfe  zu  nehmen.  Es  kann 
nämlich  vorkommen,  dass  die  beiden  Grössen  x  und  y,  von  denen 
0  abhängt,  nicht  unter  einander  unabhängig  sind,  sondern  die 
eine  durch  die  andere  bestimmt  ist,  so  dass  sie  als  eine  Function 
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derselben  betrachtet  werden  kann.  Sei  z.  B.  y  als  Function  von 
X  betrachtet,  so  ist,  wenn  x  um  dx  zunimmt,  die  mit  dy  bezeich- 
nete gleichzeitige  Zunahme  von  y  nicht  als  eine  willkürliche,  son- 
dern als   eine  durch  das  Differential  dx    gleich    mitbestimmte 

Grösse  anzusehen,  welche  sich  durch  den  Ausdruck  -^  dx    dar- 

ax 

stellen  lässt.  Dadurch  geht  die  DiflFerentialgleichung  (3)  über  in: 

,  djK  j       .    dz    dy  j 

de  =  -T-  dx  +  3-  •  j    dx. 
dx  dy    dx 

Dividirt  man  diese  Gleichung  durch  dx^  so  erhält  man  eine 
Gleichung,  welche,  wenn  man  die  Division  an  der  linken  Seite 
auch  durch  einen  einfachen  Bruch  andeuten  wollte,  lauten 
würde : 

de  de        de    d^ 

dx        dx        dy    dx 

de 
worin  aber  der  Bruch  -5—  an  der  linken  Seite  eine  andere  Be- 

ax 

deutung  haben  würde,  als  an  der  rechten  Seite. 

In  einem  solchen  Falle  muss  man  die  beiden  Brüche  auf 
irgend  eine  Weise  von  einander  unterscheiden.  Dieses  kann  ent- 
weder dadurch  geschehen,  dass  man  für  die  an  der  rechten  Seite 
stehenden  partiellen  Differentialcoefficienten  eine  der  drei  er- 
wähnten abgeänderten  Schreibweisen  anwendet,  oder  auch  da- 
durch, dass  man  statt  des  an  der  linken  Seite  stehenden  Bruches 
ein  anderes  Zeichen  setzt  In  letzterer  Beziehung  sind  mehrere 
Vorschläge  von  verschiedenen  Autoren  gemacht,  nämlich  statt 

-j-  zu  schreiben : 
dx 

j-de  oder    }  ^  oder  auch  =  • 
dx  dx  dx 

Da  Fälle  dieser  Art  verhältnissmässig  selten  zu  behandeln  sind, 
so  kommt  wenig  darauf  an,  welches  ünterscheidungsmittel  man 
in  diesen  Fällen  anwenden  will.  Auch  kann  man,  wenn  es  nöthig 
scheinen  sollte,  den  Sinn  des  gewählten  Zeichens  leicht  durch 
eine  beigefügte  kurze  Bemerkung  erläutern. 

Ich  habe  geglaubt,  die  verschiedenen  üblichen  Schreibweisen 
hier  etwas  näher  besprechen  zu  müssen ,  weil  es  gerade  bei  sol- 
chen Betrachtungen,  in  denen  Begriffe  vorkommen,  an  die  man 
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nicht  gewöhnt  ist,  am  leichtesten  geschehen  kann,  dass  eine  Ver- 
schiedenheit der  Bezeichnung  zu  MisSverständnissen  Veranlassung 
giebt. 

§.  2. 

Wir  kehren  nun  zurück  zu  der  unter  (1)  und  (la)  gegebenen 
Differentialgleichung,  nämlich 

de  =  Mdx  +  JVdy, 

und  stellen  die  Frage,  ob  und  in  welcher  Weise  man  daraus  die 
Grrösse  e  bestimmen  kann. 

Die  Differentialgleichungen  dieser  Form  sind  nicht  alle  als 
gleichartig  zu  betrachten,  sondern  zerfallen  je  nach  der  Be- 
schaffenheit der  Functionen  M  und  N  in  zwei  Classen,  welche 
sowohl  in  Bezug  auf  die  Behandlung,  die  sie  erfordern,  als  auch 
in  Bezug  auf  das  Resultat,  zu  dem  sie  führen,  wesentlich  ver- 
schieden sind.  Zur  ersten  Classe  gehören  die  Fälle,  wo  die 
Functionen  folgende  Bedingungsgleichung  erfüllen: 

dM       dN 
^^^  "1^  =  1^' 

und  die  zweite  Classe  umfasst  alle  Fälle,  wo  die  Functionen 
diese  Bedingungsgleichung  nicht  erfüllen. 

Wenn  die  Bedingungsgleichung  (4)  erfüllt  ist,  so  ist  der  Aus- 
druck, welcher  die  rechte  Seite  der  gegebenen  Differentialglei- 
chung (1)  resp.  (la)  bildet,  integrabel,  d.  h.  er  ist  das  vollständige 
Differential  einer  Function  von  x  und  y,  in  welcher  diese  beiden 
Veränderlichen  als  von  einander  unabhängig  betrachtet  werden 
können,  und  man  erhält  daher  durch  Integration  eine  Gleichung 
von  der  Form: 
(5)  jg  =  F(x,y)  +  Const. 

Ist  die  Bedingungsgleichung  (4)  nicht  erfüllt,  so  ist  die  rechte 
Seite  der  gegebenen  Differentialgleichung  nicht  integrabel,  und 
daraus  folgt,  dass  0  sich  'nicht  durch  eine  Function  von  x  tmd 
y  darstellen  lässt^  so  lange  diese  beiden  Veränderlichen  als  von 
einander  unabhängig  betrachtet  werden.  Denn  in  der  That,  wenn 
man  setzen  wollte : 

jg  =zF(x,y), 

80  würde  man  erhalten : 
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j^__dir  ^  dF{x,y) 
dx  dx 

N  =  —  =^äE(^ , 

dy       ^      dy       ' 

und  daraus  würde  folgen: 

dM  _d^F(x,y) 
dy  dxßy 

dN  ^  d^F(x,y) 
dx  dydx 

Da  nun  für  eine  Function  von  zwei  von  einander  unabhängigen 
Veränderlichen  der  Satz  gilt,  dass,  wenn  man  sie  nach  beiden 
Veränderlichen  diflferentiirt,  die  Ordnung  der  Differentiationen 
gleichgültig  ist,  und  man  daher  setzen  kann : 

d^F{x,y)  ^d^F{x,y) 
dxdy  dydx 

so  würde  man  aus  den  beiden  vorigen  Gleichungen  wieder  zur 
Gleichung  (4)  gelangen ,  von  welcher  wir  in  unserem  gegenwärti- 
gen Falle  angenommen  haben,  dass  sie  nicht  erfüllt  sei. 

In  einem  solchen  Falle  ist  also  die  Integration  in  der  Weise, 
dass  die  Grössen  x  und  y  dabei  ihre  Eigenschaft  als  von  einander 
unabhängige  Veränderliche  beibehalten,  nicht  möglich.  Wenn 
man  dagegen  zwischen  diesen  beiden  Grössen  irgend  eine  be- 
stimmte Relation  annimmt,  in  Folge  deren  die  eine  sich  als 
Function  der  anderen  darstellen  lässt,  so  wird  dadurch  die  In- 
tegration der  gegebenen  Differentialgleichung  ausführbar.  Setzen 
wir  nämlich: 

(6)  fix,y)  =  0, 

worin/ eine  beliebige  Function  andeutet,  so  können  wir  mittelst 
dieser  Gleichung  eine  der  Veränderlichen  durch  die  andere  aus- 
drücken, und  dann  die  so  ausgedrückte  Veränderliche  nebst 
ihrem  Differentiale  aus  der  Differentialgleichung  (1)  eliminiren. 
Die  allgemeine  Form ,  in  welcher  die  Gleichung  (6)  gegeben  ist, 
umfasst  natürlich  auch  den  speciellen  Fall,  wo  eine  der  Ver- 
änderlichen für  sich  allein  als  constant  angenommen  wird,  in 
welchem  Falle  das  Differential  dieser  Veränderlichen  dadurch, 
dass  es  Null  wird,  ohne  Weiteres  aus  der  Differentialgleichung 
fortfällt,  und  die  Veränderliche  selbst  einfach  durch  die  betref- 
fende Gonstante  zu  ersetzen  ist    Nehmen  wir  nun  z.  ß.  an,  es 
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sei  die  Veränderliche  y  nebst  ihrem  Diflferentiale  mit  Hülfe  der 
Gleichung  (6)  aus  der  Differentialgleichung  (1)  eliminirt,  und  die 
letztere  dadurch  in  folgende  einfachere  Gestalt  gebracht : 

da  =  0(x)dx^ 

80  lässt  sich  die  so  veränderte  DiflFerentialgleichung  offenbar  in- 
tegriren,  und  giebt  eine  Gleichung  von  der  Form : 

(7)  0  '=  F(x)  +  Const 

Demnach  sind  die  beiden  Gleichungen  (6)  und  (7)  zusammen 
als  eine  Auflösung  der  gegebenen  Differentialgleichung  zu  be- 
trachten. Da  die  in  (6)  vorkommende  Function /(a:,t/)  eine  be- 
liebige ist,  und  für  jede  veränderte  Form  dieser  Function  auch 
die  in  (7)  vorkommende  Function  F(x)  ina  Allgemeinen  eine  an- 
dere wird,  so  sieht  man,  dass  es  unendlich  viele  Auflösungen 
dieser  Art  giebt 

In  Bezug  auf  die  Form  der  Gleichung  (7)  ist  noch  zu  be- 
merken, dass  dieselbe  verschiedene  Abänderungen  zulässt.  Hätte 
man  mittelst  der  Gleichung  (6)  x  durch  y  ausgedrückt,  und  dann 
die  Veränderliche  x  nebst  ihrem  Differentiale  aus  der  gegebenen 
Differentialgleichung  eliminirt,  so  wäre  deren  Gestalt  geworden: 

da  =  a>i  (y)  dy, 

und  man  hätte  daraus  durch  Integration  eine  Gleichung  von  der 
Form 

(7a)  0  =  Fl  (y)  +  Const. 

erhalten.  Zu  eben  dieser  Gleichung  kann  man  auch  dadurch 
gelangen,  dass  man  in  der  durch  das  zuerst  angedeutete  Ver- 
fahren gewonnenen  Gleichung  (7)  nachträglich  mit  Hülfe  der 
Gleichung  (6)  für  die  Veränderliche  x  die  Veränderliche  y  ein- 
fuhrt Auch  könnte  man ,  statt  x  vollständig  aus  (7)  zu  elimini- 
ren,  eine  theilweise  Elimination  von  x  vornehmen.  Wenn  nämlich 
die  Function  2^(ä:)  die  Veränderliche  rc  mehrmals  in  verschiedenen 
Verbindungen  enthält  (was  man,  selbst  wenn  es  in  der  ursprüng- 
lichen Form  der  Function  nicht  der  Fall  sein  sollte,  leicht  durch 
eine  abgeänderte  Schreibweise  bewirken  kann,  indem  man  für  x 

z.  B.  schreiben  kann:  (1  —  d)x  +  ax  oder  — —u  so  kann  man 

in  einigen  Verbindungen  y  für  x  einführen,  und  in  anderen  x 
stehen  lassen.    Dadurch  nimmt  die  Gleichung  folgende  Fprm  an: 

(7b)  e  =  Fi  (x^y)  4-. Const, 
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welche  Form  die  allgemeinere  ist,  und  die  beiden  anderen  als 
specielle  Fälle  umfasst. 

Es  versteht  sich  aber  von  selbst,  dasSfdiese  drei  Gleichungen 
(7),  (7a)  und  (7  b),  deren  jede  nur  mit  der  Gleichung  (6)  zusam- 
men gültig  ist,  nicht  verschiedene  Auflösungen,  sondern  nur  ver- 
schiedene Ausdrücke  einer  und  derselben  Auflösung  bilden. 

§.  3. 

Um  deutlich  zu  erkennen,  was  es  für  einen  unterschied  für 
die  Sache  selbst  macht,  ob  die  gegebene  Differentialgleichung 
der  ersten  oder  zweiten  Classe  angehört,  d.  h.  ob  die  Bedingungs- 
gleichung (4)  erfüllt  ist,  oder  nicht,  wollen  wir  als  Beispiel  einen 
Fall  betrachten,  welcher  einestheils  dadurch,  dass  er  sich  auf 
einen  anderweitig  schon  bekannten  Gegenstand  bezieht,  und  an- 
derntheils  durch  seine  geometrische  Anschaulichkeit  besonders 
geeignet  ist,  eine  klare  Vorstellung  von  der  Sache  zu  geben. 

Es  sei  in  einer  festen  Ebene  ein  beweglicher  Punct  p  gege- 
ben ,  dessen  Lage  zu  irgend  einer  Zeit  durch  die  rechtwinkligen 
Goordinaten  x  und  y  bestimmt  sei.  Auf  diesen  Punct  wirke  eine 
Kraft,  welche  ihn  innerhalb  der  Ebene  zu  bewegen  suche,  und 
welche  an  verschiedenen  Stellen  der  Ebene  verschiedene  Stärke 
und  Richtung  haben  kann.  Wenn  nun  der  Punct  unter  dem 
Einflüsse  dieser  Kraft  sich  bewegt,  so  wird  dabei  von  der  Kraft 
eine  gewisse  Arbeit  gethan,  und  diese  soll  bestimmt  werden. 

Sei  ds  ein  Wegelement,  welches  der  Punct  beschreibt,  und  S 
diejenige  Componente  der  wirksamen  Kraft,  welche  in  die  Rich- 
tung dieses  Wegelementes  fällt,  so  ist  das  Arbeitelement,  welches 
bei  dieser  kleinen  Bewegung  von  der  Kraft  gethan  wird,  und 
welches  dTTheisse,  bestimmt  durch  die  Gleichung: 

(8)  dW=Sds. 

Diese  Gleichung  lässt  sich  in  eine  andere,  für  die  Behandlung 
bequemere  Form  bringen.  Sei  P  die  ganze  Kraft,  welche  an  der 
Stelle  wirkt,  wo  das  Element  ds  sich  befindet,  und  tp  der  Winkel 
zwischen  der  Richtung  der  Kraft  und  der  des  Wegelementes,  so 
ist  S  =  cos  (p  •  P,  und  es  kommt  also : 

(9)  dW  =  co^^  '  Fds, 

Bezeichnen  wir  nun  mit  X  und  Y  die  beiden  in  die  Coordinaten- 
richtungen  fallenden  Componenten  der  Kraft  P,  dann  werden  die 


Behandlung  nicht  integrabler  Differentialgleichungen.  9 

Cosinus  der  Winkel,  welche  die  Kraft  mit  den  Coordinatenrich- 

tungen  bildet,  durch 

X  T 

p  ^nd  p 

dargestellt    Verstehen  wir  femer  unter  dx  und  dy  die  Zunahmen, 

welche  die  Coordinaten  x  und  y  des  Punctes  p  erfahren,  wenn 

der  Punct  sich  um  das  Wegelement  ds  fortbewegt,  dann  werden 

die  Cosinus  der  Winkel,  welche  das  Wegelement  mit  den  Coordi- 

natenrichtungen  bildet,  durch 

dx  ,  dy 
^-  und  -^ 
ds  ds 

dargestellt    Daraus  folgt,  dass  für  den  Cosinus  des  Winkels  9, 

welchen  die  Kraft  und  das  Wegelement  unter  einander  bilden, 

folgende  Gleichung  gilt: 

X     dx   ,    Y    dy 

'''''^=P'd^  +  Pds' 

Durch  Einsetzung  dieses  Ausdruckes  in  die  Gleichung  (9)  gebt 
diese  über  in: 

(10)  dW  =  Xdx  +  Ydy. 

Dieses  ist  eine  Diflferentialgleichung  von  derselben  Form,  wie 
die  unter  (1)  und  (la)  gegebene,  nur  dass  die  Bezeichnung  etwas 
anders  gewählt  ist  Statt  des  Buchstaben  z  ist  der  für  die  Arbeit 
gebräuchlichere  Buchstabe  W  gewählt  und  statt  der  Buchstaben 
M  und  JT,  welche  oben  als  abgekürzte  Zeichen  für  die  Functionen 
g)(a:,y)  und  ^(x^y)  eingeführt  wurden,  sind  hier  die  für  die  Kraft- 
componenten  üblichen  Buchstaben  X  und  Y  gesetzt,  welche 
ebenfalls  beliebige  Functionen  der  Coordinaten  darstellen,  da, 
wie  schon  gesagt,  die  Kraft  P,  welche  auf  den  beweglichen  Punct 
j)  wirkt,  an  verschiedenen  Stellen  der  Ebene  in  Bezug  auf  Stärke 
und  Richtung  nach  beliebigen  Gesetzen  verschieden  sein  kann. 

Wenn  man  aus  dieser  Gleichung  durch  Integration  die  Arbeit 
für  eine  endliche  Bewegung  ableiten  will,  so  fragt  es  sich  zu- 
nächst, ob  die  der  Gleichung  (4)  entsprechende  Bedingungs- 
gleichung 

dX  ^  dY 

dy         dx 

erfüllt  ist,   oder  nicht     Im  ersten  Falle   erhält  man  ohne  Wei- 
teres eine  Gleichung  von  der  Form: 

(11)  W=F{x,y)  +  Const 
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Im  Bweiten  Falle  dagegen  muss  man  erst  eine  Relation  zwischen 
den  Veränderlichen  x  und  y  annehmen ,  um  die  Integration  aus- 
führen zu  können,  und  erhält  daher  ein  System  von  Gleichungen 
von  der  Form : 

(12)  p,y)  =  0 

\W=F{x,y)  +  Const. 

§.  4. 

Die  geometrische  Bedeutung  dieser  beiden  verschiedenen 
Resultate  lässt  sich  leicht  erkennen. 

Nehmen  wir  an,  der  Punct  p  bewege  sich  von  einem  gegebe- 
nen Anfangspuncte  fl?o,  y©  tis  zu  einem  gegebenen  Endpuncte 
^\iy\i  80  können  wir  im  ersten  Falle  die  Arbeit,  welche  bei  die- 
ser Bewegung  von  der  wirksamen  Kraft  getffan  wird,  sofort  an- 
geben, ohne  dass  wir  dazu  den  Verlauf  der  Bewegung  selbst  zu 
kennen  brauchen.    Diese  Arbeit  wird  nämhch  ausgedrückt  durch 

die  Differenz: 

F(xi,y^)  —  F{x^,y^). 

Während  also  der  bewegliche  Punct  auf  sehr  verschiedenen 
Wegen  von  der  einen  Stelle  zur  anderen  gelangen  kann,  ist  die 
Grösse  der  Arbeit,  welche  die  Kraft  dabei  thut,  davon  ganz  un- 
abhängig, und  ist  vollständig  bestimmt,  sobald  der  Anfangs-  und 
Endpunct  der  Bewegung  gegeben  sind. 

Anders  im  zweiten  Falle.  In  dem  auf  diesen  Fall  bezüg- 
lichen Systeme  von  zwei  Gleichungen  (12)  ist  die  erste  Gleichung 
beliebig,  und  die  zweite  ist  von  der  ersten  in  der  Weise  abhängig, 
dass  sie  erst  dann  bestimmt  werden  kann,  wenn  diese  gegeben 
ist,  indem  je  nach  der  verschiedenen  Form,  welche  man  für  die 
Function  f{x^y)  wählt,  auch  die  Function  F(x^y)  verschieden 
ausfallt.  Die  erste  Gleichung  ist  die  Gleichung  einer  Gurve,  und 
man  kann  daher  das  eben  Gesagte  geometrisch  folgendermaassen 
aussprechen:  die  Arbeit,  welche  die  wirksame  Kraft  bei  der  Be- 
wegung des  Punctes  p  thut,  lässt  sich  in  diesem  Falle  erst  dann 
bestimmen,  wenn  der  ganze  Verlauf  der  Curve,  auf  welcher  der 
Punct  sich  bewegt,  bekannt  ist.  Wenn  der  Anfangs-  und  End- 
punct der  Bewegung  im  Voraus  gegeben  sind,  so  muss  jene  erste 
Gleichung  so  gewählt  werden ,  dass  die  ihr  entsprechende  Gurve 
durch  diese  beiden  Puncte  geht;  dabei  sind  aber  noch  unendlich 
viele  Gestalten  der  Gurve  möglich,  für  welche  man,  trotz  ihrer 
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gleichen  Gränzpunete,  unendlich  viele  verschiedene  Arbeitsgrös- 
sen  erhält. 

Nimmt  man  speciell  an,  der  Punct  p  solle  eine  geschlossene 
Cmre  beschreiben,  so  dass  der  Endpunct  seiner  Bewegung  mit 
dem  Anfangspuncte  zusammenfalle,  und  somit  die  Coordinaten 
Xi,yi  dieselben  Werthe  haben,  wie  a;o,yo>  so  ist  für  diese  Be- 
wegung im  ersten  Falle  die  Arbeit  gleich  Null ;  im  zweiten  Falle 
dagegen  braucht  sie  nicht  gleich  Null  zu  sein,  sondern  kann  irgend 
einen  positiven  oder  negativen  Werth  haben. 

Durch  dieses  aus  der  analytischen  Mechanik  entnommene 
Beispiel  wird  es  auch  recht  klar,  wie  eine  Grösse,  welche  sich 
nicht  durch  eine  Function  von  x  und  y  (so  lange  diese  letzteren 
als  von  einander  unabhängige  Veränderliche  betrachtet  werden) 
darstellen  lässt,  doch  partielle  Differentialcoefficienten  nach  x 
und  y  haben  kann,  die  durch  bestimmte  Functionen  dieser  Ver- 
änderlichen ausgedrückt  werden.  Denn  offenbar  sind  die  Kraft- 
componenten  X  und  Y  im  strengen  Sinne  des  Wortes  die  pa^r- 
tieUen  IHfferentialcoe/ficienten  der  Arbeit  W  nach  x  und  y  zu 
nennen,  da,  wenn  x  um  dx  wächst,  während  y  constant  bleibt, 
die  Arbeit  um  Xdx  zunimmt,  und  wenn  y  um  dy  wächst, 
während  x  constant  bleibt,  die  Arbeit  um  Tdy  zunimmt.  Man 
kann  daher  auch,  mag  nun  W  eine  solche  Grösse  sein,  die  sich 
allgemein  durch  eine  Function  von  x  und  y  darstellen  lässt,  oder 
eine  solche  Grösse,  die  sich  erst  dann  bestimmen  lässt,  wenn  der 
Weg,  welchen  der  Punkt  beschreibt,  bekannt  ist,  für  die  partiellen 
Differentialcoefficienten  von  W  die  gewöhnliche  Bezeichnung  an- 
wenden, und  demnach  schreiben: 

(dW 


(13) 


dx 


[dy 


§.  5. 

Es  wurde  oben  für  den  Fall,  wo  die  in  der  Differentialglei- 
chung (1)  resp.  (la)  vorkommenden  Functionen  q>(x^y)  und  i\}{x^y) 
oder  M  und  N  der  Bediugungsgleichung  (4)  nicht  genügen,  zur 
Ausführung  der  Integration  eine  Relation  zwischen  den  Veränder- 
lichen x  und  y  angenommen,  welche  durch  die  Gleichung 

f(x,y)  =0 


''.r-Yf^j-' 
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ausgedrückt  wurde.  Dieses  lässt  sich  sofort  dahin  verallgemei- 
nern, dass  statt  der  Gleichung  zwischen  den  beiden  Veränder- 
lichen X  und  y  eine  Gleichung  angenommen  werden  kann,  welche 
alle  drei  Veränderliche  x^  y  und  ^,  oder  irgend  welche  dieser  drei 
Veränderlichen  enthält,  und  daher  unter  der  Form. 

(14)  .  f(x,y,js)  =  0 

darzustellen  ist.  Wenn  man  mit  Hülfe  dieser  Gleichung  eine  der 
drei  Veränderlichen  aus  der  gegebenen  Diflferentialgleichung  eli- 
minirt,  so  erhält  man  eine  Differentialgleichung  zwischen  zwei 
Veränderlichen,  welche  sich  immer  integriren  lässt. 

Ausser  dieser  Verallgemeinerung  würden,  wenn  wir  alle  bei 
vollständigen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  zwischen 
drei  Veränderlichen  vorkommenden  Fälle  erschöpfen  wollten, 
noch  verschiedene  andere  Erweiterungen  unserer  obigen  Betrach- 
tungen nöthig  sein. 

Die  unter  (1)  angeführte  Differentialgleichung  ist  nur  eine 
beschränkte  Form  dieser  Art  von  Gleichungen,  indem  statt  der 
darin  befindlichen  Functionen  der  beiden  Veränderlichen  x  und  y 
auch  Functionen  aller  drei  Veränderlichen  vorkommen  können, 
und  die  Gleichung  lauten  kann: 

(15)  q)(x,y,g)dx  +  ^{x,y,e)dy  +  %(x,y,is)dz  =  0. 

Wenn  die  Diflferentialgleichung  diese  allgemeinere  Form  hat,  so 
nimmt  auch  die  Bedingungsgleichung,  welche  erfüllt  sein  muss, 
damit  die  Integration  ohne  Zuhülfenahme  einer  weiteren  Relation 
zwischen  den  Veränderlichen  ausführbar  ist,  eine  complicirtere 
Gestalt  an,  als  die  unter  (4)  gegebene.  Ferner  ist  für  den  Fall, 
wo  die  Bedingungsgleichung  nicht  erfüllt,  und  daher  die  Differen- 
tialgleichung nicht  von  selbst  integrirbar  ist,  zu  bemerken ,  dass 
die  Belation,  welche,  um  die  Integration  ausführbar  zu  machen, 
gegeben  oder  in  irgend  einer  gestellten  Bedingung  enthalten 
sein  muss,  nicht  gerade  die  Form  einer  primitiven  Gleichung  zu 
haben  braucht,  sondern  selbst  ebenfalls  eine  Differentialgleichung 
sein  kann.  Auch  in  der  Behandlungsart  der  Gleichungen  und 
der  Ausdrucksweise  des  Resultates  können  manche  Verschieden- 
heiten vorkommen. 

Indessen  ist  es  nicht  nothwendig,  auf  alle  diese  Erweiterun- 
gen hier  einzugehen,  da  schon  das  bisher  Gesagte  genügt,  um  die 
im  Folgenden  entwickelten  Gleichungen  und  die  mit  ihnen  vor- 
genommenen Operationen  verständlich  zu  machen. 


'j^.'- 
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§.  6. 

SchliessUch  will  ich  noch  erwähnen,  dass  die  Betrachtungen, 
welche  hier  für  vollständige  Differentialgleichungen  zwischen  drei 
Veränderlichen  angestellt  sind,  sich  in  ähnlicher  Weise  auch  auf 
Tollständige  Differentialgleichungen  zwischen  vier  und  mehreren 
Veränderlichen  ausdehnen  lassen,  und  bei  diesen  ebenfalls  zu 
entsprechenden  Unterschieden  führen.  In  dieser  Beziehung  will 
ich  nur  einen  einfachen  speciellen  Fall  anführen,  welcher  aus  der 
Mechanik  sehr  bekannt  ist,  und  sich  bequem  an  das  oben  benutzte 
Beispiel  anschliesst. 

Es  sei  ein  im  Baume  beweglicher  Punct  p  gegeben,  dessen 
rechtwinklige  Coordinaten  zu  irgend  einer  Zeit  ^,  y,  0  seien.  Auf 
diesen  Punct  wirke  eine  Kraft  P,  welche  an  verschiedenen  Stellen 
des  Raumes  nach  Grösse  und  Bichtung  verschieden  sein  kann. 
Es  soll  bestimmt  werden,  welche  Arbeit  von  dieser  Kraft  bei 
irgend  einer  Bewegung  des  Punctes  gethan  wird. 

Sei  ds  ein  Wegelement,  und  9  der  Winkel,  welchen  dasselbe 
mit  der  Richtung  der  Kraft  bildet,  so  gilt  für  das  mit  dW  be- 
zeichnete Arbeitelement  wieder  die  Gleichung : 

dW=  cos  (p  '  Pds. 

Um  diesen  Ausdruck  umzuformen ,  bezeichnen  wir  mit  2,  F,  Z 
die  drei  in  die  Goordinatenrichtungen  fallenden  Componenten  der 
Kraft  P.  Dann  sind  die  Cosinus  der  Winkel,  welche  die  Kraft- 
richtung mit  den  drei  Goordinatenrichtungen  bildet,  gleich  den 
Brüchen  : 

X     T     Z 

P'    P'  P' 

Seien  femer  dx^  dy^  dz  die  Zunahmen  der  Goordinaten  x^y^z  des 
Punctes  p  bei  der  Bewegung  um  das  Wegelement  dSj  dann  sind 
die  Cosinus  der  Winkel,  welche  das  Wegelement  mit  den  drei 
Coordinatenrichtungen  bildet,  auszudrücken  durch: 

dx     dy     dz 
ds''   ds^   ds 

Hieraus  folgt,  dass  der  Cosinus  des  Winkels  g?,  welchen  das  Weg- 
element mit  der  Kraftrichtung  bildet,  bestimmt  wird  durch  die 
Gleichung : 

X    dx    ,    Y    dy    ,    Z    dz 
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Durch  Einsetzung  dieses  Werthes  von  cos  qp  in  den  vorher  gege- 
benen Ausdruck  von  dW  kommt: 

(16)  dW=  Xdx  +  Tdy  +  Zda. 

Dieses  ist  die  Differentialgleichung  zur  Bestimmung  der  Arbeit. 
Die  hierin  vorkommenden  Grössen  X,  F,  Z  sind  ganz  beliebige 
Functionen  der  Coordinaten  x^y,jg\  denn,  welches  auch  die  Werthe 
dieser  drei  Componenten  an  verschiedenen  Stellen  des  Raumes 
sein  mögen,  immer  lässt  sich  daraus  eine  Kraft  P  zusammen- 
setzen. 

Bei  der  Behandlung  dieser  Gleichung  sind  zunächst  folgende 
drei  Bedingungsgleichungen  zu  betrachten: 

fl7)  di^dT.    dY_dZ^,    dZ  ^dX 

^    ^  dy        dx  ^    da        dy  ^    dx        da  ^ 

und  es  kommt  darauf  an,  ob  die  Functionen  X,  F,  Z  diesen  drei 
Bedingungsgleichungen  genügen  oder  nicht. 

Wenn  die  drei  Bedingungsgleichungen  erfüllt  sind,  so  ist  der 
Ausdruck  an  der  rechten  Seite  von  (16)  das  vollständige  Diffe- 
rential einer  Function  von  x^y^0,  worin  diese  drei  Veränderlichen 
als  von  einander  unabhängig  betrachtet  werden  können.  Man 
kann  daher  die  Integration  ohne  Weiteres  ausfuhren,  und  erhält 
dadurch  eine  Gleichung  von  der  Form : 

(18)  TP  =  F(x,y,js)  +  Const. 

Denken  wir  uns  nun,  dass  der  bewegliche  Punct  p  sich  von  irgend 
einem  gegebenen  Anfangspunkte  ^o^^o^^e  his  zu  einem  gegebe- 
nen Endpuncte  Xi^  yuiSi  bewegen  soll,  so  wird  die  dabei  von  der 
Kraft  gethane  Arbeit  dargestellt  durch  die  Differenz: 

Fixi.yi.zi)  —  F{xo,yo,eo). 

Die  Arbeit  ist  also  durch  den  Anfangs-  und  Endpunkt  der  Be- 
wegung vollständig  bestimmt,  und  daraus  folgt,  dass,  wenn  der 
bewegliche  Punct  sich  auf  verschiedenen  Wegen  von  dem  ersten 
dieser  beiden  Puncte  zum  zweiten  bewegt,  die  dabei  von  der 
Kraft  gethane  Arbeit  immer  dieselbe  ist. 

Wenn  die  drei  Bedingungsgleichungen  (17)  nicht  erfüllt 
sind,  so  lässt  sich  die  Integration  in  der  vorigen  Allgemeinheit 
nicht  ausführen.  Sobald  aber  der  Weg,  auf  dem  die  Bewegung 
stattfindet,  bekannt  ist,  so  wird  dadurch  die  Integration  möglich. 
Wenn  in  diesem  Falle  zwei  Puncte  als  Anfangs-  und  Endpunct 
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der  Bewegung  gegeben  sind,  und  man  sich  zwischen  diesen  Punc« 
ten  verschiedene  Gurven  gezogen  denkt,  in  welchen  der  Punct 
p  sich  bewegen  soll,  so  erhält  man  für  jeden  dieser  Wege  einen 
bestimmten  Werth  der  Arbeit,  aber  die  den  verschiedenen  Wegen 
entsprechenden  Ärbeitswerthe  brauchen  nicht,  wie  im  vorigen 
Falle,  unter  einander  gleich  zu  sein,  sondern  sind  im  Allgemeinen 
verschieden. 


ABHAM)LUNG  I. 


üeber  die  bewegende  EraA  der  Wärme  und  die  Oesetze, 
welche  sioli  daraus  für  die  Wärmelelire  selbst  ab- 
leiten lassen. 

Vorgetragen  in  der  Berliner  Acad.  Feb.  1850,  abgedruckt  in  Poggendorffa  Anna- 
len,  Mftrz-  und  Aprilheft  1860,   Bd.  LXXIX,  S.  868  u.  500,  und   im  Philosophical 

Magazine  4th  Ser.,  Yol.  II,  p.  1  n.  102. 


Seit  man  mit  Hülfe  der  Dampfmaschinen  die  Wärme  als  be- 
wegende Kraft  benutzt,  und  dadurch  practisch  darauf  hingewiesen 
hat,  eine  gewisse  Arbeitsgrösse  als  Aequivalent  für  die  dazu  nö- 
thige  Wärme  zu  betrachten,  lag  es  nahe,  auch  theoretisch  eine 
bestimmte  Beziehung  zwischen  einer  Wärmemenge  und  der  durch 
sie  möglicher  Weise  hervorzubringenden  Arbeit  vorauszusetzen 
und  diese  Beziehung  zu  benutzen,  um  aus  ihr  Schlüsse  über 
das  Wesen  und  die  Gesetze  der  Wärme  selbst  abzuleiten.  Es 
sind  auch  in  der  That  schon  einige  erfolgreiche  Versuche  der 
Art  gemacht;  doch  glaube  ich,  dass  der  Gegenstand  damit  noch 
nicht  erschöpft  ist,  sondern  die  fortgesetzte  Beachtung  der 
Physiker  verdient,  indem  sich  theils  gegen  die  bisher  gezogenen 
Schlüsse  noch  erhebliche  Einwendungen  machen  lassen,  theils 
andere  Schlüsse,  zu  welchen  sich  Gelegenheit  bietet,  und  welche 
zur  Begründung  und  Vervollständigung  der  Wärmetheorie  wesent- 
lich beitragen  können,  entweder  noch  ganz  unerwähnt  geblieben, 
oder  doch  noch  nicht  mit  hinlänglicher  Bestimmtheit  ausgespro- 
chen sind. 
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Die  wichtigste  hierher  gehörige  Untersuchung  rührt  von 
S.  Gar  not  her^)  und  die  Ideen  dieses  Autors  sind  später  noch 
auf  eine  sehr  geschickte  Weise  von  Clapeyron  analytisch  dar- 
gestellt*). Carnot  weist  nach,  dass  jederzeit,  wenn  Arbeit  durch 
Wärme  geleistet  wird,  und  nicht  zugleich  eine  bleibende  Verände- 
rung in  dem  Zustande  des  wirksamen  Körpers  eintritt,  eine  ge- 
wisse Wärmemenge  von  einem  warmen  zu  einem  kalten  Körper 
übergeht,  wie  z.  B.  bei  der  Dampfmaschine  durch  Vermittelung 
des  Dampfes,  welcher  sich  im  Kessel  entwickelt  und  dann  im 
Gondensator  wieder  niederschlägt,  Wärme  vom  Heerde  zum  Gon- 
densator  übergetragen  wird.  Diese  "Oebertragung  nun  betrachtet 
er  als  die  der  hervorgebrachten  Arbeit  entsprechende  Wärme- 
veränderung.  Er  sagt  ausdrücklich,  dass  dabei  keine  Wärme  ver- 
loren gehe,  sondern  die  Quantität  derselben  unverändert  bleibe, 
indem  er  hinzufügt:  „Diese  Thatsache  ist  nie  bezweifelt  worden; 
sie  ist  zuerst  ohne  Untersuchung  angenommen,  und  dann  in  vielen 
Fällen  durch  calorimetrische  Versuche  bestätigt.  Sie  zu  ver- 
neinen würde  heissen,  die  ganze  Theorie  der  Wärme,  in  welcher 
sie  der  Hauptgrundsatz  ist,  umstossen". 

Ich  weiss  indessen  nicht,  dass  es  experimentell  hinlänglich 
feststeht,  dass  bei  der  Erzeugung  von  Arbeit  nie  ein  Verlust  von 
Wärme  stattfinde;  vielmehr  kann  man  vielleicht  mit  grösserem 
Rechte  das  Gegentheil  behaupten  ^  dass,  wenn  ein  solcher  Verlust 
auch  noch  nicht  direct  nachgewiesen  ist,  er  doch  durch  andere 
Thatsachen  nicht  nur  zulässig,  sondern  sogar  höchst  wahrschein- 
lich gemacht  wird.  Wenn  man  annimmt,  die  Wärme  könne, 
ebenso  wie  ein  Stoff,  nicht  an  Quantität  geringer  werden,  so  muss 
man  auch  annehmen,  dass  sie  sich  nicht  vermehren  könne.  Es 
ist  aber  fast  unmöglich  z.  B.  die  durch  Reibung  verursachte  Er- 
wärmung ohne  eine  Vermehrung  der  Wärmequantität  zu  erklären, 


1)  Beflexions  sur  la  putssance  motrice  du  feUy  et  8ur  les  machines 
propres  ä  dSveloper  cette  putssance ,  par  S.  Carnot.  Paris  1824.  Ich 
habe  mir  dieses  Werk  selbst  nicht  verschaffen  können,  sondern  kenne  es 
nur  aus  den  Bearbeitungen  von  Clapeyron  und  Thomson,  und  aus  der 
letzteren  sind  auch  die  weiter  unten  angeführten  Stellen  entnommen.  — 
[Später  habe  ich  die  Schrift  kennen  gelernt,  und  habe  meine  früheren  An- 
sichten über  ihren  Inhalt,  welche  ich  aus  den  genannten  Bearbeitungen  ge- 
schöpft hatte,  bestätigt  gefunden.    1864.] 

s)  Jowm.  de  VicoU  polyUchnique  T,  XIV.  (1834)   and   Pogg.  Ann. 
Bd.  LIX. 

Cl»ailat,  m«ob.  W&rmethMzi«.  2 
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und  durch  die  sorgfältigen  Versuche  von  Joule,  hei  welchen  auf 
sehr  verschiedene  Weisen  unter  Anwendung  von  mechanischer 
Arbeit  Erwärmung  hervorgerufen  wurde,  ist  ausser  der  Möglich- 
keit, die  Wärmequantität  überhaupt  zu  vermehren,  auch  der  Satz, 
dass  die  Menge  der  neu  erzeugten  Wärme  der  dazu  angewandten 
Arbeit  proportional  sei,  fast  zur  Gewissheit  geworden.  Dazu 
kommt  noch,  dass  in  neuerer  Zeit  immer  noch  mehr  Thatsachen 
bekannt  werden,  welche  dafür  sprechen,  dass  die  Wärme  nicht 
ein  Stoff  sei,  sondern  in  einer  Bewegung  der  kleinsten  Theile  der 
Körper  bestehe.  Wenn  dieses  richtig  ist,  so  muss  sich  auf  die 
Wärme  auch  der  allgemeine  Satz  der  Mechanik  anwenden  lassen, 
dass  eine  vorhandene  Bewegung  sich  in  Arbeit  umsetzen  kann, 
und  zwar  so,  dass  der  Verlust  an  lebendiger  Kraft  der  geleisteten 
Arbeit  proportional  ist. 

Diese  Umstände,  welche  auch  Gar  not  sehr  wohl  kannte,  und 
deren  Gewicht  er  ausdrücklich  zugestanden  hat,  fordern  dringend 
dazu  auf,  die  Vergleichung  zwischen  Wärme  und  Arbeit  auch 
unter  der  abweichenden  Voraussetzung  vorzunehmen,  dass  zur 
Erzeugung  von  Arbeit  nicht  bloss  eine  Aenderung  in  der  Fer- 
theüung  der  Wärme,  sondern  auch  ein  wirklicher  VerbraiAch  von 
Wärme  nöthig  sei,  und  dass  umgekehrt  durch  Verbrauch  von 
Arbeit  wiederum  Wärme  erzeugt  werden  könne. 

In  einer  vor  Kurzem  erschienenen  Abhandlung  von  Holtz- 
mann^)  scheint  es  anfangs,  als  wolle  der  Verfasser  den  Gegen- 
stand von  diesem  letzteren  Gesichtspuncte  aus  betrachten.  Er 
sagt  (S.  7):  „die  Wirkung  der  zu  dem  Gase  getretenen  Wärme 
ist  somit  entweder  Temperaturerhöhung,  verbunden  mit  Vermeh- 
rung der  Elasticität,  oder  eine  mechanische  Arbeit,  oder  eine 
Verbindung  von  beiden,  und  eine  mechanische  Arbeit  ist  das 
Aequivalent  der  Temperaturerhöhung.  Die  Wärme  kann  man 
nur  durch  ihre  Wirkungen  messen;  von  den  beiden  genannten 
Wirkungen  passt  hierzu  besonders  die  mechanische  Arbeit,  und 
diese  soll  in  dem  Folgenden  hierzu  gewählt  werden.  Ich  nenne 
Wärmeeinheit  die  Wärme,  welche  bei  ihrem  Zutritte  zu  Gas  die 
mechanische  Arbeit  a  zu  leisten  vermag,  d.  h.  um  bestimmte 
Maasse  zu  gebrauchen,  die  a  Kilogramme  auf  1  Meter  erheben 
kann^^     Später  (S.  12)  bestimmt  er  auch  den  Zahlen werth  der 


^)  Ueber  die  Wärme  und  Elasticität  der  Gase  und  Dämpfe;   von  C. 
Holtzmann.    Mannheim  1845;  auch  Po  gg.  Ann.  Bd.  72  a. 
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Constanten  a  auf  dieselbe  Weise,  wie  es  schon  früher  von  Mayer 
geschehen  ist  i) ,  und  erhält  eine  Zahl,  die  ganz  dem  von  Joule 
auf  verschiedene  andere  Weisen  bestimmten  Wärmeäquivalente 
entspricht  Bei  der  weitem  Ausführung  der  Theorie  aber,  näm- 
hch  bei  der  Entwickelung  der  Gleichungen,  durch  welche  die 
von  ihm  gezogenen  Schlüsse  vermittelt  werden,  verfahrt  er  ebenso 
wie  Clapeyron,  so  dass  darin  doch  wieder  stillschweigend  die 
Annahme  liegt,  dass  die  Quantität  der  Wärme  constant  sei. 

Viel  klarer  ist  der  Unterschied  der  beiden  Betrachtungswei- 
sen von  W.Thomson  aufgefasst,  welcher  die  Car not' sehe 
Abhandlung  durch  Anwendung  der  neueren  Beobachtungen  von 
Regnault  über  die  Spannkraft  und  latente  Wärme  des  Wasser- 
dampfes vervollständigt  hat*).  Dieser  spricht  die  Hindernisse, 
welche  der  unbedingten  Annahme  der  Carnot'schen  Theorie 
entgegenstehen,  bestimmt  aus,  mit  besonderer  Hinweisung  auf 
die  Untersuchungen  von  Joule,  und  hebt  auch  einen  principiellen 
Einwand,  der  sich  dagegen  machen  lässt,  hervor.  Wenn  nämlich 
auch  bei  jeder  Erzeugung  von  Arbeit,  sofern  der  wirksame  Körper 
nach  ihrer  Erzeugung  wieder  in  demselben  Zustande  ist,  wie 
vorher,  Wärme  aus  einem  warmen  in  einen  kalten  Körper  über- 
geht, so  wird  doch  nicht  umgekehrt  bei  jedem  solchen  Ueber- 
gange  auch  Arbeit  erzeugt,  sondern  die  Wärme  kann  auch  durch 
einfache  Leitung  übergeführt  werden,  und  in  allen  diesen  Fällen 
würde  also,  wenn  der  blosse  Uebergang  von  Wärme  das  wahre 
Aequivalent  der  Arbeit  wäre,  ein  Verlust  von  Arbeitskraft  in  der 
Natur  stattfinden,  was  nicht  wohl  denkbar  ist  Dessen  ungeachtet 
kommt  er  zu  dem  Schlüsse,  dass  bei  dem  gegenwärtigen  Stande 
der  Wissenschaft  das  von  Car  not  angenommene  Princip  doch 
noch  als  die  wahrscheinlichste  Grundlage  einer  Untersuchung 
über  die  bewegende  Kraft  der  Wärme  zu  betrachten  sei,  indem 
er  sagt:  „wenn  wir  dieses  Princip  verlassen,  so  stossen  wir  auf 
unzählige  andere  Schwierigkeiten,  welche  ohne  fernere  experimen- 
telle Untersuchung  und  ohne  einen  vollständigen  Neubau  der 
Wärmetheorie  von  Grund  auf  unüberwindlich  sind'*. 

Ich  glaube  aber,  dass  man  vor  diesen  Schwierigkeiten  nicht 
zurückschrecken  darf^  und  sich  vielmehr  mit  den  Folgen  der  Idee, 


1)  Ann.  der  Chem.  und  Pharm,  von  Wo  hl  er  und  Liebig,  Bd.  XLII. 
S.  239. 

2)  Transact.  of  the  Boy  dl  Soc.  of  Edinh.  V.  XV I. 
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dass  die  Warme  eine  Bewegung  sei,  möglichst  vertraat  machen 
muss,  indem  man  nur  dadurch  die  Mittel  gewinnen  kann, 
dieselbe  zu  bestätigen  oder  zu  widerlegen.  Auch  halte  ich  die 
Schwierigkeiten  nicht  für  80  bedeutend,  wie  Thomson,  denn  wenn 
man  auch  in  der  bisher  gebräuchlichen  VorsteTltmgsweise  Einiges 
ändern  muss,  so  kann  ich  doch  mit  erwiesenen  Thatsachen  nirgends 
einen  Widerspruch  finden.  Es  ist  nicht  einmal  nöthig,  die  Car- 
not'sche  Theorie  dabei  ganz  zu  verwerfen,  wozu  man  sich  gewiss 
schwer  entschliessen  würde,  da  sie  zum  Theil  durch  die  Erfah- 
rung eine  auffallende  Bestätigung  gefunden  hat.  Bei  näherer  Be- 
trachtung findet  man  aber,  dass  nicht  das  eigentliche  Grundprin- 
cip  vou  Ca r not,  sondern  nur  der  Zusatz,  dass  Tceine  Wärme  ver- 
loren gehe,  der  neuen  Betrachtungsweise  entgegensteht,  denn  es 
kann  bei  der  Erzeugung  von  Arbeit  sehr  wohl  beides  gleichzeitig 
stattfinden,  dass  eine  gewisse  Wärmemenge  verbraucht  und  eine 
andere  von  einem  warmen  zu  einem  kalten  Körper  übergeführt 
wird,  und  beide  Wärmemengen  können  zu  der  erzeugten  Arbeit 
in  bestimmter  Beziehung  stehen.  Es  wird  dieses  im  Nachstehen- 
den noch  deutlicher  werden,  und  es  wird  sich  dabei  zeigen,  dass 
die  aus  beiden  Annahmen  gefolgerten  Schlüsse  nicht  nur  neben 
einander  bestehen  können,  sondern  sich  sogar  gegenseitig  be- 
stätigen. 


I.  Folgerungen  aus  dem  Grundsatze  über  die  Aequi- 

valenz  von  Wärme  und  Arbeit. 

Es  soll  hier  auf  die  Art  der  Bewegung,  welche  man  sich  etwa 
im  Innern  der  Körper  vorstellen  kann,  nicht  näher  eingegangen, 
sondern  nur  im  Allgemeinen  angenommen  werden,  dass  eine  Be- 
wegung der  Theilchen  bestehe,  und  dass  die  Wärme  das  Maass 
der  lebendigen  Kraft  derselben  sei,  oder  vielmehr  noch  allgemei- 
ner, es  soll  nur  ein  durch  jene  Annahme  bedingter  Satz  als  Grund- 
satz hingestellt  werden,  nämlich 

dass  in  allen  Fällen ,  wo  durch  Wärme  Arbeit  entstehe^,  eine 
der  erzeugten  Arbeit  proportionale  Wärmemenge  verbraucht 
werde,  und  dass  umgekehrt  durch  Verbrauch  einer  ebenso  gros- 
sen Arbeit  dieselbe  Wärmemenge  erzeugt  werden  könne. 

Bevor  wir  zu  der  mathematischen  Behandlung  dieses  Grund- 
satzes übergehen,  mögen  einige  unmittelbare  Folgerungen  vorauf- 
geschickt werden,  welche  auf  die  ganze  Betrachtungsweise  der 


.  I 
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Wärme  von  Einflnss  sind,  und  welche  sich  auch  schon  ohne  die 
bestimmtere  Begründung,  die  sie  weiterhin  durch  die  Rechnung 
finden  sollen,  verstehen  lassen. 

Man  spricht  häufig  von  der  Gesammtwärme  der  Körper,  be- 
sonders der  Gase  und  Dämpfe,  indem  man  darunter  die  Summe 
der  freien  und  latenten  Wärme  versteht,  und  annimmt,  dass  diese 
eine  nur  vom  gegenwärtigen  Zustande  des  betrachteten  Körpers 
abhängige  Grösse  sei,  so  dass,  wenn  man  alle  übrigen  physika- 
lischen Eigenschaften  desselben,  seine  Temperatur,  seine  Dichte 
etc.  kenne,  auch  die  in  ihm  enthaltene  Gesammtwärme  vollkom- 
men bestimmt  sei  *).  Diese  Annahme  ist  aber  nach  dem  vorigen 
Grundsatze  nicht  mehr  zulässig.  Wenn  nämlich  ein  Körper  in 
einem  bestimmten  Zustande  z.  B.  eine  Quantität  Gas  bei  der 
Temperatur  ^o  und  dem  Volumen  i7o  gegeben  ist,  und  man  nimmt 
nun  verschiedene  Veränderungen  in  Bezug  auf  Temperatur  und 
Volumen  mit  ihm  vor,  bringt  es  aber  schliesslich  wieder  in  seinen 
ursprünglichen  Zustand  zurück,  so  müsste  jener  Annahme  nach 
auch  seine  Gesammtwärme  wieder  dieselbe  sein,  wie  zu  Anfangs 
worans  folgt,  dass,  wenn  ihm  während  eines  Theiles  der  Verände- 
rungen Wärme  von  Aussen  mitgetheilt  wurde,  es  während  des 
anderen  Theiles  wieder  dieselbe  Wärmemenge  nach  Aussen  ab- 
gegeben haben  müsste.  Nun  wird  aber  bei  jeder  Veränderung 
des  Volumens  eine  gewisse  Arbeit  von  dem  Gase  geleistet  oder 
verbraucht,  indem  es  bei  der  Ausdehnung  einen  äussern  Druck 
zurückschiebt,  und  umgekehrt  die  Zusammendrückung  nur  durch 
Vorrücken  des  äussern  Druckes  bewirkt  werden  kann.  Wenn  also 
unter  den  mit  ihm  vorgenommenen  Veränderungen  auch  Volumen- 
veränderungen vorkamen,  so  muss  auch  hier  Arbeit  geleistet  und 
verbraucht  sein.  Es  ist  aber  nicht  nöthig,  dass  zuletzt,  wenn  es 
wieder  bei  seinem  ursprünglichen  Zustande  angelangt  ist,  die  im 
Ganzen  erzeugte  Arbeit  der  verbrauchten  gerade  gleich  sei,  so 
dass  sie  sich  gegenseitig  aufheben,  sondern  es  kann  ein  Ueber- 


1)  [Das  oben  Gesagte  wird  vielleicht  klarer  durch  folgende  Ausdnicks» 
weise.  Man  verstand  früher  unter  Gesammtwärme  diejenige  Wärmemengei 
welohe  man  einem  Körper  im  Ganzen  mittheüen  muBS,  um  ihn  aus  einem 
gegebenen  Anfangsznstande  in  irgend  einen  anderen  Zustand  zu  bringen, 
und  meinte  dabei,  diese  Wärmemenge  sei,  wenn  der  Anfangszustand  als 
bekannt  vorausgesetzt  wird,  vollständig  bestimmt  durch  den  Zustand,  in 
welchem  der  Körper  sich  augenblicklich  befindet,  unabhängig  davon ^  auf 
welche  Weise  er  in  diesen  Zustand  gelangt  ist.    1864.] 
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Bchuss  der  einen  oder  der  anderen  stattfinden,  jenachdem  die 
Zusammendrückung  bei  niederer  oder  höherer  Temperatur,  als 
die  Ausdehnung,  bewirkt  wurde,  was  weiter  unten  noch  bestimm- 
ter nachgewiesen  werden  soll.  Diesem  Ueberschusse  an  erzeugter 
oder  verbrauchter  Arbeit  muss  dann  dem  Grundsatze  nach  auch 
ein  proportionaler  Ueberschuss  an  verbrauchter  oder  erzeugter 
Wärme  entsprechen,  und  das  Gas  kann  also  nicht  ebenso  viel 
Wärme  nach  Aussen  abgegeben,  als  von  Aussen  empfangen  haben. 

Derselbe  Widerspruch  mit  der  gebräuchlichen  Annahme  über 
die  Oesammtwärme  lässt  sich  noch  auf  eine  etwas  andere  Weise 
darstellen.  Wenn  das  Gas  von  ^o  und  Vq  auf  die  höhere  Tempe- 
ratur ti  und  das  grössere  Volumen  Vi  gebracht  werden  soll,  so 
würde  die  Wärmemenge,  die  ihm  dazu  mitgetheilt  werden  muss, 
nach  jener  Annahme  von  der  Weise,  in  welcher  die  Veränderung 
geschieht,  unabhängig  sein;  aus  dem  obigen  Grundsatze  aber  er- 
giebt  sie  sich  als  verschieden ,  jenachdem  man  das  Gas  erst  bei 
dem  Constanten  Volumen  Vq  erwärmt  und  dann  bei  der  constanten 
Temperatur  ^i  sich  ausdehnen  lässt,  oder  erst  die  Ausdehnung 
bei  der  Temperatur  ^o  geschehen  lässt,  und  dann  die  Erwärmung 
vornimmt,  oder  Ausdehnung  und  Erwärmung  in  irgend  einer  an- 
deren Art  wechseln  oder  auch  beide  gleichzeitig  stattfinden  lässt; 
denn  in  allen  diesen  Fällen  ist  die  vom  Gase  geleistete  Arbeit 
verschieden. 

Ebenso  muss  es,  wenn  eine  Quantität  Wasser  von  der  Tem- 
peratur t^  in  Dampf  von  der  Temperatur  ti  und  dem  Volumen  vi 
gebracht  werden  soll,  in  Bezug  auf  die  dazu  nöthige  Wärmemenge 
einen  Unterschied  machen,  ob  man  das  Wasser  erst  als  solches 
bis  ^1  erwärmt,  und  dann  verdampfen  lässt,  oder  es  bei  ^  ver- 
dampfen lässt,  und  dann  den  Dampf  auf  das  geforderte  Volumen 
und  die  geforderte  Temperatur  Vi  und  ti  bringt,  oder  endlich 
die  Verdampfung  bei  irgend  einer  mittleren  Temperatur  ge- 
schehen lässt. 

Hieraus  und  aus  der  unmittelbaren  Betrachtung  des  Grund- 
satzes übersieht  man  auch,  welche  Vorstellung  man  sich  von  der 
latenten  Wärme  bilden  muss.  Nehmen  wir  wieder  das  zuletzt  an- 
gewandte Beispiel,  so  unterscheiden  wir  in  der  W^ärmemenge, 
welche  dem  Wasser  bei  seinen  Veränderungen  mitgetheilt  werden 
muss,  die  freie  und  latente  Wärme.  Von  diesen  dürfen  wir  aber 
in  dem  gebildeten  Dampfe  nur  die  erstere  als  wirklich  vorhanden 
betrachten.    Die  letztere  ist  nicht  bloss,  wie  der  Name  andeutet. 
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für  unsere  Wahrnehmung  verborgen^  sondern  überhaupt  nicht  vor- 
handen; sie  ist  während  der  Veränderungen  zu  Arbeit  verbraucht. 

In  der  verbrauchten  Wärme  müssen  wir  wiederum  noch  eine 
Unterscheidung  einführen.  Die  geleistete  Arbeit  ist  nämlich  von 
zweifacher  Art.  Erstens  gehört  eine  gewisse  Arbeit  dazu,  um 
die  gegenseitige  Anziehungskraft  der  Theilchen  des  Wassers  zu 
überwinden,  und  sie  bis  zu  der  Entfernung  von  einander  zu  tren- 
nen, in  welcher  sie  sich  beim  Dampfe  befinden.  Zweitens  muss 
der  Dampf  bei  seiner  Entwickelung  einen  äusseren  Druck  zurück- 
schieben, um  sich  Raum  zu  schaffen.  Die  erstere  Arbeit  wollen 
wir  die  innere,  die  letztere  die  äussere  nennen,  und  danach  auch 
die  latente  Wärme  eintheilen. 

In  Bezug  auf  die  innere  Arbeit  kann  es  keinen  Unterschied 
machen,  ob  die  Verdampfung  bei  ^o  oder  bei  ti  oder  bei  einer 
mittleren  Temperatur  geschieht,  indem  wir  die  anziehende  Kraft 
der  Theilchen,  welche  zu  überwinden  ist,  als  unveränderlich  be- 
trachten müssen  i).  Die  äussere  Arbeit  dagegen  richtet  sich  nach 
dem  von  der  Temperatur  abhängigen  Drucke.  Dasselbe  gilt 
natürlich,  ebenso  wie  in  diesem  besonderen  Beispiele,  auch  all- 
gemein, und  wenn  daher  oben  gesagt  wurde,  dass  die  Wärme- 
menge, welche  einem  Körper  mitgetheilt  werden  nuss,  um  ihn 
aus  einem  Zustande  in  einen  anderen  zu  bringen,  nicht  bloss  von 
dem  Anfangs-  und  Endzustande ,  sondern  von  dem  ganzen  Wege, 
auf  dem  die  Veränderung  geschieht,  abhänge,  so  bezieht  sich  das 
nur  auf  (ÄcnTheil  der  latentenWixme^  welcher  der  äusseren  Arbeit 
entspricht  Der  andere  Theil  der  latenten  Wärme,  so  wie  die 
ganze  freie  Wärme,  sind  von  dem  Wege  der  Veränderungen  un- 
abhängig. 


1)  Man  darf  hiergegen  nicht  einwenden,  dass  das  Wasser  bei  ti  eine 
geringere  Cohäsion  habe  als  bei  t^,  also  zu  ihrer  üeberwindung  eine  ge- 
ringere Arbeit  nöthig  sei.  Es  liegt  nämlich  auch  schon  in  der  Verringe- 
rung der  Cohäsion  eine  gewisse  Arbeit,  die,  während  das  Wasser  als  solches 
sich  erwärmt,  geleistet  wird,  und  diese  muss  man  zu  der  bei  der  Verdam- 
pfung selbst  geleisteten  hinzurechnen.  Daraus  folgt  zugleich,  dass  von  der 
Wärmemenge,  welche  das  Wasser  bei  seiner  Erwärmung  von  Aussen  em- 
pfangt, nur  ein  Theü  als  freie  Wärme  zu  betrachten  ist,  während  der  an- 
dere zur  Verringerung  der  Cohäsion  verbraucht  wird.  Mit  dieser  Ansicht 
steht  auch  der  Umstand  im  Einklänge,  dass  das  Wasser  eine  so  viel  grös- 
sere specifische  Wärme  hat  als  das  Eis,  und  wahrscheinlich  auch  als  der 
Dampf.  |Die  in  dieser  Anmerkung  nur  kurz  berührten  Ansichten  werden 
in  einer  der  späteren  Abhandlungen  noch  Gegenstand  einer  weitläufigen 
Besprechang  werden.    1864.] 
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Wenn  sich  nun  der  Dampf  von  ^  und  Vi  wieder  in  Wasser 
YOn  ^0  verwandelt,  so  wird  dahei  umgekehrt  Arbeit  verbraiMM^ 
indem  die  Theilchen  ihrer  Anziehung  wieder  nachgeben  und  sich 
nähern  und' der  äussere  Druck  wieder  vorrückt.  Demgemäss 
muss  Wärme  erzeu,gt  werden  und  die  sogenannte  frei  werdende 
Wärme,  Welche  dabei  erscheint,  tritt  also  nicht  bloss  aus  ihrer 
bisherigen  Verborgenheit  wieder  hervor,  sondern  ist  wirklich  neu 
entstanden.  Diese  auf  dem  Rückwege'  erzeugte  Wärme  braucht 
aber  der  auf  dem  Hinwege  verbrauchten  nicht  gleich  zu  sein, 
sondern  der  Theil,  welcher  der  äusseren  Arbeit  entspricht,  kann 
auch  hier  nach  Umständen  grösser  oder  kleiner  sein. 

Wir  wenden  uns  nun  zur  mathematischen  Behandlung  des 
Gegenstandes,  doch  wollen  wir  uns  dabei  auf  die  Betrachtung  der 
permcmenten  Gase  und  der  Dämpfe  im  Maximum  ihrer  Dickte  be- 
schränken, indem  diese  Fälle  durch  die  anderweitigen  Kenntnisse, 
welche  wir  über  sie  besitzen,  der  Rechnung  am  zugänglichsten 
sind,  und  ausserdem  auch  das  meiste  Interesse  darbieten.  Man 
wird  indessen  leicht  übersehen ,  wie  sich  der  Grundsatz  auch  auf 
andere  Fälle  anwenden  lässt. 

Sei  ein  gewisses  Quantum,  etwa  eine  Gewichtseinheit,  von 
einem  permanenten  Gase  gegeben,  so  müssen  zur  Bestimmutig 
seines  gegenwärtigen  Zustandes  drei  Grössen  bekannt  sein:  der 
Druck,  unter  dem  es  sich  befindet,  sein  Volumen  und  seine  Tem- 
peratur. Diese  Grössen  stehen  in  gegenseitiger  Abhängigkeit, 
welche  durch  das  vereinigte  Mariotte'sche  und  Gay-Lussac'- 
sche  Gesetz  i)  ausgedrückt  wird ,  und  sich  durch  folgende  Glei- 
chung darstellen  lässt: 

(I.)  pv  =  R{a  +  t), 

worin  p,  t?  und  t  Druck,  Volumen  und  Temperatur  des  Gases  im 
gegenwärtigen  Zustande  bedeuten,  a  eine  für  alle  Gase  gleiche 
Constante  ist,  und  R  endlich  ebenfalls  eine  Con3tante  ist,  die 

vollständig  —Ar  heisst,  wenn  jpo,  Vo  und  *e  die  zusammengehö- 
rigen Werthe  der  obigen  drei  Grössen  für  irgend  einen  anderen 
Zustand  des  Gases  sind.    Diese  letztere  Constante  ist  also  für  die 


1)  Dieses  Gesetz  soll  im  Folgenden  immer  kurz  als  das  M.  und  G.  Ge- 
setz, und  das  Mariotte'sche  Gesetz  allein  als  das  M.  Gesetz  bezeichnet 
werden. 
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verschiedenen  Gase  in  sofern  yerschieden,  als  sie  ihrem  speeifi- 
schen  Gewichte  umgekehrt  proportional  ist. 

Zwar  hat  in  neuerer  Zeit  Regnault  durch  sehr  sorgfaltige 
Versuche  nachgewiesen,  dass  dieses  Gesetz  nicht  in  aller  Strenge, 
richtig  ist,  doch  sind  die  Abweichungen  für  die  permanenten 
Gase  sehr  gering,  und  werden  nur  bei  denen  bedeutender,  welche 
sich  condensiren  lassen.  Daraus  scheint  zu  folgen,  dass  das 
Gesetz  um  so  strenger  gültig  ist,  je  weiter  das  Gas  in  Bezug  auf 
Druck  und  Temperatur  von  seinem  Condensationspunkte  entfernt 
ist  Man  kann  sich  daher,  während  die  Genauigkeit  für  die  per- 
manenten Gase  schon  im  gewöhnlichen  Zustande  so  gross  ist, 
dass  man  sie  für  die  meisten  Untersuchungen  als  vollkommen 
betrachten  kann,  für  jedes  Gas  einen  Gränzzustand  denken,  in 
dem  die  Genauigkeit  wirklich  vollkommen  wird,  und  diesen  ideel* 
len  Zustand  wollen  wir  im  Folgenden,  wo  wir  von  den  perma- 
nenten Gasen  als  solchen  handeln,  voraussetzen  ^), 

Der  Werth  von   —  ist  nach   übereinstimmenden  Versuchen 

a 

von  Begnault  und  Magnus  für  die  atmosphärische  Luft,  wenn 

die  Temperatur  nach  Centesimalgraden  vom   Gefrierpuncte  aus 

gezählt  wird,  gleich  0,003665.    Da  aber  die  Gase,  wie  erwähnt, 

nicht  gQnau  dem  M.  und  G.  Gesetze  folgen,  so  erhält  man,  wenn 

man  die  Versuche  unter  verschiedenen  Umständen  anstellt,  nicht 

immer  denselben  Werth  für  — .     Die  vorstehende  Zahl  gilt  für 

a 

den  Fall,  wo  die  atmosphärische  Luft  bei  0^  unter  dem  Drucke 
von  einer  Atmosphäre  genommen,  und  dann  bei  constantem  Vo- 
lumen bis  100^  erwärmt  wird,  und  man  dabei  die  Zunahme  der 
Expansivkraft  beobachtet.  Lässt  man  dagegen  den  Druck  con- 
stant  und  beobachtet  die  Zunahme  des  Volumens ,  so  erhält  man 
die  etwas  grössere  Zahl  0,003670.  Ferner  wachsen  die  Zahlen, 
wenn  man  die  Versuche  unter  höherem,  als  dem  atmosphärischen 
Drucke  anstellt,  während  sie  bei  geringerem  Drucke  etwas  ab- 
nehmen. Man  kann  demnach  nicht  mit  Bestimmtheit  angeben, 
welcher  Werth  für  die  Gase  im  ideellen  Zustande ,  in  welchem 
jene  Unterschiede  natürlich  fortfallen  müssten,  anzunehmen  ist. 


')  [Ich  habe  Gase,  bei  denen  dieser  ideelle  Zustand  Yorausgesetzt 
iirird,  in  meinen  späteren  Abhandlungen  kurz  vollkommene  Gase  genannt. 
1864.] 


26  Abhandlung  I. 

doch  wird  die  Zahl  0,003665  gewiss  nicht  weit  von  der  Wahrheit 
abweichen,  zumal  da  für  Wasserstoff,  welcher  wahrscheinlich  unter 
allen  Gasen  deai  ideellen  Zustande  am  nächsten  ist,  nahe  dieselbe 
Zahl  gilt,  und  die  Aenderungen  bei  diesem  im  entgegengesetzten 
Sinne  stattfinden,  als  bei  den  anderen  Gasen.  Behalten  wir  daher 

jenen  Werth  von  —  bei,  so  bekommen  wir 

a  =  273. 

Zufolge  der  Gleichung  (I.)  kann  man  von  den  drei  Grössen 
p^  V  und  t  eine,  z.  B.  p,  als  Function  der  beiden  anderen  v  und  t 
betrachten,  welche  letzteren  dann  die  unabhängigen  Veränder- 
lichen bleiben,  die  den  Zustand  des  Gases  bedingen  ^).  Wir  wollen 
nun  zu  bestimmen  suchen ,  wie  die  auf  die  Wärmemenge  bezüg- 
lichen Grössen  von  jenen  beiden  abhängen. 

Wenn  irgend  ein  Körper  sein  Volumen  verändert,  so  wird 
dabei  im  Allgemeinen  mechanische  Arbeit  erzeugt  oder  verbraucht. 
Es  ist  aber  in  den  meisten  Fällen  nicht  möglich,  diese  genau  zu 
bestimmen,  weil  zugleich  mit  der  äusseren  Arbeit  auch  gewöhnlich 
noch  eine  unbekannte  innere  stattfindet.  Um  diese  Schwierigkeit 
zu  vermeiden,  hat  Garnot  das  schon  oben  erwähnte  sinnreiche 
Verfahren  angewandt,  dass  er  den  Körper  nach  einander  verschie- 
dene Veränderungen  duirchmachen  lässt,  die  so  angeordnet  sind, 
dass  er  zuletzt  wieder  genau  in  seinen  ursprünglichen  Zustand 
zurückkommt.  Dann  muss,  wenn  bei  einigen  der  Veränderungen 
innere  Arbeit  geleistet  wurde,  diese  bei  den  anderen  gerade  wieder 
aufgehoben  sein,  und  man  ist  sicher,  dass  die  äussere  Arbeit,  die 
etwa  bei  den  Veränderungen  übrig  bleibt,  auch  die  ganze  über- 


1)  [Clapeyron  hat  bei  seinen  Entwickelungen  meistens  v  und  p  als 
die  beiden  unabhängigen  Veränderlichen  gewählt,  welche  Wahl  sich  am 
besten  an  die  gleich  zu  beschreibende  graphische  Darstellung,  worin  v  und 
p  die  Goordinaten  bilden,  anschliesst.  Ich  habe  es  aber  vorgezogen  v  und 
t  als  die  unabhängigen  Veränderlichen  zu  wählen,  und  p  als  eine  Function 
derselben  zu  betrachten,  weil  gerade  die  Temperatur  t  in  der  Wärmelehre 
von  besonderer  Wichtigkeit  und  zugleich  der  directen  Messung  sehr  zu- 
gänglich ist,  so  dass  sie  gewöhnlich  als  eine  der  im  Voraus  bekannten 
Grössen,  von  denen  die  übrigen  dort  in  Betracht  kommenden  Grössen  ab- 
hängen, angesehen  wird.  Der  Gleichförmigkeit  wegen  habe  ich  diese  Wahl 
der  unabhängigen  Veränderlichen  überall  beibehalten;  es  versteht  sich  aber 
von  selbst,  dass  einzelne  der  gewonnenen  Gleichungen  eine  etwas  einfachere 
Form  annehmen,  wenn  man  darin  entweder  v  und  p  oder  t  und  p  als  un- 
abhängige Veränderliche  einführt.     1864.] 
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haupt  hervorgebrachte  Arbeit  ist  Clapeyron  hat  dieses  Ver- 
fahren sehr  anschaulich  graphisch  dargestellt,  und  dieser  Dar- 
stellung wollen  wir  zunächst  für  die  permanenten  Gase  folgen, 
jedoch  mit  einer  geringen  Aenderung,  die  durch  unseren  Grund- 
satz bedingt  wird. 

Sei  in  nebenstehender  Figur  durch  die  Abscisse  oe  das  Vo- 
Fig.  1.  lumen,  und  durch  die  Ordinate 

ea  der  Druck  der  Gewichtsein- 
heit Gas  in  einem  Zustande,  in 
welchem  zugleich  ihre  Tempera- 
tur =  t  sei,  angedeutet.  Man 
nehme  nun  an,  das  Gas  befinde 
sich  in  einer  ausdehnsamen  Hülle, 
mit  der  es  aber  keine  Wärme 
austauschen  könne.  L&sst  man 
es  nun  in  dieser  Hülle  sich  ausdehnen,  so  würde  es  dabei,  wenn 
ihm  keine  neue  Wärme  mitgetheilt  würde,  seine  Temperatur  er- 
niedrigen. Um  dieses  zu  vermeiden,  sei  es  während  der  Ausdeh- 
nung mit  einem  Körper  A  in  Berührung  gebracht,  der  auf  der 
Constanten  Temperatur  t  erhalten  wird,  und  dem  Gase  immer  so 
viel  Wärme  mittheilt,  dass  seine  Temperatur  ebenfalls  t  bleibt. 
Während  dieser  Ausdehnung  bei  constanter  Temperatur  nimpat 
der  Druck  nach  dem  M.  Gesetze  ab,  und  lässt  sich  durch  die  Or- 
dinate  einer  Curve  ah  darstellen,  welche  ein  Stück  einer  gleich- 
seitigen Hyperbel  ist.  —  Hat  das  Gas  auf  diese  Weise  sein  Volu- 
men von  oe  bis  of  vermehrt,  so  nehme  man  den  Körper  A  fort, 
und  lasse  nun,  ohne  dass  neue  Wärme  hinzutreten  kann,  die  Aus- 
dehnung noch  weiter  stattfinden.  Daon  wird  die  Temperatur 
sinken  und  daher  der  Druck  schneller  abnehmen,  wie  vorher, 
und  das  Gesetz,  nach  welchem  dieses  geschieht,  sei  durch  die 
Curve  hc  angedeutet.  —  Ist  so  das  Volumen  des  Gases  von  of 
bis  og  vermehrt,  und  dabei  seine  Temperatur  von  t  bis  r  ernied- 
rigt, so  fange  man  an,  es  wieder  zusammenzudrücken,  um  es  zu 
seinem  ursprünglichen  Volumen  oe  zurückzubringen.  Dabei 
würde,  wenn  es  sich  selbst  überlassen  wäre,  seine  Temperatur 
sogleich  wieder  steigen.  Das  gestatte  man  aber  zunächst  nicht, 
sondern  bringe  es  mit  einem  Körper  B  von  der  constanten  Tem- 
peratur t  in  Berührung,  dem  es  die  entstehende  Wärme  immer 
gleich  abgeben  muss,  so  dass  es  die  Temperatur  r  behält,  und  in 
dieser  Berührung  drücke  man  es  so  weit  zusammen,  (um  das  Stück 
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gh)^  dass  das  übrigbleibende  Stück  he  gerade  ausreicht,  um  die 
Temperatur  des  Gases,  wenn  es  während  dieser  letzten  Zusammen- 
drückung keine  TV  arme  abgeben  kann,  YÖn  r  bis^  zu  erhöhen.  Wäh- 
rend der  ersteren  Zusammendrückung  nimmt  der  Druck  nach  dem 
M.Gesetze  zu,  und  wird  durch  das  Stück  cd  einer  anderen  gleich- 
seitigen Hyperbel  dargestellt.  Während  der  letzteren  dagegen 
geschieht  die  Zunahme  schneller  und  sei  durch  die  Gurve  da  an- 
gedeutet. Diese  Gurve  muss  genau  in  a  enden,  denn  da  am 
Schlüsse  der  Operation  das  Volumen  und  die  Temperatur  wieder 
ihren  ursprünglichen  Werth  haben,  so  muss  dieses  auch  mit  dem 
Drucke  stattfinden,  welcher  eine  Function  jener  beiden  ist  Das 
Gas  befindet  sich  also  jetzt  wieder  ganz  in  demselben  Zustande, 
wie  zu  Anfange. 

Um  nun  die  bei  diesen  Veränderungen  hervorgebrachte  Arbeit 
zu  bestimmen,  brauchen  wir  aus  den  oben  angeführten  Gründen 
unser  Augenmerk  nur  auf  die  äussere  Arbeit  zu  richten.  Wäh- 
rend der  Ausdehnung  erzeugt  das  Gas  eine  Arbeit,  die  durch  das 
Integral  des  Productes  aus  dem  Differential  des  Volumens  in  den 
dazu  gehörigen  Druck  bestimmt,  und  also  geometrisch  durch  die 
Vierecke'  eabf  und  /bog  dargestellt  wird.  Zur  Zusammen- 
drückung dagegen  wird  Arbeit  verbraticht^  die  ebenso  durch  die 
Vierecke  gcdh  und  hdae  dargestellt  wird.  Der  Ueberschuss  der 
ersteren  Arbeit  über  die  letztere  ist  als  die  im  Ganzen  während 
der  Veränderungen  erzeugte  Arbeit  anzusehen,  und  dieser  wird 
dargestellt  durch  das  Viereck  ab  cd. 

Wenn  man  den  vollständigen  vorher  beschriebenen  Process 

in  umgekehrter  Ordnung  ausführt,  so  erhält  man  dieselbe  Grösse 

ab  cd  als  ueberschuss  der  verbrauchten  Arbeit  über  die  erzeugte. 

Um  nun  die  vorstehenden  Betrachtungen  analytisch  anwenden 

Fig.  2.  zu  können,  wollen  wir  annehmen, 

die  von  dem  Gase  erlittenen  Ver- 
änderungen seien  alle  unendlich 
klein  gewesen.  Dann  können  wir 
*  die  erhaltenen  Curven  als  gerade 
Linien  betrachten,  wie  es  in  gie- 
benstehender  Figur  geschehen  ist. 
Zugleich  können  wir  bei  der  Be- 
stimmung des  Flächeninhaltes  das 
Viereck  ab  cd  als  Parallelogramm  ansehen,  indem  der  dadurch 
entstehende  Fehler  nur  ein   unendlich  Kleines  dritter  Ordnung 


•** 
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sein  kann,  während  der  Inhalt  selbst  ein  solches  Bf/oeiier  Ordnung 
ist.  Bei  dieser  Annahme  lässt  sich  der  Inhalt,  wie  man  leicht 
sieht,  durch  dasProduct  ef.bJc  ausdrücken,  wenn  t  derPunct  ist, 
wo  die  Ordinate  bf  die  untere  Seite  des  Vierecks  schneidet.  Die 
Grösse  hTc  ist  die  Zunahme  des  Druckes,  während  das  Gas  bei 
constantem  Volumen  of  seine  Temperatur  von  r  bis  ^,  also  um 
das  DiflFerential  t  —  t  =  dt  erhöht.  Diese  Grösse  lässt  sich  mit- 
telst der  Gleichung  (I.)  in  v  und  t  ausdrücken,  nämlich : 

,    .      Rät 
dp  = . 

Bezeichnen  wir  femer  die  Volumenzunahme  ef  mit  ät;,  so  erhal- 
ten wir  den  Inhalt  des  Vierecks ,  und  somit 

(1)  die  erjseugte  Arbeit  = r- . 

Wir  müssen  nun  die  bei  jenen  Veränderungen  verbrauchte 
Wärmemenge  bestimmen.  Die  Wärmemenge,  welche  dem  Gase 
mitgetheilt  werden  muss,  während  es  aus  irgend  einem  früheren 
Zustande  auf  einem  bestimmten  Wege  in  den  Zustand  übergeführt 
wird,  in  welchem  sein  Volumen  =  v  und  seine  Temperatur  =  t 
ist,  möge  Q  heissen,  und  die  in  dem  obigen  Processe  vorkommen- 
den Volumenveränderungen,  welche  hier  einzeln  betrachtet  wer- 
den müssen,  seien  bezeichnet:  ef  mit  dvj  hg  mit  d'v^  eh  mit  8v 
und  fg  mit  d'v. —  Während  einer  Ausdehnung  von  dem  Volumen 
oe  =  V  zu  dem  of=iv-\-dv  bei  der  constanten  Temperatur  t 
moss  dann  das  Gas  die  Wärmemenge 


')  [Ich  habe  in  dieser  Abhandlang  zur  Bezeichnung  der  partiellen 
Differenüalcoefficienten  der  grösseren  Deutlichkeit  wegen  die  Eule i 'sehe 
Schreibweise  angewandt,  welche  darin  besteht,  die  Brüche,  welche  die  par- 
tiellen DifferentialcoefHcienten  darstellen,  in  Klammem  zu  schliessen. 
Diese  Vorsicht  wäre  vielleicht  nicht  nöthig  gewesen,  da,  wie  in  der  Ein- 
leitung gezeigt  ist,  in  den  meisten  Fällen  auch  ohne  die  Klammem  kein 
Missverständniss  möglich  ist;  indessen  ist  im  vorliegenden  erneuten  Ab- 
drucke der  Abhandlung  dieselbe  Schreibweise  unverändert  beibehalten. 
Hiemach  lautet  die  vollständige  Differentialgleichung  von  Q  in  Ueberein- 
stinunung  mit  der  Gleichung  (3«)  der  Einleitung  folgendermaassen: 


-«=(lf)''  +  (3?K 
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erhalten^  und  dem  entsprechend  während  einer  Ausdehnung  von 
oh'=^v  -\-äv  bis  05r=f?  + St; -|- d't?  bei  der  Temperatur  t  —  dt 
die  Wärmemenge 

Diese  letztere  muss  in  unserem  Falle,  weil  statt  einer  solchen 
Ausdehnung  eine  Zusammendrückung  stattfand,  negativ  in  Rech- 
nung gebracht  werden.  Während  der  Ausdehnung  von  of  bis  og 
und  der  Zusammendrückung  von  oh  bis  oe  hat  das  Gas  weder 
Wärme  erhalten  noch  verloren,  und  somit  ist  die  Wärmemenge, 
die  das  Gas  mehr  empfangen  als  abgegeben  hat,  also  die  ver- 
brauchte Wärmemenge 

Hieraus  müssen  die  Grössen  öv  und  d'v  fortgeschafft  werden. 
Dazu  hat  man  erstens  die  unmittelbar  aus  der  Anschauung  der 
Figur  folgende  Gleichung: 

dv  +  S'v  =  öv  +  d'v, 
und  ausserdem  ergeben  sich  aus  der  Bedingung,  dass  das  Gas 
während  der  Zusammendrückung  von  oh  bis  06,  und  also  auch 
umgekehrt  bei  einer  unter  denselben  Umständen  stattfindenden 
Ausdehnung  von  oe  bis  oh,  und  ebenso  bei  der  Ausdehnung  von 


Die  beiden  partieUen  Differentialcoefficienten   (-jr)  ii^id   (-t^\  sind  für 

eine  gegebene  Quantität  Gas,  und  ebenso  für  jeden  anderen  Körper,  dessen 
Zustand  durch  seine  Temperatur  und  sein  Volumen  bestimmt  ist,  als  zwei 
vollständig  bestimmte  Functionen  von  t  und  v  zu  betrachten,  denn  die 
Wärmemengen,  die  der  Körper  aufnehmen  muss,  wenn  er  von  einem  ge- 
gebenen Zustande  aus  sich  bei  constantem  Volumen  erwärmen  oder  sich 
bei  constanter  Temperatur  unter  Ueberwindung  des  Gegendruckes  aus- 
dehnen soll,  sind  vollständig  bestimmte  Grössen.  Ob  aber  Q  selbst  auch 
eine  solche  Grösse  ist,  die  sich  durch  eine  Function  von  t  und  v  dar- 
stellen lässt,  in  welcher  diese  Veränderlichen  von  einander  unabhängig 
sind,  oder  ob  zur  Bestimmung  von  Q  noch  eine  weitere  Beziehung  zwi- 
schen den  Veränderlichen  gegeben  sein  muss,  das  hängt  davon  ab,  ob  die 
in  der  Einleitung  unter  (4)  angeführte  Bedingungsgleichung,  welche  bei 
der  hier  angewandten  Bezeichnungsweise  lautet: 

dv  \dt)  ""  dt\dv/' 

erfüllt  ist,  oder  nicht,  und  die  nachstehende  Entwickelung  dient  dazu,  diese 
Frage  zu  entscheiden.     1864.] 
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of  bis  og^  welche  beide  eine  TemperaturemiedriguDg  um  dt  ver- 
ursachen, keine  Wärme  empfängt  und  verliert,  die  Gleichungen: 

Eliminirt  man  aus  diesen  drei  Gleichungen  und  der  Gleichung  (2) 
die  drei  Grössen  d'v,  Äv  und  ö'v,  und  vernachlässigt  auch  hier 
bei  der  Entwickelung  die  Glieder,  welche  in  Bezug  auf  die  Diffe- 
rentiale von  höherer  als  der  zweiten  Ordnung  sind,  so  erhält  man: 

(3)       Die  Verl..  Wäm.  =  [^^  (^)  -  ^-^  (g)]  dv  dt  >)• 

Gehen  wir  nun  zurück  auf  den  Grundsatz,  dass  zur  Erzeu- 
gung einer  bestimmten  Arbeit  auch  immer  der  Verbrauch  einer 
proportionalen  Wärmemenge  nöthig  sei,  so  können  wir  daraus 
die  Gleichung  bilden: 

die  verbrauchte  Wärme . 

^  ^  die  erzeugte  Arbeit  ' 

worin  A  eine  Constatde  ist,  welche  das  Wärmeäquivalent  für  die 
Einheit  der  Arbeit  bedeutet^).  In  diese  Gleichung  die  Ausdrücke 
(1)  und  (3)  eingesetzt,  giebt: 


U(m-u§)h- 


R'dvdt 


=  A 


V 

oder: 

^"-^  dt  \dv)    .  dv\dt)~     V     ; 

Diese  Gleichung  können  wir  als  den  für  die  permanenten 
Gase  geltenden  analytischen  Ausdruck  des  obigen  Grundsatzes 
betrachten  ^),    Sie  zeigt,  dass  Q  keine  Function  von  v  und  t  sein 


1)  [In  Bezug  auf  die  Ableitung  der  Gleichung  (3)  siehe  noch  den  am 
£nde  dieser  Abhandlung  befindlichen  Zusatz  A,'\ 

^  [Man  kann  diese  im  Folgenden  ofl  vorkommende  Grösse,  wie  es 
in  neuerer  Zeit  geschehen  ist,  kurz  dcLS  calorische  Aequivalent  der  Arbeit 
nennen.    1864.  J 

>)  [Die  Gleichung  (IL)  lasst  sich,  wie  man  leicht  sieht,  sofort  dahin 
verallgemeinern,  dass  sie  nicht  bloss  für  ein  Gas,  sondern  auch  für  jeden 
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kann,  so  lange  die  letzteren  von  einander  unabhängig  sind  Denn 
sonst  müsste  nach  dem  bekannten  Satze  der  Differentialrechnung, 
dass,  wenn  eine  Function  von  zwei  Veränderlichen  nach  beiden 
differentiirt  werden  soll,  die  Ordnung,  in  der  dieses  geschieht, 
gleichgültig  ist,  die  rechte  Seite  der  Gleichung  Null  sein. 

Man  kann  die  Gleichung  auch  auf  die  Form  einer  vollständi- 
gen Differentialgleichung  ers^  Ordnung^)  bringen,  nämlich: 

(Ha.)  dQ  =  dU  +  A.R^^^dv, 

worin  U  eine  willkürliche  Function  von  v  und  t  ist  2).    Diese  Dif- 


anderen  Körper  gilt,  dessen  Zustand  durch  seine  Temperatur  und  sein  Vo- 
lumen bestimmt  ist,  und  auf  welchen  als  äussere  Kraft  nur  ein  normal 
gegen  die  Oberfläche  gerichteter,  überall  gleicher  Druck  wirkt,  welcher  von 
^der  Ausdehnungskraft  des  Körpers  immer  nur  so  wenig  verschieden  ist, 
dass  in  der  Rechnung  beide  als  gleich  betrachtet  werden  können.   Zu  dieser 

Verallgemeinerung  ist  nur  nöthig,  für  — ,  welches  der  speciell  für  Gase  gel- 
tende Werth  des  Differentialcoefficienten  (-^)  ist,  diesen  DiJQferentialcoeffi- 

cienten  selbst  zu  setzen.    Die  Gleichung  lautet  dann : 

d_(dQ\ d  {dQ\_     fdp\ 

dt\dv/       dv\dt/'^     \dtr 

in  welcher  Form  sie  in  den  folgenden  Abhandlungen  mehrfach  vorkommt. 
1864.] 

^)  [Die  Worte  erster  Ordntmg  sind  im  ursprünglichen  Abdrucke  ver- 
gessen.   1864.] 

3)  [In  Bezug  auf  die.  Art,  wie  man  aus  der  Gleichung  (TL.)  durch  In- 
tegration zur  Gleichung  (IIa.)  gelangen  kann,  siehe  den  Zusatz  B, 

Dass  übrigens  die  Differentialgleichung  erster  Ordnung  (IIa.)  wirklich 
der  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  (II.)  entspricht,  davon  kann  man 
sich  auch  leicht  dadurch  überzeugen,  dass  man  umgekehrt  aus  der  Glei- 
chung (II«.)  durch  Differentiation  wieder  die  Gleichung  (II.)  ableiten  kann. 
Schreibt  man  nämlich  für  dU  den  vollständigen  Ausdruck 

und  ebenso  für  dQ  den  vollständigen  Ausdruck 

so  lautet  die  Gleichung  (IIa.): 

und  daraus  folgt,  dass  man  setzen  kann: 
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ferentdalgleichung  ist  natürlich  nicht  integrabel,  sondern  wird  es 
erst,  wenn  zwischen  den  Veränderlichen  noch  eine  zweite  Bezie- 
hung gegeben  wird,  derzufolge  man  t  als  Function  von  v  betrach- 
ten kann.  Der  Grund  davon  liegt  aber  nur  in  dem  letzten  Gliede, 
und  dieses  entspricht  gerade  der  bei  der  Veränderung  vollbrach- 
ten äusseren  Arbeit,  denn  das  Differential  dieser  Arbeit  ist  p dt;, 
und  daraus  erhält  man,  wenn  man  p  mittelst  (I.)  eliminirt : 

V 

Es  ergiebt  sich  also  zunächst  aus  der  Gleichung  (IIa.),  was 
schon  oben  als  eine  unmittelbare  Folge  des  Grundsatzes  ange- 
führt wurde,  dass  man  die  ganze  vom  Gase  während  einer  in  Be- 
zug auf  Temperatur  und  Volumen  stattgefundenen  Veränderung 
aufgenommene  Wärmemenge  Q  in  zwei  Theile  zerlegen  kann, 
deren  einer  CT,  welcher  die  hinzugekommene  freie  Wärme  und  die 
zu  innerer  Arbeit,  falls  solche  geschehen  ist,  verbrauchte  Wärme 
umfasst,  sich  so  verhält,  wie  man  es  gewöhnlich  von  der  Gesammt- 
wärme  annahm,  dass  er  eine  Function  von  v  und  t  ist,  und  daher 
durch  den  Anfangs-  und  Endzustand  des  Gases,  zwischen  denen 
derUebergang  stattfinden  soll,  schon  vollkommen  bestimmt  wird; 
während  der  andere,  welcher  die  zu  äusserer  Arbeit  verbrauchte 


(dQ\  _  (dU\ 
\dtJ  ""  \dt/ 

0  =  (S)+-«^ 


Von  diesen  beiden  Ausdrücken  ist  nun  der  erste  nach  v  und  der  zweite 
nach  t  zu  differentiiren.  Dabei  ist  zu  bemerken,  dass  in  Bezug  auf  die 
Grösse  ü,  von  welcher  ausdrücklich  gesagt  ist,  dass  sie  eine  Function. von 
t  und  V  bedeuten  soll,  die  Gleichung 


dv\dt)   ■"  dtXdv) 


gilt,  und  wir  wollen   beide  in  dieser  Gleichung  vorkommende  Grössen   mit 

^ — 7-  bezeichnen.    Dann  kommt: 
dtdv 

d  /dQ\  d^U 


dvXdtJ  dtdv 

±/dQ\   _    dW     .     AJR 
dtXdvJ         dtdv   "^      t>    ' 

und  wenn  man  die  erste  dieser  Gleichungen  von  der  zweiten  abzieht,  so 
gelangt  man  wieder  zur  Gleichung  (II.)*    1864. J 

C 1  a  u  s  i  n  8 ,  mech.  W&nnetfaeorie.  3 
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Wärme  begreift,  ausser  von  jenen  Gränzzuständen  noch  von  dem 
ganzen  Wege  der  Veränderungen  zwischen  denselben  abhängt. 

Bevor  wir  uns  damit  beschäftigen,  diese  Gleichung  auch  noch 
zu  weiteren  Schlüssen  geeignet  zu  machen,  wollen  wir  auch  für 
die  Dämpfe  im  Maximum  der  Dichte  den  analytischen  Ausdruck 
des  angenommenen  Grundsatzes  entwickeln. 

Für  diesen  Fall  dürfen  wir  das  M.  und  G.  Gesetz  nicht  als 
richtig  betrachten,  und  müssen  uns  daher  auf  jenen  Grundsatz 
allein  beschränken.  Um  daraus  eine  Gleichung  zu  gewinnen, 
wenden  wir  wieder  mit  einer  kleinen  Abänderung  das  vonCarnot 
angegebene  und  von  Clapeyron  graphisch  dargestellte  Ver- 
fahren an.  Es  sei  in  einem  für  Wärme  undurchdringlichen  Ge- 
fässe  eine  Flüssigkeit  enthalten,  welche  aber  nur  einen  Theil  des 
Raumes  ausfülle  und  den  übrigen  Theil  für  den  Dampf  freilasse, 
der  die  Dichte  hat,  welche  der  stattfindenden  Temperatur  t  als 

Fig.  3.  Maximum  entspricht.     Das   Ge^ 

sammtvolumen  beider  sei  in  ne- 
benstehender Figur  durch  die 
Abscisse  oe  und  der  Druck  des 
Dampfes  durch  die  Ordinate  ea 
dargestellt  Nun  gebe  das  Gefass 
dem  Drucke  nach,  und  erweitere 
sich,  während  Flüssigkeit  und 
Dampf  mit  einem  Körper  A  von 
der  Constanten  Temperatur  t  in  Berührung  seien.  So  wie  der 
Raum  grösser  wird,  verdampft  mehr  Flüssigkeit,  aber  die  dabei 
latent  werdende  Wärme  wird  immer  wieder  vom  Körper  Ä  ersetzt, 
so  dass  die  Temperatur  und  mit  ihr  auch  der  Druck  des  Dampfes 
ungeändert  bleiben.  Wenn  auf  diese  Weise  das  Gesammtvolumen 
von  oe  bis  0/ angewachsen  ist,  so  ist  dabei  eine  äussere  Arbeit 
erzeugt,  die  durch  das  Rechteck  ea 6/ dargestellt  wird.  —  Jetzt 
nehme  man  den  Körper  A  fort,  und  lasse  das  Gefass  sich  noch 
mehr  erweitern,  während  weder  Wärme  hinein  noch  heraus  kann. 
Dabei  wird  theils  der  vorhandene  Dampf  sich  ausdehnen ,  theils 
neuer  entstehen,  und  demzufolge  wird  die  Temperatur  sinken 
und  somit  auch  der  Druck  abnehmen.  Dieses  setzt  man  fort,  bis 
die  Temperatur  aus  t  in  t  übergegangen  ist,  wobei  das  Volumen 
og  erreicht  werde.  Wird  die  während  dieser  Ausdehnung  statt- 
findende Druckabnahme  durch  dieCurve  bc  dargestellt,  so  ist  die 
dabei  erzeugte  äussere  Arbeit  =:fbcg. 


e 


S 
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Nun  drücke  man  das  Gefäss  zusammen,  um  die  Flüssigkeit 
mit  dem  Dampfe  wieder  auf  ihr  ursprüngliches  Gesammtvolumen 
oe  zurückzubringen;  und  zwar  geschehe  diese  Zusammendrückung 
zum  Theil  in  Berührung  mit  dem  Körper  B  von  der  Temperatur 
r,  auf  den  alle  bei  der  Gondensation  des  Dampfes  frei  werdende 
Wärme  übergehe ,  so  dass  die  Temperatur  constant  =  z  bleibe, 
zum  Theil  ohne  diesen  Körper,  so  dass  die  Temperatur  steige, 
und  man  richte  es  so  ein,  dass  die  erste  Zusammendrückung  nur 
so  weit  (bis  oh)  fortgesetzt  werde,  dass  der  dann  noch  bleibende 
Raum  he  gerade  hinreiche,  um  die  Temperatur  wieder  von  r  bis 
t  zu  erhöhen.    Während  der  ersten  Volumenverringerung  bleibt 
der  Druck  unveränderlich  =pc,  und  die  dabei  verbrauchte  äus- 
sere Arbeit  ist  gleich  dem  Rechtecke  gcdh.     Während  der  letz- 
ten Volumenverringerung  nimmt  der  Druck  zu  und  werde  darge- 
stellt durch  die  Curve  da^  welche  gerade  im  Puncto  a  enden  muss, 
da  der  ursprünglichen  Temperatur  t  auch  wieder  der  ursprüng- 
liche Druck  ea  entsprechen  muss.   Die  zuletzt  verbrauchte  äussere 
Arbeit  ist  =  Ädac. 

Am  Schlüsse  der  Operation  sind  Flüssigkeit  und  Dampf 
wieder  in  demselben  Zustande,  wie  zu  Anfang,  so  dass  der  Ueber- 
scbuss  der  erzeugten  äusseren  Arbeit  über  die  verbrauchte  auch 
die  gange  erzeugte  Arbeit  ist  Er  wird  dargestellt  durch  das 
Viereck  ahcd^  und  dessen  Inhalt  muss  also  mit  der  zu  gleicher 
Zeit  verbrauchten  Warme  verglichen  werden. 

Zu  diesen  Bestimmungen  nehme  man  wieder  die  im  Vorigen 
beschriebenen  Veränderungen  als  unendlich  Mein  an,  und  unter 

Fig.  4.  dieser  Voraussetzung  sei  der  Vor- 

I  gang  in  nebenstehender  Figur  dar- 

gestellt, in  welcher  die  in  Fig.  3 
vorkommenden  Curven  ad  und 
hc  in  gerade  Linien  übergegangen 
sind.  In  Bezug  auf  den  Flächen- 
inhalt des  Vierecks  ah  cd  kann 
man  dieses  wieder  als  einParalle- 
*'  «  logramm  betrachten  und  braucht 

also  nur  das  Product  ef-hh  zu  nehmen.  Ist  nun  der  Druck  des 
Dampfes  bei  der  Temperatur  t  im  Maximum  seiner  Spannkraft 
gleich  |>,  und  wird  die  TemperaturdifFerenz  t  —  r  mit  di  bezeich- 
net, so  ist 


K 


3* 


36  Abhandlung  I. 

dt  ^ 

ef  ist  die  Volumenvermebrung,  die  dadurch  entstanden  ist,  dass 
eine  gewisse  Menge  Flüssigkeit,  welche  mit  dm  bezeichnet  werde, 
in  Dampf  übergegangen  ist.  Sei  nun  das  Volumen  einer  Gewichts- 
einheit Dampf  im  Maximum  seiner  Dichte  bei  der  Temperatur  t 
mit  s  bezeichnet,  und  das  Volumen  derselben  Menge  Flüssigkeit 
bei  der  Temperatur  t  mit  (5,  so  ist  offenbar 

6/=  (s — <y)  dm 

und  somit  der  Inhalt  des  Vierecks  oder 

(5)  die  eris.  Ärb.  =  (s  —  ^)  jf  ^^  ^^• 

Um  die  Wärmemengen  ausdrücken  zu  können,  wollen  wir  fol- 
gende Bezeichnungen  einfuhren.  Die  Wärmemenge,  welche  latent 
wird,  wenn  eine  Gewichtseinheit  Flüssigkeit  bei  der  Temperatur  t 
und  unter  dem  entsprechenden  Drucke  verdampft,  heisse  r,  und 
die  specifische  Wärme  der  Flüssigkeit  c,  welche  beiden  Grössen, 

so  wie  auch  die  vorigen  s,  6  und  -jj  als  Functionen  von  t  anzu- 
sehen sind.  Endlich  sei  die  Wärmemenge,  welche  einer  Gewichts- 
einheit Dampf  mitgetheilt  werden  muss,  wenn  er  von  der  Tempe- 
ratur t  auf  t -}- dt  gebracht,  dabei  aber  so  zusammengedrückt 
werden  soll,  dass  er  sich  für  diese  Temperatur,  ohne  dass  ein 
Theil  von  ihm  niedergeschlagen  wird,  gerade  wieder  im  Maximum 
der  Dichte  befindet,  mit  hdt  bezeichnet,  worin  h  ebenfalls  eine 
Function  von  t  bedeutet,  von  welcher  vorläufig  dahingestellt 
bleibe,  ob  sie  ihrem  Werthe  nach  positiv  oder  negativ  ist «). 

Wenn  wir  nun  die  ursprünglich  im  Gefässe  vorhandene  Flüs- 
sigkeitsmasse fi  und  die  Dampfmasse  m  nennen,  ferner  die  bei 


^)   [Der  Diiferentialcoefücient    -^  ist  in  den  auf  gesättigten  Dampf 

bezüglichen  Gleichungen  ohne  Klammern  geschrieben,  weil  bei  gesättigtem 
Dampfe  der  Druck  nicht  eine  Function  von  Temperatur  und  Volumen, 
sondern  nur  eine  Function  der  Temperatur  ist.     1864.] 

^)  [Die  hier  eingeführte  Grösse  h  ist  nichts  anderes,  als  die  specifische 
Wärme  des  Dampfes  im  Maximum  der  Dichte  oder,  wie  man  auch  sagen 
kann,  die  specifische  Wärme  des  gesättigten  Dampfes,  welche  ebenso  gut 
als  eine  besondere  Art  von  specifischer  Wärme  betrachtet  werden  kann,  wie 
die  specifische  Wärme  bei  constantem  Volumen  und  die  specifische  Wärme 
bei  constantem  Drucke.    1864.] 
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der  AusdehnuDg  von  oe  bis  of  verdampfende  Masse  dm  und  die 
bei  der  Zusammendrückung  von  og  bis  oh  niedergeschlagene  d'm, 
so  wird  bei  der  ersteren  die  Wärmemenge 

rdm 
latent  und  dem  Körper  A  entzogen,  und  bei  der  letzteren  die 
Menge 


( 


^-Tt^*)^'*^ 


frei  und  dem  Körper  B  abgegeben.  Bei  der  anderen  Ausdehnung 
und  Zusammendrückung  wird  weder  Wärme  gewonnen  noch  ver- 
loren, folglich  ist  zu  Ende  des  Processes 

(6)  die  verbr,  Wanne  =  rdm  —  ( **  ~  ^7  ^0  ^'^' 

Hierin  muss  noch  das  Differential  d'm  durch  dm  und  dt  er- 
setzt werden,  und  dazu  dienen  die  Bedingungen,  unter  welchen 
die  zweite  Ausdehnung  und  die  zweite  Zusammendrückung  ge- 
schehen sind.  Die  Dampfmasse,  welche  sich  bei  der  Zusammen- 
drückung von  oh  bis  oe  niederschlägt,  und  sich  also  auch  bei  der 
entsprecl^nden  Ausdehnung  von  oe  bis  oh  entwickeln  würde,  sei 
mit  8m  und  die,  welche  sich  bei  der  Ausdehnung  von  of  bis  og 
entwickelt,  mit  d'in  bezeichnet,  dann  hat  man  zunächst,  da  am 
Schlüsse  wieder  die  ursprüngliche  Flüssigkeitsmasae  fi  und  die 
Dampfmasse  m  vorhanden  sein  muss,  die  Gleichung: 

dm  +  ö'm  =  d'm  +  Am. 
Ferner  ergiebt  sich  für  die  Ausdehnung  von  oe  bis  oÄ,   indem 
dabei  die  Flüssigkeitsmasse  fi  und  die  Dampfmasse  m  ihre  Tem- 
peratur um  dt  erniedrigen  müssen,  ohne  dass  Wärme  fortgeht, 
die  Gleichung: 

rdm  —  fi'cdt  —  m*hdt  =  0, 
und  ebenso  für  die  Ausdehnung  von  of  bis  og^  indem  man  nur 
fi  —  dm  und  m  -\-  dm  an  die  Stelle  von  ft  und  m,  und  ö'm  an  die 
Stelle  von  dm  setzt, 

rd'm  —  0*  —  dm)  cdt  —  (w  +  am)  hdt  =  0  i) . 


^)  [Zu  diesen  beiden  Gleichungen,  welche  dazu  dienen  sollen,  die 
Beziehung  zwischen  6m  resp.  ff'm  und  dt  zm  bestimmen,  ist  eine  ähnliche 
Bemerkung  zu  machen,  wie  diejenigen,  welche  in  Bezug  auf  die  Ableitung 
der  Gleichung  (3)  im  Zusätze  A  gemacht  sind.  Wenn-die  Ausdrücke  von 
6  m  und  6'm  bis  zur  zweiten  Ordnung  der  Differentiale  streng  richtig  sein 
sollten,  so  müssten  sie  noch  ein  Glied  mit  dem  Factor  df^  enthalten, 
gerade  qp,  wie  die  Ausdrücke  von  6v  und  cf't;  in  den  Gleichungen  (m)  und 


3' 


^ 
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Wenn  man  aus  diesen  drei  Gleichungen  und  (6)  die  Grössen 
d'm,  Sm  und  d'm  eliminirt,  und  die  Glieder  von  höherer  als  der 
zweiten  Ordnung  fortlässt,  so  kommt: 

(7)  die  verbr,  Wämie  =  f-^  +  c  —  h\dmdt. 

Die  Formeln  (7)  und  (5)  müssen  nun  auf  dieselbe  Weise  zu- 
sammengestellt werden ,  wie  es  bei  den  permamenten  Gasen  ge- 
schehen ist,  nämlich: 

(■^  +  c  —  hjdmdt 

(s  —  <^)  3?  dmdt 

und  man  erhält  also  als  den  für  die  Dämpfe  im  Maximum  der 
Dichte  geltenden  analytischen  Ausdruck  des  Grundsatzes  die 
Gleichung: 

(III.)  |r+c_Ä=^(s-.)|. 

Wenn  man  anstatt  des  obigen  Grundsatzes  die  Annahme,  dass 
die  Quantität  der  Wärme  constant  sei,  festhielte,  so  würde  man 
zufolge  (7)  statt  der  Gleichung  (IIL)  setzen  müssen: 

(8)  .    |r  +  c_Ä  =  oo, 


(n)  des  Zusatzes  Ä,  Da  dieses  Glied  aber  in  beiden  Gleichungen  ein  und 
dasselbe  sein  würde,  so  würde  es  sich  in  der  zur  Bestimmung  von  d'm 
dienenden  Gleichung: 

d'm  z=  dm  -{-  d'm  —  dm 

doch  wieder  aufheben,  und  somit  auf  unser  Resultat  ganz  ohne  Einfluss 
bleiben.  Es  ist  daher  nicht  nöthig,  auf  dieses  Glied  hier  weiter  Rücksicht 
zu  nehmen.    1864.] 

^)  [Aus  dieser  Annahme  würde  nämlich,  wie  weiter  oben  besprochen 
wurde,  folgen,  dass,  wenn  ein  Körper  eine  solche  Reihe  von  Veränderungen 
erleidet,  durch  die  er  schliesslich  wieder  in  seinen  Anfangszustand  zurück- 
kommt, dann  die  Wärmemenge,  welche  er  während  eines  Theiles  der  Ver- 
änderungen von  Aussen  aufnimmt,  und  diejenige,  welche  er  während  des 
anderen  Theiles  der  Veränderungen  nach  Aussen  abgiebt,  unter  einander 
gleich  wären.  Da  nun  bei  dem  vorher  beschriebenen  Cyclus  von  unendlich 
kleinen  Veränderungen  die  Differenz  der  aufgenommenen  und  der  abge- 
gebenen Wärme  nach  Gleichung  (7)  durch  den  Ausdruck 

{^+o-h)dmdt 
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und  diese  Gleichung  hat  man,  wenn  auch  nicht  gerade  in  dersel- 
ben Form,  so  doch  ihrem  Sinne  nach  bisher  benutzt:  um  den 
Werth  der  Grösse  h  zu  bestimmen.  So  lange  man  bei  dem  Wasser 
das  Wat  tische  Gesetz  für  richtig  hielt,  dass  die  Summe  der  freien 
und  latenten  Wärme  eines  Quantums  Dampf  im  Maximum  der 
Dichte  für  alle  Temperaturen  gleich,  und  dass  also 

sei,  musste  man  schliessen,  dass  für  diese  Flüssigkeit  auch  ä=0 
sei,  und  dieses  hat  man  in  der  That  auch  vielfach  als  richtig  aus- 
gesprochen, indem  man  sagte,  wenn  ein  Quantum  Dampf  sich  im 
Maximum  der  Dichte  befinde,  und  dann  in  einem  für  Wärme  un- 
durchdringlichen Gefasse  zusammengedrückt  werde  oder  sich  aus- 
dehne, so  bleibe  es  im  Maximum  der  Dichte.  Nachdem  aber 
Regnault^)  das  Watt'sche  Gesetz  dahin  berichtigt  hat,  dass 
man  ziemlich  angenähert  setzen  kann: 

g  +  c  =  0,305  3), 


dargestellt  wird,    ao  würde   man  diesen  Ausdrack  gleich  Null  zu   setzen 
haben,  und  dadurch  die  Gleichung  (8)  erhalten,  welche  man  auch  in  der  Form 

*  =  5T  +  ^ 

schreiben  kann.    1864.] 

')  [Das  im  Texte  erwähnte,  früher  für  richtig  gehaltene  Watt'sche 
Gesetz  behauptet,  dass  die  Summe  der  beiden  Wärmemengen,  welche  man 
gebraucht,  um  eine  Gewichtseinheit  Wasser  von,  0^  bis  zur  Temperatur  t 
zu  erwärmen  und  dann  bei  dieser  Temperatur  in  Dampf  zu  verwandeln, 
von  der  Temperatur  t  unabhängig  sei.   Danach  würde  man  zu  setzen  haben: 

t 
r  +  fcdt  =  Const. 

0 

und  durch  Difierentiation  dieser  Gleichung  die  im  Texte   angeführte  Glei- 
chung 

57  +  "  =  ^ 

erhalten.     1864.] 

2)  Mem.  de  VAcad.  T.  XXI,  das  9te  und  lOte  Memoire. 

3)  [Kegnault  hat  gefunden,  dass  die  Summe  der  freien  und  latenten 
Wärme  nicht,  wie  es  nach  dem  Watt' sehen  Gesetze  sein  sollte,  constant 
ist,  sondern   mit  wachsender  Temperatur  in  der  Weise  zunimmt,  dass  man  % 
angenähert  setzen  kann: 


40  Abhandlung  I. 

giebt  die  Gleichung  (8)  auch  für  h  den  Werth  0,305.  Es  würde 
also  folgen,  dass  das  vorher  betrachtete  Dampfquantum  in  dem 
für  Wärme  undurchdringlichen  Gefässe  bei  der  Zusammendrückung 
sich  zum  Theil  niederschlagen  müsse,  dagegen  bei  der  Ausdeh- 
nung nicht  mehr  im  Maximum  der  Dichte  bleibe,  indem  seine 
Temperatur  nicht  in  dem  Verhältnisse  abnehme,  wie  es  der  Ab- 
nahme der  Dichte  entspreche. 

Ganz  anders  verhält  es  sich,  wenn  man  die  Gleichung  (8) 
durch  (III.)  ersetzt.  Der  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  ist  seiner 
Natur  nach  immer  positiv,  und  daraus  folgt  zunächst,  dass  h  klei- 
ner als  0,305  sein  muss.  Weiterhin  wird  sich  aber  auch  noch  er- 
geben, dass  der  Werth  jenes  Ausdruckes  so  gross  ist,  das  h  sogar 
negativ  wird  ^).  Man  muss  also  schliessen,  dass  das  obige  Dampf- 
quantum nicht  bei  der  ZusammendrücJamg^  sondern  vielmehr  bei 
der  Ausdehnung  sich  theilweise  niederschlägt,  während  bei  der 
Zusammendrückung  seine  Temperatur  in  stärkerem  Verhältnisse 
steigt,  als  es  der  Zunahme  der  Dichte  entspricht,  so  dass  es 
dann  nicht  mehr  im  Maximum  der  Dichte  bleibt 

Dieses  Resultat  ist  freilich  der  vorher  erwähnten  gewöhu- 


r  +fcdt  =::  606,5  +  0,305  t 


0 


woraus  durch  Differentiation  die  Gleichung 

§r  +  c  =  0^05 

folgt.     1864.] 

t 

^)  [Um  zu  entscheiden,  oh  die  aus  (III.)  hervorgehende  Gleichung 

*  =  57  +  ''-^(*-''>^ 

für  h  einen  positiven  oder  negativen  Werth  giebt,  muss  der  numerische 
Werth  von  A  bekannt  sein,  und  da  von  der  numerischen  Bestimmung  die- 
ser Gonstanten  im  vorangegangenen  Theile  der  Abhandlung  noch  nicht  die 
Rede  gewesen  ist,  so  habe  ich  auch  die  Bestimmung  der  Grösse  A  an  dieser 
Stelle  nicht  weiter  besprochen,  sondern  habe  auf  das  Nachfolgende  ver- 
wiesen.      Im    zweiten    Theile    der    Abhandlung    wird    für    das    Product 

A{8  —  c)  -^  ein  nur  aus  bekannten  Grössen  bestehender  Ausdruck  gefun- 
den werden,  durch  dessen  Einsetzung  in  die  vorstehende  Gleichung  mau 
eine  Gleichung  erhält,  aus  welcher  h  ohne  Weiteres,  nicht  nur  dem  Vor- 
zeichen nach,  sondern  auch  der  Grösse  nach,  als  Function  der  Temperatur 
bestimmt  werden  kann.    1864.] 
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liehen  Vorstellung  gerade  entgegengesetzt,  doch  glaube  ich  nicht, 
dass  irgend  eine  experimentelle  Erfahrung  dagegen  spricht. 
Vielmehr  steht  es  mit  dem  von  Pambour  beobachteten  Ver- 
halten des  Dampfes  besser  in  Einklang,  als  jene  Vorstellung. 
Dieser  fand  nämlich  ^),  dass  der  Dampf,  welcher  nach  verrichteter 
Arbeit  aus  einer  Locomotive  tritt,'  stets  die  Temperatur  besitzt, 
zu  welcher  die  gleichzeitig  beobachtete  Spannkraft  als  Maximum 
gehört.  Daraus  folgt,  dass  h  entweder  =0  ist,  wie  man  es  da- 
mals annahm,  weil  dies  mit  dem  so  schon  für  wahrscheinlich  ge- 
haltenen Watt' sehen  Gesetze  übereinstimmte,  oder  dass  h  negativ 
ist.  Ware  nämlich  h  positiv^  so  müsste  die  Temperatur  des  Dam- 
pfes bei  der  Ausströmung,  im  Vergleiche  zu  seiner  Spannkraft, 
zu  hoch  sein,  und  das  hätte  Pambour  nicht  entgehen  können. 
Ist  dagegen  der  vorherigen  Angabe  gemäss  h  negativ^  so  kann 
dadurch  nicht  eine  zu  niedrige  Temperatur  entstehen,  sondern 
es  muss  nur  ein  Theil  des  Dampfes  tropfbar  flüssig  werden,  um 
den  übrigen  Dampf  in  der  gehörigen  Ten^eratur  zu  erhalten. 
Dieser  Theil  braucht  aber  nicht  gross  zu  sein,  da  eine  geringe 
Menge  Dampf  beim  Niederschlagen  eine  verhältnissmässig  grosse 
Wärmemenge  frei  macht,  und  das  entstandene  Wasser  wird  daher 
wahrscheinlich  mechanisch  von  dem  übrigen  Dampfe  mit  fortge- 
führt, und  konnte  bei  jenen  Versuchen  um  so  eher  unbeachtet 
bleiben,  als  man,  wenn  man  es  bemerkte,  glauben  konnte,  es  sei 
schon  aus  dem  Dampfkessel  als  Wasser  mechanisch  mit  fortge- 
rissen *). 

Die  bisherigen  Folgerungen  sind  nur  aus  dem  oben  aufge- 
stellten Grundsatze  ohne  irgend  eine  weitere  Voraussetzung  ab- 
geleitet. Die  für  die  permanenten  Gase  erhaltene  Gleichung  (IIa.) 
läset  sich  indessen  durch  eine  sehr  nahe  liegende  Nebenannahme 
noch  bedeutend  fruchtbarer  machen.  Die  Gase  zeigen  in  ihrem 
Verhalten,  besonders  in  der  durch  das  M.  und  G.  Gesetz  ausge- 


^)  Tratte  des  locomotives  II'  edition  und  Theorie  des  machines  ä 
vapeur  II'  ed, 

*)  [Der  Vorgang,  auf  welchen  die  Beobachtung  von  Pambour  sich 
bezieht,  igt  zu  complicirt,  um  zu  einer  genauen  Vergleichung  mit  dem  oben 
gewonnenen  theoreÜBchen  Resultate  geeignet  zu  sein.  Ich  habe  die  Beob- 
achtung daher  auch  nicht  in  dem  Sinne  angeführt,  um  sie  als  eine  sichere 
Bestätigung  des  theoretischen  Resultates  geltend  zu  machen,  sondern  nur, 
um  zu  zeigen,  dass  sie  mit  demselben  besser  vereinbar  ist,  als  mit  den 
früheren  Ansichten.    1864.] 
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sprochenen  Beziehung  zwischen  Volumen,  Druck  und  Temperatur, 
eine  so  grosse  Regelmässigkeit,  dass  man  dadurch  zu  der  Vor- 
stellung geleitet  wird,  dass  die  gegenseitige  Anziehung  der  Theil- 
chen,  welche  im  Innern  der  festen  und  tropfbar  flüssigen  Körper 
wirkt,  bei  den  Gasen  schon  aufgehoben  sei,  so  dass  die  Wärme, 
während  sie  bei  jenen  Körpern,  um  eine  Ausdehnung  zu  bewir- 
ken, nicht  bloss  den  äusseren  Druck,  sondern  auch  die  innere 
Anziehung  überwinden  muss,  es  bei  den  Gasen  nur  mit  dem  äusse- 
ren Drucke  zu  thun  habe.  Ist  dieses  der  Fall,  so  kann  bei  der 
Ausdehnung  eines  Gases  nur  so  viel  Wärme  latent  werden,  wie  zu 
äusserer  Arbeit  verbraucht  wird.  Ferner  ist'  auch  kein  Grund 
vorhanden,  anzunehmen,  dass  ein  Gas,  wenn  es  sich  bei  constan- 
ter  Temperatur  ausgedehnt  hat,  dann  mehr  freie  Wärme  enthalte, 
als  vorher.  Giebt  man  auch  dieses  zu,  so  erhält  man  den  Satz: 
ein  permanentes  Gas  verschluckt,  wenn  es  sich  bei  constanter  Tem- 
peratur ausdehnt,  nur  so  viel  Wärme,  wie  zu  der  äusseren  Arbeit, 
die  es  dabei  leistet,  verbraucht  toird;  ein  Satz,  der  wahrscheinlich 
für  jedes  Gas  in  eben  dem  Grade  genau  ist,  in  welchem  das  M. 
und  G.  Gesetz  auf  dasselbe  Anwendung  findet  i). 
Hieraus  folgt  dann  sogleich,  dass 

(9)  m)  =  A.E^^±i 

\dv/                  V 
ist,  da,  wie  schon  oben  erwähnt,  R dv  die  bei  der  Ausdeh- 

V 

nung  um  dv  geleistete  äussere  Arbeit  darstellt.  Demnach  kann 
die  in  (IIa.)  vorkommende  Function  U  kein  v  enthalten,  und  die 
Gleichung  geht  daher  über  in: 


^)  [Es  war  schon  vor  mir  von  einigen  Autoren  die  Wärme,  welche 
bei  der  Ausdehnung  eines  Gases  verschwindet,  einfach  als  Aequivalent  der 
durch  Ueberwindung  des  Druckes  gethanen  Arbeit  betrachtet.  In  der  Voll- 
ständigkeit aber,  wie  ich  den  Satz  ausgesprochen  habe,  nämlich :  dass  zwar 
im  Allgemeinen  bei  der  Ausdehnung  eines  Körpers  gleichzeitig  äussere 
und  innere  Arbeit  gethan  wird ,  dass  aber  speciell  bei  permanenten  Gasen 
das  M.  und  G.  Gesetz  dazu  berechtigt,  die  tnnere  Arbeil  als  verschwindend 
klein  anzunehmen,  dass  femer  diese  Annahme  bei  den  verschiedenen  Gasen 
in  demselben  Grade  genau  sein  muss,  in  welchem  das  M.  und  G.  Gesetz 
auf  sie  Anwendung  findet,  und  dass  endlich  in  dem  Satze  auch  noch  die 
weitere  Voraussetzung  liegt,  dass  die  in  dem  Gase  wirklich  vorhandene 
Wärme  von  seiner  Dichtigkeit  unabhängig  ist,  —  in  dieser  Vollständigkeit 
ist  der  Satz,  so  viel  ich  weiss,  vor  mir  von  Niemand  ausgesprochen.  1864.] 
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(TIb.)  dQ  =  cdt  +  AR  ^^-^  dv , 

worin  c  nur  eine  Function  von  t  sein  kann  ^) ,  und  es  ist  sogar 
wahrscheinlich,  dass  diese  Grösse  c,  welche  die  specifische  Wärme 
des  Gases  bei  constantem  Volumen  bedeutet,  eine  Constantc  ist. 

Um  nun  diese  Gleichung  auf  besondere  Fälle  anzuwenden, 
muss  man  die  aus  den  Bedingungen  jedes  einzelnen  Falles  sich 
ergebende  Beziehung  zwischen  den  Veränderlichen  Q^  t  und  v 
mit  der  Gleichung  in  Verbindung  bringen,  und  sie  dadurch  inte- 
grabel  macheu «).  Es  sollen  hier  nur  einige  einfache  Beispiele 
der  Art  angeführt  werden,  welche  entweder  an  sich  von  Interesse 
sind,  oder  es  dadurch  werden,  dass  man  sie  mit  anderen  schon 
früher  ausgesprochenen  Sätzen  vergleichen  kann. 

Man  kann  zunächst  die  specifische  Wärme  des  Gases  bei 
constantem  Volumen  und  die  bei  constantem  Drucke  erhalten, 
wenn  man  in  (Ilh.)  y  =  ccnst.  und^  =  const.  setzt.  Im  ersteren 
Falle  wird  dv^=o  und  (Ilh.)  geht  über  in: 


')  [Schreibt  man  naznhch  die  Gleichung  (IIa.)  in  der  Form: 

.«=a)..+[(ii)+.«a..].., 

so  folgt  unmittelbar,  dass  man  zu  setzen  hat: 
Wenn  nun  andererseits  die  Gleichung  (9),  nämlich: 


\dvJ 


^5«  +  ' 


V 

gültig  ist,  80  muss  man  aus  dem  Zusammenbestehen  dieser  beiden  Gleichun- 
gen schliessen,  dass  (-3 — j  =  0  und  somit  die  Function  U  bei  vollkom- 
menen Gasen  von  t'  unabhängig  ist.  Setzt  man  nun  für  den  Differential- 
coeffidenten  (-^7-))  welcher  natürlich  die  für  U  selbst  gefundene  Eigen- 
schaft^ von  V  unabhängig  zu  sein,  thoilt,  das  Zeichen  c,  so  erhält  man  die 
Gleichung  (Hb.).     1864.] 

3)  [Die  Gleichung  (IIb.)  gehört  nämlich  zu  der  in  der  Einleitung  be- 
sprochenen Art  von  Gleichungen,  welche  sich  erst  dann  integriren  lassen, 
wenn  noch  eine  zweite  Gleichung  zwischen  den  Veränderlichen  angenommen 
ist,  durch  welche  der  Gang  der  Veränderungen  bestimmt  wird.    1864.] 
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Im  letzteren  Falle  ergiebt  sich  aus  der  Bedingung  p  =  const.  mit 
Hülfe  der  Gleichung  (L) : 

,  Rdt 

dv  = 

oder:  ,  ^p 

dv  __     dt 

und  dieses  in  (IIb.)  eingesetzt,  giebt,  wenn  man  die  specifische 
Wärme  bei  constantem  Drucke  mit  c'  bezeichnet: 

(10a.)  ^  =  c'  =  c  +  AR^), 

Man  sieht  also,  dass  die  Differenz  der  beiden  specifischen 
Wärmen  für  jedes  Gas  eine  constante  Grösse  AR  isf^).  Diese  Grösse 
bietet  aber  auch  für  die  verschiedenen  Gase  eine  einfache  Be- 


^)  [Man  wird  leicht  einsehen,  \veBhalb  in  den  Gleichungen  (10)  und  (10  a.) 

der   Bruch    -^r  ohne  die  bei  den  Brüchen  -y^  und  -~   sonst  angewandten 
dt  dt  dv  ^ 

Klammern  geschrieben  ist.     Wenn  nämlich  eine  Bedingung  der  Art,    wie 

die,  dass  v  constant  sei,  oder  dass  p  constant  sei,  im  Voraus  angenommex^ 

wird,  so  ist  dadurch  der  Gang  der  Veränderungen,  welche  das  Gas  erleiden 

kann,  soweit  festgestellt,  dass  die  Zunahme  von  Q  durch  die  Zunahme  der 

einen  Veränderlichen  t  vollständig  bestimmt  ist.     Der  Bruch  -j-  bedeutet 

also  in  einem  solchen  Falle   nicht  einen  partiellen  DifferentialcoefEcienten 

einer  Grösse,    welche  von    zwei    unter    sich  unabhängigen  Veränderlichen 

abhängt,  sondern  entspricht  dem  in  der  Einleitung  S.  4  behandelten  Bruche 

dz 

^,   welcher   in   der  Differentialgleichung,    worin  y  als  Function    von  x 

betrachtet  wird,  die  linke  Seite  bildet.  Uebrigens  versteht  es  sich  von 
selbst ,  dass  die  Bedeutung  des  Zeichens  -^  in  den  beiden  Gleichun- 
gen (10)  und  (10a.)  nicht  eine  und  dieselbe,  sondern  wegen  der  verschiede- 
nen Bedingungen,  auf  welche  die  Gleichungen  sich  beziehen,  verschieden 
ist.    1864.] 

^)  [Da  die  Differenz  zwischen  den  beiden  specifischen  Wärmen  c  und 
c'  constant  ist,  so  gilt  der  oben  für  die  specifische  Wärme  bei  constantem 
Volumen  gezogene  Schluss,  dass  sie  von  der  Dichtigkeit  und  wahrscheinlich 
auch  von  der  Temperatur  des  Gases  unabhängig  sei,  auch  für  die  specifi- 
sche Wärme  bei  constantem  Drucke.  Dieser  Schluss  stand  mit  gewissen, 
zur  Zeit  des  Erscheinens  meiner  Abhandlung  noch  ziemlich  allgemein  für 
zuverlässig  gehaltenen  Beobachtungen  von  Suermann  und  von  de  la 
Roche  und  Berard  im  Widerspruche,  und  wurde  deshalb  angefochten; 
seither  aber  ist  er  durch  die  .1853  veröffentlichten  Versuche  vonRegnault 
bestätigt.     1864.] 
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Ziehung  dar.    Der  vollständige  Ausdruck  liir  R  ist    \.\  »  wenn 

Pü^  Vo  und  to  irgend  drei  zusammengehörige  Werthe  von  jp, 
V  und  t  für  eine  Gewichtseinheit  des  betrachteten  Gases  sind, 
und  daraus  folgt,  wie  schon  bei  der  Aufstellung  der  Gleichung  (I.) 
erwähnt  wurde,  dass  i2  umgekehrt  proportional  dem  specifischen 
Gewichte  des  Gases  ist,  und  dasselbe  muss  daher  auch  für  die 
DiflFerenz  c'  —  c  =  äR  gelten,  da  A  für  alle  Gase  gleich  ist. 

Y^ill  man  die  specifische  Wärme  der  Gase  nicht  nach  der 
Gewichtseinheit y  sondern,  wie  es  gebräuchlicher  ist,  nach  der 
Vciumeneinheii  rechnen,  so  braucht  man,  wenn  das  Volumen  sich 
auf  die  Temperatur  ^  und  den  Druck  pq  bezieht,  c  und  c'  nur 
durch  Vq  zu  dividiren.  Seien  diese  Quotienten  mit  y  und  y'  be- 
zeichnet, so  erhält  man: 

(11)  y^^y  =  1^  =  A        ^' 


In  dieser  letzten  Grösse  kommt  nichts  mehr  vor,  was  von  der  be- 
sonderen Natur  des  Gases  abhängig  wäre,  und  die  Differenz  der 
nctch  der  Volumeneinheit  gerechneten  specifischen  Wärmen  ist  diso 
für  alle  Gase  gleich.  Diesen  Satz  hat  auch  Clapeyron  aus  der 
Carnot'schen  Theorie  abgeleitet,  während  sich  die  vorher  gefun- 
dene Constanz  der  DifiFerenz  c'  —  c  dort  nicht  ergiebt,  sondern  der 
für  dieselbe  gefundene  Ausdruck  noch  die  Form  einer  Temperatur- 
function  hat. 

Dividirt  man  die  Gleichung  (1 1)  auf  beiden  Seiten  mit  y,  so 
kommt : 

(12)  i-l=^.     ^« 


worin  k  der  Kürze  wegen  für  den  Quotienten  —  gesetzt  ist,  wel- 

eher  mit  dem  Quotienten  —  gleichbedeutend  ist,  und  durch  die 

c 

theoretischen  Betrachtungen  von  La  place  über  die  Fortpflan- 
zung des  Schalles  in  der  Luft  eine  besondere  Wichtigkeit  für  die 
Wissenschaft  erlangt  hat.  Der  Ueberschuss  dieses  Quotienten  über 
die  Einheit  ist  also  bei  verschiedenen  Gasen  der  specifischen  Wärme 
derselben  bei  constantem  Volumen  umgekehrt  proportional,  wenn 
die  letztere  nach  der  Volumeneinheit  gerechnet  wird.  Dieser  Satz 
ist  in  der  That  von  Dulong  durch  Versuche  i)  so  nahe  als  richtig 

*)  Ann,  de  chim,  et  de  phya.  XLI.  und  Pogg.  Ann.  XVI. 
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gefunden  worden,  dass  er  ihn  mit  Rücksicht  auf  seine  theoreti- 
sche Wahrscheinlichkeit  als  streng  richtig  angenommen,  und  dann 
umgekehrt  dazu  benutzt  hat,  aus  den  durch  die  Beobachtung  er- 
mittelten Werthen  von  h  die  specifischen  Wärmen  der  verschie- 
denen Gase  zu  berechnen.  Dabei  muss  jedoch  bemerkt  werden, 
dass  der  Satz  theoretisch  nur  so  weit  verbürgt  ist,  als  dasM.  und 
G.  Gesetz  gilt,  was  nicht  bei  allen  von  Du  long  angewandten  Ga- 
sen mit  hinlänglicher  Genauigkeit  stattfindet. 

Nimmt  man  an,  dass  die  specifische  Wärme  der  Gase  bei 
constantem  Volumen  c  constant  sei,  was  schon  oben  als  sehr  wahr- 
scheinlich bezeichnet  wurde,  so  ergiebt  sich  dasselbe  auch  für  die 
specifische  Wärme  bei  constantem  Drucke,  und  folglich  muss  dann 

c' 
auch  der  Quotient  heider  specifischen   Wärmen  —  =  Ä    constatU 

sein.  Dieser  Satz,  welchen  schon  Poisson  nach  Versuchen  von 
Gay-Lussac  und  Welt  er  als  richtig  angenommen,  und  seinen 
Untersuchungen  über  die  Spannkraft  und  Wärme  der  Gase  zu 
Grunde  gelegt  hat^),  stimmt  also  mit  der  vorstehenden  Theorie 
sehr  gut  überein,  während  er  nach  der  Car not' sehen  Theorie  bei 
ihrer  bisherigen  Behandlung  nicht  möglich  wäre. 

Setzt  man  in  der  Gleichung  (IIb.)  Q  =  const.,  so  erhält  man 
folgende  Gleichung  zwischen  v  und  t: 

(13)  cdt  +  AR^^^dv  =  0, 

woraus  sich,  wenn  man  c  als  constant  betrachtet,  ergiebt: 

AR 

V  ^  '  (a+  t)  =  const. 

oder,  da  nach  Gleichung  (10a.) = l  =  k — 1  ist: 

v*-^  (a  +  t)  =  const. 

und  daraus  wird,  wenn  Vq^  to  und  Pq  drei  zusammengehörige  Werthe 
von  v,  t  und  p  sind: 

Führen  wir  hierin  mittelst  der  Gleichung  (I.)  erst  für  v  und  dann 
für  t  den  Druck  p  ein,  so  kommt: 


*)  Tratte  de  mecanique  IL    ed.  T.  Ily  p,  646. 
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Dieses  sind  die  Beziehungen,  welche  zwischen  Volumen,  Tempe- 
ratur und  Druck  stattfinden,  wenn  ein  Gasquantum  in  einer  für 
Wärme  undurchdringlichen  Hülle  zusammengedrückt  wird,  oder 
sich  ausdehnt.  Diese  Gleichungen  stimmen  gaiTz  mit  denen  über- 
ein, welche  von  Poisson  für  denselben  Fall  entwickelt  sind  i), 
was  eben  darauf  beruht,  dass  auch  er  k  als  constant  betrachtet  hat. 
Setzt  man  endlich  in  der  Gleichung  (IIb.)  ^  =  const..  so  fallt 
das  erste  Glied  auf  der  rechten  Seite  fort,  und  es  bleibt : 

(17)  dQ  =  AR^^dv, 

V 

woraus  folgt: 

Q  =  AB  (a  + 1)  log  V  +  const 

oder  wenn  man  die  zu  Anfang  der  Volumenveränderung  statt- 
findenden Werthe  von  r,  jp,  t  und  Q  mit  Vo,  po^  U  und  Q^  be- 
zeichnet : 

(18)  Q-Q^  =  AR(a-\-U)\og^  ■ 

Hieraus  ergiebt  sich  zunächst  der  auch  von  Carnot  entwickelte 
Satz:  wenn  ein  Gas  ohne  Temperaturveränderung  sein  Volumen 
verändert,  so  stehen  die  von  demselben  entwickelten  oder  verschluck- 
t^i  Wärmemengen  in  arithmetischer  Reihe,  während  die  Vohimina 
eine  geometrische  Reilie  hilden,  , 

Setzt  man  ferner  in  (18)  für  R  wieder  den  vollständigen  Aus- 
druck J^,  so  kommt: 

i 

Wendet  man  nun  diese  Gleichung  auf  die  verschiedenen  Gase  in 
der  Weise  an,  dass  man  nicht  gleiche  Ge«(?icA#smengen  derselben 
betrachtet,  sondern  solche  Mengen,  die  zu  Anfang  das  gleiche 
Volumen  Vq  einnehmen,  so  ist  sie  in  allen  ihren  Theilen  von  der  j 

besonderen  Natur  des  Gases  unabhängig,  und  stimmt  mit  dem 


1)  Traiti  de  mic.  II,  p.  647. 
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bekannten  Satze  überein,  welchen  Dulong,  geleitet  durch  die 
oben  erwähnte  einfache  Beziehung  der  Grösse  k  —  1 ,  aufgestellt 
hat,  dass  edle  Oase,  tvenn  nian  bei  gleicher  Temperatur  und  unter 
gleichem  Drucke  ein  gleiches  Volumen  von  ihnen  nimmt,  und  sie 
dann  um  einen  gleichen  Bruchtheil  dieses  Volumens  zusammen- 
drückt oder  ausdehnt,  eine  gleiche  absolute  Wärmemenge  entwickeln 
oder  verschlucken.  Die  Gleichung  (19)  ist  aber  noch  viel  allge- 
meiner. Sie  sagt  ausserdem,  dass  die  Wärmemenge  unabhängig 
ist  von  der  Tefnperatur,  bei  welcher  die  Volumenverändertmg  ge- 
schieht, wenn  nur  die  Quantität  des  angewandten  Gases  immer  in 
der  Weise  bestimmt  wird,  dass  auch  bei  den  verschiedenen  Tem- 
peraturen die  anfänglich  stattfindenden  Volumina  Vq  gleich  sind; 
ferner,  dass^  wenn  der  anfängliche  Druck  in  den  verschiedenen 
Fällen  verschieden  ist,  die  Wärmemengen  diesem  proportional  sind. 


II.  Folgerungen  aus  dem  Garnot'schen  Grundsatze  in 

Verbindung  mit  dem  Vorigen. 

Carnot  hat,  wie  schon  oben  erwähnt  wurde,  angenommen, 
dass  der  Erzeugung  von  Arbeit  als  Aequivalent  ein  blosser  Ueber- 
gang  von  Wärme  aus  einem  warmen  in  einen  kalten  Körper  ent- 
spreche, ohne  dass  die  Qua^üität  der  Wärme  dabei  verringert  werde. 

Der  letzte  Theil  dieser  Annahme,  nämlich  dass  die  Quantität 
der  Wärme  unverringert  bleibe ,  widerspricht  unserem  früheren 
Grundsatze,  und  muss  daher,  wenn  wir  diesen  festhalten  wollen, 
verworfen  werden.  Der  erste  Theil  dagegen  kann  seinem  Haupt- 
inhalte nach  fortbestehen.  Denn  wenn  wir  auch  eines  eigentlichen 
Aequivalentes  für  die  erzeugte 'Arbeit  nicht  mehr  bedürfen,  nach- 
dem wir  als  solches  einen  wirklichen  Verbrauch  von  Wärme  an- 
genommen haben,  so  bleibt  es  doch  möglich,  dass  jener Uebergang 
gleichzeitig  mit  dem  Verbrauche  stattfinde,  und  ebenfalls  zur  Arbeit 
in  einer  bestimmten  Relation  stehe.  Es  kommt  also  darauf  an, 
zu  untersuchen,  ob  diese  Annahme  ausser  der  Möglichkeit  auch 
eine  hinlängliche  W^ahrscheinlichkeit  für  sich  habe. 

Ein  Uebergang  von  Wärme  aus  einem  warmen  in  einen  kal- 
ten Körper  findet  allerdings  in  solchen  Fällen  statt,  wo  Arbeit 
durch  W^änne  erzeugt,  und  zugleich  die  Bedingung  erfüllt  wird, 
dass  der  wirksame  Stofi*  sich  am  Schlüsse  wieder  in  demselben 
Zustande  befinde,    wie  zu  Anfang.     Bei  den  oben  beschriebenen 
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und  in  den  Fig.  1  und  3  dargestellten  Processen  z.  B.  haben  wir 
gesehen,  dass  das  Gas  und  das  verdampfende  Wasser  bei  der  Vo- 
lomenvergrösserung  Wärme  vom  Körper  A  empfing,  und  bei  der 
Volomenverringerung  Wärme  an  den  Körper  B  abgab,  so  dass 
also  eine  gewisse  Wärmemenge  von  A  nach  B  übertragen  wurde, 
und  diese  war  sogar  viel  grösser  als  die,  welche  wir  als  verbraucht 
annahmen,  so  dass  bei  den  unendlich  kleinen  Veränderungen, 
welche  in  Fig.  2  und  4  dargestellt  sind,  die  letztere  ein  unendlich 
Kleines  der  zweiten  Ordnung  bildete,  während  die  erstere  ein 
solches  von  der  ersten  Ordnung  war.  Um  jedoch  diese  überge- 
führte Wärme  mit  der  Arbeit  in  Beziehung  bringen  zu  können,  - 
ist  noch  eine  Beschränkung  nöthig.  Da  nämlich  auch  ein  Wärme- 
übergang ohne  mechanischen  Effect  stattfinden  kann,  wenn  ein 
warmer  und  ein  kalter  Körper  sich  unmittelbar  berühren,  und 
die  Wärme  durch  Leitung  hinüberströmt,  so  muss,  wenn  man  für 
den  Uebergang  einer  bestimmten  Wärmemenge  zwischen  zwei 
Körpern  von  bestimmten  Temperaturen  t  und  t  das  Maximum  der 
Arbeit  erlangen  will,  der  Vorgang  so  geleitet  werden,  wie  es  in 
den  obigen  Fällen  geschehen  ist,  dass  nie  zwei  Körper  von  ver- 
schiedener Temperatur  in  Berührung  kommen. 

Dieses  Maximum  der  Arbeit  nun  ist  es,  welches  mit  dem 
Wärmeübergänge  verglichen  werden  muss,  und  dabei  findet  sich, 
dass  man  in  der  That  Grund  hat,  mit  Gar  not  anzunehmen,  dass 
es  nur  von  der  Menge  der  übergeführten  Wärme  und  von  den 
Temperaturen  t  und  t  der  beiden  Körper  A  und  JB,  nicht  aber 
von  der  Natur  des  vermittelnden  Stoffes  abhänge.  Dieses  Maximum 
hat  nämlich  die  Eigenschaft,  dass  man  durch  Verbrauch  dessel- 
ben auch  wieder  eine  ebenso  grosse  Wärmemenge  von  dem  kalten 
Körper  B  nach  dem  warmen  A  hinüberschaffen  kann,  als  bei 
seiner  Hervorbringtmg  von  A  nach  B  gehen  musste.  Man  wird 
sich  davon  leicht  überzeugen,  wenn  man  sich  die  ganzen  oben  be- 
schriebenen Vorgänge  in  umgekehrter  Weise  ausgeführt  denkt, 
so  dass  also  z.  B.  im  ersten  Falle  das  Gas  sich  zuerst  allein  aus- 
dehnt, bis  seine  Temperatur  von  t  bis  t  gesunken  ist,  dann  die 
Ausdehnung  in  Verbindung  müB  fortsetzt,  darauf  allein  zusammen- 
gedrückt wird,  bis  seine  Temperatur  wieder  t  ist,  und  endlich  die 
letzte  Zusammendrückung  in  Verbindung  mit  A  erleidet.  Dann 
wird  bei  der  Zusammendrückung  mehr  Arbeit  verbraucht,  als  bei 
der  Ausdehnung  erzeugt  ist,  so  dass  im  Ganzen  ein  Verlust  von 
Arbeit  stattfindet,  der  ebenso  gross  ist,  als  der  bei  dem  früheren 

Clnttflin«,  Riech.  Wftrmctheorie.  A. 
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Verfahren  entstandene  Gewinn.  Ferner  wird  dem  Körper  B 
ebenso  viel  Wärme  entzogen,  als  ihm  früher  mitgetheilt  wurde, 
und  dem  Körper  Ä  ebenso  viel  mitgetheilt,  als  ihm  früher  ent- 
zogen wurde,  woraus  folgt,  dass  sowohl  dieselbe  Wärmemenge, 
welche  früher  verbraucht  wurde,  jetzt  erzeugt  wird,  als  auch  die, 
welche  früher  von  Ä  nach  B  gefuhrt  wurde,  jetzt  von  B  nach 
A  geht. 

'  Denkt  man  sich  nun,  dass  es  zwei  Stoffe  gebe,  von  denen  der 
eine  bei  einem  bestimmten  Wärmeübergange  mehr  Arbeit  als  der 
andere  erzeugen  könne,  oder,  was  dasselbe  ist,  bei  Hervorbrin- 
gung einer  bestimmten  Arbeit  weniger  Wärme  von  A  nach  B 
überzuführen  brauche,  als  der  andere,  so  könnte  man  diese  beiden 
Stoffe  abwechselnd  anwenden,  indem  man  mit  dem  ersteren  durch 
den  obigen  Process  Arbeit  erzeugte,  und  dann  mit  dem  letzteren 
unter  Verwendung  derselben  Arbeit  den  umgekehrten  Process 
vornähme.  Dann  würden  am  Schlüsse  beide  Körper  wieder  in 
ihrem  ursprünglichen  Zustande  sein;  ferner  würden  die  erzeugte 
und  die  verbrauchte  Arbeit  sich  gerade  aufgehoben  haben,  und 
somit  könnte  auch  nach  dem  früheren  Grundsatze  die  Quantität 
der  Wärme  sich  weder  vermehrt  noch  vermindert  haben.  Nur  in 
Bezug  auf  die  Vertheilung  der  Wärme  wäre  ein  Unterschied  ein- 
getreten, indem  mehr  Wärme  von  B  nach  A  als  von  A  nach  £ 
gebracht  wäre,  und  somit  im  Ganzen  ein  Uebergang  von  B  nach 
A  stattgefunden  hätte.  Durch  Wiederholung  dieser  beiden  ab- 
wechselnden Processe  könnte  man  also,  ohne  irgend  einen  Kraft- 
aufwand oder  eine  andere  Veränderung,  beliebig  viel  Wärme  aus 
einem  kalten  Körper  in  einen  warmen  schaffen,  und  das  wider- 
spricht dem  sonstigen  Verhalten  der  Wärme,  indem  sie  überall 
das  Bestreben  zeigt,  vorkommende  Temperaturdifferenzen  aus- 
zugleichen und  also  aus  den  wärmeren  Körpern  in  die  kälteren 
überzugehen  i). 


^)  [Der  hier  angenommene  Satz,  da88  die  Wärme  nicht  von  selbst 
atM  einem  kälteren  in  einen  wärmeren  Körper  übergehen  kann,  mit  Hülfe 
dessen  ich  die  Beziehung  zwischen  der  gewonnenen  Arbeit  und  der  über* 
gegangenen  Wärme  theoretisch  begründet  habe,  ist  als  ein  Grundsatz  von 
derselben  Wichtigkeit,  wie  der,  dass  man  nicht  Arbeit  oder  Wärme  aus 
nichts  schaifen  kann,  zu  betrachten,  und  ich  habe  es  später  wegen  gewisser 
abweichender  Meinungen  anderer  Autoren  noch  für  nöthig  gehalten ,  ihn 
zum  Gegenstande  einer  eigenen  Abhandlung  zu  machen,  welche  weiter  unten 
folgen  wird.     1864.] 
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Demnach  scheint  es  theoretisch  gerechtfertigt  za  sein,  den 
ersten  und  eigentlich  wesentlichen  Theil  der  Carnot'schen  An- 
nahme heizubehalten,  und  als  zweiten  Grundsatz  neben  dem  früher 
aufgestellten  anzuwenden;  und  die  Richtigkeit  dieses  Verfahrens 
wird,  wie  wir  gleich  sehen  werden,  auch  durch  den  Erfolg  schon 
mehrfach  bestätigt. 

Nach  dieser  Annahme  können  wir  das  Maximum  der  Arbeit, 
welche  bei  dem  Uebergange  einer  Wärmeeinheit  aus  dem  Körper 
Ä  mit  der  Temperatur  t  in  den  Körper  B  mit  der  Temperatur  x 
hervorgebracht  werden  kann,  als  Function  von  t  und  r  bezeichnen. 
Diese  Function  muss  natürlich  ihrem  Werthe  nach  um  so  kleiner 
sein,  je  kleiner  die  Differenz  t  —  r  ist,  und  muss,  wenn  diese  un- 
endlich klein  (=dt)  wird,  in  das  Product  aus  dt  und  einer  Func- 
tion von  t  allein  übergehen.  Für  den  letzteren  Fall,  auf  den  es 
uns  vorläufig  ankommt,  kann  man  also  die  Arbeit  unter  der 
Form: 

darstellen,  worin  C  eine  blosse  Function  von  t  bedeutet  i). 


1)  [£b  wird  vielleicht  nicht  nnzweckmässig  sein,  das  hier  im  Texte 
gesagte  noch  etwas  naher  zu  erläutern. 

Wenn  irgend  ein  Stoff  einen  in  sich  geschlossenen  Cyclas  von  Yer- 
indemngen  erleidet,  und  dadurch  einem  Körper  Ä  von  der  Temperatur  t 
Wärme  entzogen,  und  von  dieser  Wärme  ein  Theil  zur  Erzeugung  von 
Arbeit  verbraucht,  und  der  übrige  Theil  an  einen  Körper  B  von  der 
Temperatur  t  abgegeben  wird,  so  muss  nach  den  obigen  Auseinandersetzun- 
gen der  letstgenannte  Theil,  also  die  von  Ä  nach  B  übergegangene  Wärme- 
menge, zur  Grösse  der  erzeugten  Arbeit,  (sofern  diese  letztere  das  oben  be- 
sprochene Maximum  ist,)  in  einem  bestimmten  Verhältnisse  stehen,  welches 
nur  von  den  Temperaturen  der  beiden  Körper  Ä  und  B,  und  nicht  von  der 
Natur  des  vermittelnden  Stoffes  oder  von  der  Art  seiner  Veränderungen 
abhängt.  Man  muss  also  eine  Gleichung  von  folgender  Form  bilden  können : 

die  ereeugte  Arbeit  ,,    . 

(a)  — — •  =  9>  (t,  t) , 

^  die  übergegangene  Wärme 

worin  fp(t,t)  eine  allgemein  gültige  Function  der  beiden  Temperaturen  i 
und  t  bedeutet  Diese  Function  ist  es,  welche,  wie  im  Texte  gesagt  ist, 
das  Maximum  der  erzeugten  Arbeit  für  die  Einheit  der  übergegangenen 

Wärme  darstellt 

Sei  nun  die  Temperatur  t  des  Körpers  A  als  gegeben  betrachtet,  wäh- 
rend für  die  Temperatur  t  des  Körpers  B  beliebige  Werthe  angenommen 
werden  können,  so  sieht  man  leicht,  dass,  wenn  die  Temperaturdifieren« 
«  — T  kleiner  wird,   dann  auch  die  Arbeit,   welche  dem  Uebergange  der 

4* 
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Um  dieses  Resultat  auf  die  permanenten  Gase  anzuwenden, 
kehren  wir  wieder  zu  dem  in  Fig.  2  dargestellten  Vorgange  zurück. 
Dort  ging  bei  der  ersten  Ausdehnung  die  Wärmemenge : 


o 


dv 


aus  Ä  in  das  Gas  über,  und  bei  der  ersten  Zusammendrückung 
wurde  davon  der  Theil: 


oder 


Wärmeeinheit  entspricht,  kleiner  werden  muBS,  und  wenn  die  Temperatur- 
differenz unendlich  klein  wird,  so  dass  man  sie  durch  dt  bezeichnen  kann, 
dann  auch  die  Arbeit  ein  unendlich  Kleines  von  derselben  Ordnung  werden 
muss.  Denken  wir  uns  also  in  der  die  Arbeit  darstellenden  Function  ip(t,t) 
an  die  Stelle  von  r  den  Werth  t^dt  gesetzt,  und  dann  die  Function  in 
eine  nach  steigenden  Potenzen  von  dt  fortschreitende  Reihe  entwickelt,  so 
muss  in  dieser  Reihe  das  Glied,  welches  in  Bezug  auf  dt  von  der  niedrige 
sten  Ordnung  ist,  von  der  ersten  Ordnung  sein,  und  wir  können  daher, 
wenn  wir  die  Glieder  von  höheren  Ordnungen  vernachlässigen,  schreiben: 

(pitjt-dt)  =  yp(t)dt, 

worin  \p(t)  eine  ebenfalls  allgeaiein  gültige  Function  von  t  ist.  Bei  Aus- 
führung von  weiteren  Rechnungen  stellt  es  sich  heraus,  dass  die  Gleichun- 
gen eine  etwas  bequemere  Form  annehmen,  wenn  man,  anstatt  die  Function 
\p{f)  selbst  hinzuschreiben,  für  ihren  reciproken  Werth,  also  für  den  Bruch 

— TT*,  ein  besonderes  Zeichen  einfahrt,   und  da  Clapeyron  zur  Bezeich- 

nung  dieses  Bruches  den  Buchstaben  C  angewandt  hat,  so  habe  auch  ich 
vorläufig  diesen  Buchstaben  beibehalten.    Hiemach  ist  also  zu  setzen: 

g>{t,t-dt)^j^,dt, 

und  die  Gleichung  (a)  geht  somit  für  den  Fall,  wo  die  Körper^  und£  die 
Temperaturen  t  und  t  —  dt  haben,  in  die  folgende  über: 

die  erzeugte  Arbeit  1     , 

(b) •  z=:  ^,dt. 

die  übergegangene  Wärme        C 

Die  mit  C  bezeichnete  Temperaturfunction  ist  diejenige,  welche  häufig 
die  Carnot'sche  Function  genannt  wird.  Im  weiteren  Verlaufe  dieser  Ab- 
handlung wird  sich  Gelegenheit  bieten,  die  Form  der  Function  zu  bestim- 
men, wobei  sich  für  sie  ein  so  einfacher  Ausdruck  ergeben  wird,  <lass  man 
diesen  Ausdruck  selbst  in  die  Gleichungen  einsetzen  kann,  und  dadurch 
dann  das  Zeichen  C  überflüssig  wird.     1864.] 
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an  den  Körper  B  abgegeben.  Die  letztere  Grösse  ist  also  die 
übergeführte  Wärmemenge;  da  wir  aber  das  Glied  zweiter  Ord- 
nung gegen  das  von  der  ersten  Ordnung  vernaoblässigen  können, 
so  behalten  wir  einfach: 


(: 


ID^- 


Die  zugleich  hervorgebrachte  Arbeit  war: 

Bdvdt 

und  wir  können  somit  die  Gleichung  bilden: 

dvdt 


B 


"     ^l-dt 


oder: 

av.)  0 = ^  ■> 

Machen  wir  zweitens  die  entsprechende  Anwendung  auf  den 
io  Fig.  4  dargestellten  Vorgang  bei  der  Verdampfung,  so  war 
dort  die  von  Ä  nach  B  übergeführte  Wärmemenge : 


i'-T,  •«)  ^'^ 


m 
\         at     / 

oder: 

dr 


rdm  —  (-^  +  c  —  hjdmdt^ 


wofür  wir  wieder  mit  Vernachlässigung  des  Gliedes  von  der  zwei- 
ten Ordnung  einfach 

rdm 


^)  [Man  kann  diese  Gleichung  in   derselben  Weise,  wie  es  mit    der 
Gleichung  (II.)  in  der  hinzugefügten  Anmerkung  geschehen  ist,  verallgemei- 

nem,  indem  man  für  den  Bruch  — ,  welcher  bei  gasförmigen  Körpern  den 

Werth  des  Differentialcoefficienten  (^t  )  darstellt,  den  Differentialcoefßcien- 
ten  selbst  setzt,  wodurch  man  die  Gleichung 

erhält.    1864.] 
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setzen  können.    Die  dabei  hervorgebrachte  Arbeit  war: 

(s-6)f^dmdt, 
und  wir  erhalten  also  die  Gleichung: 


(« 

-4? '' 

mdt 

1 

dt 

rdm 

vvv 

r=  C 

•  («- 

-)5f 

'). 

oder 

Dieses  sind  die  beiden  analytischen  Ausdrücke  des  Camot^- 
schen  Grundsatzes,  wie  sie  von  Glapeyron  in  seiner  Arbeit, 
wenn  auch  in  etwas  anderer  Form ,  aufgestellt  sind.  In  Bezug 
auf  die  Dämpfe  bleibt  dieser  bei  der  Gleichung  (V.)  und  einigen 
unmittelbaren  Anwendungen  derselben  stehen.  Bei  den  Gasen 
dagegen  macht  er  die  Gleichung  (IV.)  zur  Grundlage  einer  wei- 
teren Entwickelung ,  und  nur  durch  diese  Entwickelung  ist  die 
theilweise  Abweichung  seiner  Resultate  von  den  unsrigen  ent- 
standen 3). 


^)  [Diese  Gleichung  ist  auch  nur  eine  specielle  Form  der  Gleichung 

(^)  = « (H). 

indem  man  im  vorliegenden  Falle,  wo  die  Wärme,  welche  dem  betrachte- 
ten (aus  Flüssigkeit  und  Dampf  bestehenden)  Körper  bei  der  Yolumen- 
zunahme  mitgetheilt  werden  muss,  die  zur  Dampfbildung  verbrauchte  soge- 
nannte latente  Warme  ist,  setzen  kann: 


\dvJ       s- 


Der  Differentialcoefficient  ■—  ist  in  der  Gleichung  (Y.),  sowie  in  allen 

auf  ges&ttigten  Dampf  bezüglichen  Gleichungen,  ohne  Klammem  geschrie- 
ben, aus  dem  schon  einmal  erwähnten  leicht  ersichtlichen  Grunde.    1864.] 

^  [Glapeyron  ist  nämlich  bei  der  Behandlung  der  Gleichung  (lY.) 
und  der  in  der  Anmerkung  dazu  angeführten  allgemeineren  Gleichung  von 
der  Yoraussetzung  ausgegangen ,  dass  die  Grösse  Q  durch  den  augenblick- 
lich stattfindenden  Zustand  des  Körpers  vollkommen  bestimmt  sei,  und  eich 
daher  ohne  Weiteres  durch  eine  Function  der  beiden  Yeränderlichen ,  von 
denen  der  Zustand  des  Körpers  abhängt,  (als  welche  er  p  und  v  gewählt 
hat,)  darstellen  lasse.  In  diesem  Sinne  hat  er  die  Integration  ausgeführt. 
1864.] 
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Wir  wollen  nun  jene  beiden  Gleichungen  mit  den  Ergebnissen 
des  ersten  Grundsatzes  in  Verbindung  bringen,  und  zwar  zunächst 
die  Gleichung  (IV.)  mit  den  dort  für  permanente  Gase  abgeleite- 
ten Folgerungen, 

Beschränken  wir  uns  dabei  auf  diejenige  Folgerung,  bei  wel- 
cher nur  der  Grundsatz  selbst  vorausgesetzt  ist,  also  auf  die 
Gleichung  (Ha.),  so  können  wir  die  Grösse  U^  welche  darin  als 
willkürliche  Function  von  v  und  t  steht,  durch  (IV.)  näher  be- 
stimmen, und  die  Gleichung  geht  dann  über  in: 

(Uc.)       c?Ö  =  [s  +  iZ  (^  -^)  log  v]  dt  +  ^j^  dv, 

worin  B  nur  noch  eine  willkürliche  Function  von  t  ist  ^), 

Erkennen  wir  dagegen  auch  die  Nebenannahme  als  richtig 
an,  so  wird  dadurch  die  Gleichung  (IV.)  zur  näheren  Bestimmung 


^)   [Man  erhält  diese  Gleichung  auf  folgende  Weise.    Ans  der  Glei- 
chung (IIa.),  nämlich: 

(Ha.)  dÖ  =  d?7  4-  AB-^^dv 

ergiebt  sich: 

Hierin  för  \^)  den  in  (IV.)  gegebenen  Werth  gesetzt,  kommt: 

V  \dv/    '  V 


oder: 


(ff)  =  [C-^(«  +  ,]f. 


Hieraas  erhält  man  durch  Integration  nach  v: 

.    U==[C—A{a+t)]B\ogv  +  9}(t), 
worin  q>{t)  eine  willkürliche  Function  von   t  bedeutet.    Diese  Gleichung 

Tollstandig  differentiirt ,  und  dabei  für  den  Differentialooefficienten    ■  ^)  \ 

dt 

m 

welcher  ebenso,  wie  g>(t)  selbst,  als-  eine  willkürliche  Function  von  t  zu  be- 
trachten ist,  den  Buchstaben  B  gesetzt,  giebt: 

dU=i[(^—A^R\ogv  +  B']dt  4-  [c— 4f(a  +  f)]^^t;. 

Wenn  man  diesen  Ausdruck  in  die  Gleichung  (IIa.)  fwc  du  einsetzt,  so  hebt 
sich  das  Glied  AB--^^  dv  auf,  und  es  entsteht  die  im  Texte  unter  (11  c.) 
gegebene  Gleichung.    1864.] 
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von  (IIa.)  unnöthig,  iDdem  derselbe  Zweck  schon  durch  die  Glei- 
chung (9),  welche  als  unmittelbare  Folge  aus  jener  Annahme,  in 
Verbindung  mit  dem  ersten  Grundsatze,  hervorging,  viel  vollstän- 
diger erreicht  ist  Wir  gewinnen  aber  dadurch  eine  Gelegenheit, 
die  Resultate  beider  Grundsätze  einer  gegenseitigen  Probe  zu 
unterwerfen.    Die  Gleichung  (9)  lautete: 


( 


dQ\  _  R.Ä(a  +  t) 
dv)  V 


und  indem  wir  diese  mit  (lY.)  zusammenhalten,  sehen  wir,  dass 
beide  dasselbe  aussagen,  nur  die  eine  in  bestimmterer  Weise,  als 
die  andere,  indem  für  die  in  (IV.)  nur  allgemein  angedeutete 
Temperaturfunction  Cin  (9)  schon  der  specielle  Ausdruck -4  (a  +  ^) 
gegeben  ist. 

Zu  dieser  auffallenden  üebereinstimmung  kommt  noch,  dass 
auch  die  Gleichung  (V.),  in  welcher  eben  jene  Function  C  vor- 
kommt, ganz  dafür  spricht,  dass  A{a-^t)  wirklich  der  richtige 
Ausdruck  für  dieselbe  sei.  Diese  Gleichung  ist  nämlich  von  Gl a- 
peyron  und  Thomson  benutzt,  um  für  einzelne  Temperaturen 
die  Wcrthe  von  G  zu  berechnen.  Clapeyron  hat  als  solche 
Temperaturen  die  Kochpuncte  von  Aether,  Alkohol,  Wasser  und 
Terpenthinöl  gewählt,  und  ist,  indem  er  die  für  diese  Flüssigkeiten 
bei  ihren  Kocbpuncten  durch  Versuche  bestimmten  Werthe  von 

-j^,  8  und  r  in  die  Gleichung  (V.)  eingesetzt  hat,  für  C  zu  den 

in  der  zweiten  Columne  der  folgenden  Tabelle  enthaltenen  Zah- 
len gelangt  Thomson  dagegen  hat  nur  den  Wasserdampf^  aber 
bei  verschiedenen  Temperaturen  betrachtet,  und  daraus  für  alle 
einzelnen  Grade  zwischen  0®  und  230^  Cent,  den  Werth  von  C 

berechnet     Dazu  haben  ihm  in  Bezug  auf  die  Grössen  -^  und  r 

die  Regnault'schen  Beobachtungsreihen  eine  zuverlässige  Grund- 
lage geliefert;  aber  die  Grösse  s  ist  für  andere  Temperaturen 
noch  weniger  bekannt,  als  für  den  Kochpunct,  und  in  Bezug  auf 
diese  sah  er  sich  daher  genöthigt,  eine  Annahme  zu  machen,  die 
er  selbst  nur  als  annähernd  richtig  und  als  eine  vorläufige  Aus- 
hülfe bis  zur  Ermittelung  genauerer  Data  betrachtete,  dass  näm- 
lich der  Wasserdampf  im  Maximum  seiner  Dichte  dem  M.  und  G. 
Gesetze  folge.  Die  Zahlen,  welche  sich  aus  seiner  Rechnung 
für  dieselben  Temperaturen,  welche  Clapeyron  benutzt  hat,  er- 
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geben ,  sind  nach  vorheriger  Reduction  auf  französische  Maasse 
in  der  dritten  Golumne  angeführt 

I. 


1. 

2. 

3. 

t  in  Cent.- 

C  nach  Cla- 

C  nach 

Gr. 

peyron. 

Thomson. 

350,5 

78«8 
1000. 
1560,8 


0,783 
0,828 
0,897 
0,930 


0,728 
0,814 
0,855 
0,952 


Man  sieht,  dass  die  in  beiden  Fällen  gefundenen  Werthe  von 
C,  ebenso  wie  die  von  A{a  +  t)^  mit  der  Temperatur  langsam 
zunehmen.  Sie  verhalten  sich  unter  einander,  wie  die  Zahlen 
folgender  Reihen: 

1;    1,13;    1,22;    1,27 

l;    1,12;    1,17;    1,31 
und  wenn  mau  die  Verhältnisse  der  denselben  Temperaturen  ent* 
sprechenden  Werthe  von  Ä(a-^t)  bestimmt,  indem  man  a  =  273 
setzt,  so  erhält  man : 

1;    1,14;    1,21;    1,39. 

Diese  Reihe  relativer  Werthe  weicht  von  den  beiden  vorigen 
nur  so  weit  ab,  wie  es  die  Unsicherheit  der  Data,  welche  jenen 
vorigen  zu  Grunde  liegen,  gestattet,  und  dasselbe  wird  sich  später 
bei  der  Bestimmung  der  Gonstanten  A  auch  in  Bezug  auf  die 
absoluten  Werthe  zeigen. 

Eine  solche  Uebereinstimmung  zwischen  Resultaten,  welche 
aus  ganz  verschiedenen  Grundsätzen  abgeleitet  sind,  kann  nicht 
zufallig  sein ,  und  bildet  vielmehr  eine  wichtige  Bestätigung  der 
beiden  Grundsätze  und  der  dem  ersten  hinzugefügten  Neben- 
annahme. 

Kehren  wir  nun  zur  Anwendung  der  Gleichungen  (IV.)  und 
(V.)  zurück,  so  hat  die  erstere  für  die  perma/nenten  Gase  nur  dazu 
gedient,  die  schon  gewonnenen  Schlüsse  noch  mehr  zu  befestigen. 
Für  dieDämg/a  aber,  und  für  alle  anderen  Stoffe,  auf  welche  man 
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etwa  den  Camot^schen  Grandsatz  noch  anwenden  will ,  gewährt 
sie  darin  einen  wesentlichen  Yortheil,  dass  man  durch  sie  berech- 
tigt ist,  für  die  überall  wiederkehrende  Function  C  immer  den 
bestimmten  Ausdruck  Aia-^-t)  zu  setzen i). 
Die  Gleichung  (Y.)  geht  dadurch  über  in : 

(Va.)  r=^(o  +  0.(«-«)^, 

und  wir  erhalten  also  für  den  Dampf  eine  einfache  Beziehung 
zwischen  der  Temperatur,  bei  der  er  sieb  bildet,  dem  Drucke,  dem 
Volumen  und  der  latenten  Wärme,  und  können  diese  zu  weiteren 
Schlüssen  benutzen. 

Wenn  das  M.  und  G.  Gesetz  auch  für  die  Dämpfe  im  Maximum 
der  Dichte  richtig  wäre  2),  so  müsste 

^)  [Ea  iflt  auf  diese  Weise  das  erreicM,  worauf  schon  in  einer  frohe- 
ren Anmerkung  (S.  52)  hingedeutet  wurde,  dass  nämlich  für  die  Tempera- 
turfunction  C,  welche  hei  ihrer  ersten  Einfuhrung  unbestimmt  blieb,  ein 
bestimmter  einfacher  Ausdruck  gewonnen  ist.  Da  diese  Function  ihrer 
Bedeutung  nach  eine  allgemeine  Gültigkeit  haben  muss,  so  yersteht  es  sich 
von  selbst,  dass  man  denselben  Ausdruck,  welchen  man  bei  der  speoiellen 
Betrachtung  der  Ausdehnung  eines  yoUkommenen  Gases  gefunden  hat^  auch 
auf  alle  übrigen  Stoffe  und  auf  aUe  Arten  yon  Veränderungen,  durch  welche 
sie  unter  Verbrauch  yon  Wärme  Arbeit  erzeugen  können,  anwenden  darf. 
Wenn  also  von  einem  Körper  A  mit  der  Temperatur  t  nach  einem  Körper 
B  mit  der  Temperatur  t  —  dt  durch  Vermittelung  irgend  eines  yeränder- 
lichen  Stoffes  Wärme  übergeführt  wird,  so  kann  man  die  Beziehung  zwi- 
schen der  übergegangen  en  Wärme  und  dem  Maximum  der  dabei  möglicher 
Weise  erzeugten  Arbeit  durch  folgende  Gleichung  ausdrücken: 

die  erzetigtt  Arbeit  dt 

-■  ■.■■■■■■  ■■■  ^^_^  ^^M^^^^^^^^^^^^      0 

die  übergegangene  Wärme         -4  {a  -|-  t) 

Ebenso  kann  man  die  in  der  Anmerkung  zu  Gleichung  (IV.)  (S.  53)  ange- 
fahrte allgemeinere  Gleichung  jetzt  in  folgender  Form  schreiben: 


©=^"+"®. 


wodurch  die  Wärmemenge,  welche  ein  Körper  aufnehmen  muss,  wenn  er 
unter  dem  Einflüsse  eines  äusseren  Druckes,  welcher  seiner  eigenen  Expan- 
sivkrafl  gleich  ist,  bei  constanter  Temperatur  sein  Volumen  ändert,  yoll- 
kommen  bestimmt  ist.     1864.] 

^)  [Die  in  diesem  Absätze  nur  vorübergehend  gemadhten  ungenauen 
Annahmen  haben  einzig  den  Zweck,  die  von  Roche  aufgestellte,  und  von 
Holtzmann  und  anderen  Autoren  unter  theoretischen  Gesichtspuncten  be- 
trachtete Formel  für  die  Spannkraft  der  Dämpfe  näher  zu  beleuchten,  und 
zu  zeigen,  einerseits,  weshalb  sie  angenähert  richtig  ist,  und  andererseits, 
weshalb  sie  nicht  genau  richtig  ist.    1864.] 
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(20)  l)s  =  JB(a  +  0 

sein.  Eliminirt  man  mittelst  dieser  Gleichung  die  Grösse  s  aus 
(Va,),  und  vernachlässigt  die  Grösse  ö,  welche,  wenn  die  Tempe- 
ratur nicht  sehr  hoch  ist,  gegen  s  verschwindet,  so  kommt: 

1  dp r 

pdi  ~  ABia  +  ty 

Macht  man  hierin  noch  die  zweite  Annahme,  dass  r  constant  sei, 
so  erhält  man  durch  Integration,  wenn  pi  die  Spannkraft  des 
Dampfes  bei  100<^  bedeutet: 

log  £  -  r(t-100) 

^  j),  ~  AR  (a  -\-  100)  (a  +  t)  ' 

f 

oder  wenn  man  t  — 100  =  r,    a  +  100  =  a  und  -7^5-7 — .    ^^^x 

AB  (a  +  100) 

=ß  setzt: 

(21)  log  S-  =  TT-r- 

Diese  Gleichung  kann  natürlich  nicht  genau  richtig  sein,  weil  die 

bei  ihrer  Entwickelung  gemachten  beiden  Annahmen  es  nicht  sind; 

da  aber  die  letzteren  sich  wenigstens  einigermaassen  der  Wahr- 

ß.r 
heit  nähern,  so  wird  auch  die  Formel  -^-^ —  den  Gang  der  Grösse 

log^  80  zu  sagen  im  Groben  darstellen,    und  man  kann  sich 

daraus  erklären,  woher  es  kommt,  dass  sie,  wenn  man  in  ihr  noch 
die  Constanten  a  und  ß,  anstatt  ihnen  die  durch  ihre  Bedeutung 
bedingten  Werthe  zu  geben,  als  willkürlich  betrachtet,  so  geeignet 
ist,  als  empirische  Formel  zur  Berechnung  der  Spannkräfte  der 
Dämpfe  zu  dienen,  ohne  dass  man  sie  doch  für  vollJcommen  theo- 
retisch begründet  zu  halten  braucht,  wie  es  von  einigen  Seiten 
geschehen  ist. 

Die  nächste  Anwendung  der  Gleichung  (Va.)  möge  nun  darin 
bestehen,  beim  Wasserdampfe^  für  welchen  wir  die  meisten  Beob- 
achtungsdata besitzen,  zu  untersuchen,  wie  weit  er  im  Maximum 
seiner  IHchte  vom  M.  und  Q.  Gesetze  abweicht ,  was  nicht  unbe- 
deutend sein  kann,  da  schon  die  Kohlensäure  und  schweflige 
Säure,  bei  Temperaturen  und  Spannungen,  bei  welchen  sie  noch 
weit  von  der  Gondensation  entfernt  sind,  erhebliche  Abweichun- 
gen zeigen. 
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Die  Gleichung  (Va.)  lässt  sich  in  folgende  Form  bringen : 

^  p    dt 

Der  hier  auf  der  linken  Seite  befindliche  Ausdruck  müsste,  wenn 
das  M.  und  G.  Gesetz  gültig  wäre,  sehr  nahe  constant  sein,  denn 
jenes  Gesetz  würde  nach  (20)  unmittelbar  geben: 

-^•P5 — r— i  =  -^'-Bä7 
^    a-{-t  ^ 

und  darin  kann  man  für  $  mit  grosser  Annäherung  s  —  0  setzen. 
Dieser  Ausdruck  ist  somit  besonders  geeignet,  durch  Yergleichung 
seiner  wahren  Werthe,  wie  sie  sich  aus  der  auf  der  rechten  Seite 
von  (22)  befindlichen  Formel  berechnen  lassen,  jede  vorkommende 
Abweichung  vom  M.  und  G.  Gesetze  deutlich  zu  zeigen.  Ich  habe 
diese  Rechnung  für  eine  Reihe  von  Temperaturen  ausgeführt, 
indem  ich  für  r  und  p  die  von  Regnault  gegebenen  Zahlen  an- 
gewandt habe  i). 

Was  zunächst  die  latente  Wärme  betrifft,  so  lässt  sich  nach 
Regnault  2)  die  Wärmemenge  A,  welche  eine  Gewichtseinheit 
Wasser  bedarf,  um  sich  von  0®  bis  P  zu  erwärmen  und  dann  bei 
dieser  Temperatur  zu  verdampfen,  mit  ziemlicher  Annäherung 
durch  folgende  Formel  darstellen : 

(23)  l  =  606,5  +  0,305  t 

Nun  ist  aber  zufolge  der  Bedeutung  von  l: 

t 
(23  a)  l,  =  r^Jcdt 

0 

und  für  die  hierin  vorkommende  Grösse  c,  welche  die  specifische 
Wärme  des  Wassers  bezeichnet,  hat  Regnault  in  einer  anderen 
Arbeit^)  folgende  Formel  gegeben: 

(23  b)  c  =  1  +  0,00004 .  t  +  0,0000009 .  P. 

0 

Mit  Hülfe  dieser  beiden  Gleichungen  erhält  man  aus  (23)  für  die 
latente  Wärme  den  Ausdruck: 


1)  Mem.  dt  VAcad,  de  VInst  de  France  T.  XXL    (1847). 
3)  A.  a.  0.  Mim.  IX,  auch  Po  gg.  Ann.  Bd.  78. 
»)  A.  a,  0.  Mim,  X. 
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(24)      r  =  606,5  —  0,695 .  t  —  0,00002 .  P  —  0,0000003 .  P  i). 

Was  ferner  den  Druck  betrifft,  so  hat  Regnault'),  um  aus 
seinen  zahlreichen  Beobachtungen  die  wahrscheinlichsten  Werthe 
zu  erhalten,  eine  graphische  Darstellung  zu  Hülfe  genommen, 
indem  er  Curven  construirt  hat,  deren  Abscissen  die  Temperatur, 
und  deren  Ordinaten  den  Druck  p  bedeuten,  und  welche  in  ver- 
schiedenen Absätzen  von  —  33®  bis  +  230®  gehen.  Von  100<^  bis 
230®  hat  er  auch  noch  eine  Curve  gezeichnet,  deren  Ordinaten 
nicht  p  selbst,  sondern  die  Logarithmen  von  p  bedeuten.  Aus 
dieser  Darstellung  haben  sich  folgende  Werthe  ergeben ,  welche 
als  das  unmittelbarste  Resultat  seiner  Beobachtungen  zu  be- 
trachten sind,  während  die  anderen  in  dem  Memoire  enthaltenen 
vollständigeren  Tabellen  aus  Formeln  berechnet  sind,  deren  Wahl 
nnd  Bestimmung  erst  auf  diesen  Werthen  beruht 


')  Kegnault  hat  bei  dem  grössten  Theile  Beiner  VerBuche  nicht  so- 
wohl die  latent  werdende  Wärme  bei  der  Yerdampfang,  als  vielmehr  die 
beim  Niederschlagen  des  Dampfes  frei  werdende  Wärme  beobachtet,  und 
es  kann  daher,  nachdem  oben  gezeigt  ist,  dass,  wenn  der  Grandsatz  über 
dieAeqnivalenz  von  Wärme  und  Arbeit  richtig  ist,  die  Wärmemenge,  welche 
ein  Dampfquantum  beim  Niederschlagen  abgiebt,  nicht  immer  dieselbe  zu 
sein  braucht,  wie  die,  welche  es  früher  bei  seiner  Bildung  verschluckt  hat, 
die  Frage  entstehen,  ob  nicht  auch  bei  den  Regn au It' sehen  Versuchen 
solche  Unterschiede  eingetreten  seien,  so  dass  die  angegebene  Formel  für 
r  dadurch  unzuverlässig  werde.  Ich  glaube  indessen,  dass  dieses  verneint 
werden  kann,  indem  Regnault  es  so  eingerichtet  hat,  dass  das  Nieder- 
schlagen des  Dampfes  unter  demselben  Drucke  geschehen  ist,  wie  seine 
Entstehung,  d.  h.  nahe  imter  dem  Drucke,  welcher  der  zugleich  beobach- 
teten Temperatur  als  Maximum  entsprach,  und  in  diesem  Falle  musste  beim 
Niederschlagen  eben  so  viel  Wärme  erzeugt  werden,  wie  bei  der  Entstehung 
rerbraacht  wurde. 

[In  einer  späteren  Abhandlung  habe  ich  vorgeschlagen,  für  die  latente 
Wärme  statt  der  Gleichung  (24)  die  folgende  Gleichung  anzuwenden: 

r  =  607  —  0,708.  ^ 

welche  für  r  sehr  nahe  dieselben  Werthe  giebt,  wie  die  Gleichung  (24), 
und  in  den  Rechnungen  bequemer  ist.    1864.] 
2)  A.  a.  0.  Mem, .  VIIL 
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IL 


t  in  Cent-Gr. 

des  Luft- 
thermometers. 


p  in 
Millimeter. 


200 

10 

0 

.10 
20 
30 
40 
50 
60 
70 
80 
90 

100 


0,91 

2,08 

4,60 

9,16 

17,39 

31,55 

54,91 

91,98 

148,79 

233,09 

354,64 

525,45 

760,00 


t  in  Cent-Gr. 

des  Luft- 
thermometers. 


p  in  Millimeter, 


1100 

120 

130 

140 

150 

160 

170 

180 

190 

200 

210 

220 

230 


nach  der 

nach  der 

Curve  der 

Curve  der  Lo- 

Zahlen. 

garithmen  ^). 

1078,7 

1073,3 

1489,0 

1490,7 

2029,0 

2030,5 

2713,0 

2711,5 

3572,0 

3578,6 

4647,0 

4651,6 

5960,0 

5956,7 

7545,0 

7537,0 

9428,0 

9425,4 

11660,0 

11679,0 

14308,0 

14325,0 

17390,0 

17390,0 

20915,0 

20927,0  a) 

Um  nun  mit  diesen  Daten  die  beabsichtigte  Rechnung  auszu- 
führen, habe  ich  zuerst  nach  der  vorstehenden  Tabelle  dieWerthe 

von  —  •  ^  für  die  Temperaturen  —  15o,  —  5«,  5®,  lö«  etc.  be- 
stimmt,  und  zwar  auf  folgende  Weise.     Da  die  Grösse  —  -^  mit 


1)  Es  sind  in  dieser  Columne  statt  der  durch  die  Curve  unmittelbar 
gegebenen  und  von  Regnault  angeführten  Logarithmen y  die  dazu  gehö- 
rigen Zahlen  mitgetheilt,  um  sie  besser  mit  den  Werthen  der  vorhergehen* 
den  Celumne  vergleichen  zu  können. 

^  [Es  wäre  bequemer  gewesen,  diejenigen  Werthe  der  Dampfspan- 
nungen anzuwenden,  \velche  Regnault  mit  Hülfe  von  empirischen  Formeln 
von  Grad  zu  Grad  berechnet  und  in  seiner  bekannten  grossen  Tabelle  zu- 
sammengestellt hat.  Ich  fand  aber,  nachdem  ich  einen  derartigen  Versuch 
gemacht  hatte,  dass  es  für  die  hier  beabsichtigte  Untersuchung  zweckmäs- 
siger sei,  auf  die  oben  angeführten  Werthe,  welche  ohne  empirische  Formel 
durch  unmittelbare  Abmessung  an  den  nach  den  Beobachtungen  gezeichne- 
ten Curven  gefunden  sind,  zurückzugehen,  weil  gerade  diese  Werthe,  welche 
das  Ergebniss  der  Beobachtungen  in  möglichster  Reinheit  darstellen,  zur 
Vergleichung  mit  theoretischen  Resultaten  besonders  geeignet  sind.  1864.] 
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wachsender  Temperatur  nur  langsam  abnimmt,  habe  ich  die 
Abnahme  in  jedem  Intervall  von  10  Graden ,  also  von  —  20^  bis 
—  10®  von  — 10®  bis  0®  etc.  als  gleichförmig  betrachtet,  so  dass 
ich  den  z.  B.  für  25®  geltenden  Werth  als  das  Mittel  aus  allen 
zwischen  20®  und  30®  vorkommenden  Werthen  ansehen  konnte. 

Dann  konnte  ich  mich,  da  -—  •  ^  =     ^  ..f^^  ist ,  folgender  For- 

p    dt  dt 

mel  bedienen: 


logjj  — logjp 
'1    <?i>^_       30®       20® 
'         ^  10 

25® 


Kp'dtJ  — 


oder  auch: 


Log  p— Log  p 
/J_    dp\  __       30®       20® 

(^^)  \p' dt)~     iö::^ 

25® 

worin  Log  das  Zeichen  der  Briggs'schen  Logarithmen  und  M  der 

Modulns  dieses  Systems  ist.    Mit  Hülfe  dieser  Werthe  von  —  -^ 

p    dt 

und  der  durch  Gleichung  (24)  gegebenen  Werthe  von  r,  so  wie 
endlich  des  Werthes  273  von  a  sind  die  Werthe,  welche  die  For- 
mel auf  der  rechten  Seite  von  (22)  und  somit  auch  der  Ausdruck 

Ap{^ — <^)      ,   .    für  die  Temperaturen  —  15®,  —  5®,  5®  etc.  an- 

nimmt,  berechnet  und  finden  sich  in  der  zweiten  Golumne  der 
nachstehenden  Tabelle  angeführt  Bei  den  Temperaturen  über 
100®  sind  die  beiden  oben  für  p  mitgetheilten  Zahlenreihen  ein- 
zeln benutzt,  und  die  dadurch  gefundenen  doppelten  Resultate 
neben  einander  gestellt.  Die  Bedeutung  der  dritten  und  vier- 
ten' Golumne  wird  gleich  weiter  unten  noch  näher  bezeichnet 
werden. 
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III. 

1. 

•              ^1             J         ^*t 

^^(^      ^)a+r 

4. 

%  in  Cent.-Gr. 

des  Luft- 

2. 

3. 

Differenzen. 

thermometers. 

nach  den  Beobach- 

nach  der  Glei- 

tungSTverthen. 

chung  (27). 

-  150 

30,61 

30,61 

0,00 

-    5 

29,21 

30,54 

4-1,33 

5 

30,93 

30,46 

—  0,47 

15 

80,60 

30,38 

—  0,22 

25 

30,40 

30,30 

—  0,10 

35 

30,23 

30,20 

—  0,03 

45 

30,10 

30,10 

0,00 

55 

29,98 

30,00 

+  0,02 

65 

29,88 

29,88 

0,00 

75 

29,76 

29,76 

0,00 

85 

29,65 

29,63 

—  0,02 

95 

29,49 

29,48 

—  0,01 

105 

29,47         29,50 

29,33 

-0,14          --0,17 

115 

29,16         29,02 

29,17 

+  0,01          +  0,16 

125 

20,89         28,93 

28,99 

-i-  0,10          +  0,06 

135 

28,88         29,01 

28,80 

—  0,08          —  0,21 

145 

28,65         28,40 

28,60 

—  0,06          +  0,20 

155 

28,16         28,25 

28,38 

+  0,22          +  0,1S 

165 

28,02         28,19 

28,14 

4-  0,12          —  0,05 

175 

27,84         27,90 

27,89 

4-  0,05          -  0,01 

185 

27,76         27,67 

27,62 

—  0,14          —  0,05 

195 

27,46         27,20 

27,33 

—  0,12          +  0,13 

205 

26,89         26,94 

27,02 

+  0,13          -1-  0,08 

215 

26,56         26,79 

26,68 

+  0,12          -  0,11 

225 

26,64         26,50 

26,32 

-  0,32          —  0,18 

Man  sie 

bt  in  dieser  Tabelle 

BOfirleich.  dai 

58    >l  «  (fi  —  «i\        ^ 

nicht  wie  es  sein  müsste,  wenn  das  M.  und  ö.  Gesetz  gültig  wäre, 
constant  ist,  sondern  mit  der  Temperatur  entschieden  abnimmt. 
Zwischen  35o  und  95®  zeigt  sich  diese  Abnahme  sehr  gleichförmig. 
Vor  350,  besonders  in  der  Nähe  von  0°,  finden  bedeutende  Un- 
regelmässigkeiten  statt,   die  sich  aber  einfach  daraus  erklären 


.,^" 
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lassen,  dass  hier  der  Druck  p  und  sein  Diflferentialquotient  -^ 

sehr  klein  sind,  und  daher  geringe  Ungcnauigkeiten,  die  ganz  in 
die  G ranzen  der  Beobachtungsfehler  fallen,  doch  verhältnissmässig 
bedeutend  werden  können.  Dazu  kommt  noch,  dass  die  Gurve, 
durch  welche,  wie  oben  erwähnt,  die  einzelnen  Werthe  von  p  be- 
stimmt wurden ,  nicht  in  einem  Zuge  von  —  33®  bis  100^  gezeich- 
net, sondern  der  Kaumersparniss  wegen  bei  0^  gebrochen  ist,  so 
dass  sich  bei  dieser  Temperatur  der  Gang  der  Gurve  nicht  so 
zuverlässig  bestimmen  liess,  als  innerhalb  der  einzelnen  Stücke 
unter  0®  und  über  0^,  Nach  der  Art,  wie  die  Abweichungen  in 
der  vorstehenden  Tabelle  sich  zeigen,  scheint  es,  als  ob  der  bei 
0»  angenommene  Werth  von  p,  nämlich  4"",  60  etwas  zu  gross 

sei,  denn  dadurch  mussten  die  Werthe  von  Ap(s  —  6) für 

die  Temperaturen  zunächst  unter  0^  zu  klein  und  für  die  über  0^ 
zu  gross  werden*).  —  lieber  100®  hinaus    nehmen   die  Werthe 


^)  [Es  iflt  nämhch  zu  bedeaken,  dass  die  Werthe  von  Ap  (s — <r)  — ; — 

ar 
nach  der  in  Gleichung  (22)  gegebenen  Formel  z — ^    berechnet 

sind.  Wenn  nun  der  für  O^'  angenommene  Werth  von  p  und  demgemäss 
auch  der  Werth  von  logp  zu  gross  ist,  so  ist  anzunehmen,  dass  die  Werthe 

des  Differentialcoefficienten  von  logp,  also  der  Grösse  —  .  -J^.  unmittelbar 

p     dt 

unter  0®  zu  gross,   und  unmittelbar  über  0^  zu  klein   ausfallen,    wodurch 

dann  die  Werthe  der   obigen  Formel,   welche  — -=~    im  Nenner   enthält, 

p    dt  ' 

in  umgekehrter  Weise  unrichtig  werden  müssen.  In  Bezug  auf  die  Tempe- 
raturen unter  0^  ist  auch  noch  ein  anderer  Umstand  zur  Sprache  zu  brin- 
gen. Ich  habe  bei  meinen  Rechnungen  die  von  Regnault  für  die  Dampf- 
spannung p  gegebenen  Beobachtungswerthe  auch,  bei  den  Temperaturen 
unter  0^  auf  den  Fall  bezogen,  wo  der  Dampf  mit  flüssigem  Wasser  in  Be- 
rührung ist,  was  möglich  ist,  da  das  Wasser  unter  geeigneten  Umständen 
bis  tief  unter  0^  flüssig  bleiben  kann.  Demgemäss  habe  ich  unter  der  im 
Zahler  der  Formel  vorkommenden  Grösse  r  bei  allen  Temperaturen  die 
Wannemenge  verstanden,  welche  bei  der  Verdampfung  von  flüssigem  Wasser 
verbraucht  wird.  Nimmt  man  dagegen  an,  dass  jene  für  ^gegebenen  Be- 
obachtungswerthe bei  den  Temperaturen  unter  0^  auf  den  Fall  zu  beziehen 
sind,  wo  der  Dampf  mit  Eis  in  Berührung  ist,  so  muss  man  bei  diesen 
Temperaturen  unter  r  die  Wäimemenge  verstehen,  welche*  bei  der 
Verdampfung   von  Eis   verbraucht  wird.     Für  die    Temperatur  0^  selbst 

• 
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dieses  Ausdrucks  ebenfalls  nicht  so  regelmässig  ab,  wie  zwischen 
35^  und  95®,  doch  zeigen  sie  wenigstens  im  Allgemeinen  einen 
entsprechenden  Gang,  und  besonders,  wenn  man  eine  graphische 
Darstellung  ausfuhrt,  findet  man,  dass  die  Curve,  welche  inner- 
halb jenes  Intervalls  fast  genau  die  Puncte  verbindet,  welche 
durch  die  in  der  Tabelle  enthaltenen  Zahlen  bestimmt  werden, 
sich  auch  darüber  hinaus  bis  230®  ganz  natürlich  so  fortsetzen 
lässt,  dass  diese  Puncte  gleichmässig  auf  beiden  Seiten  vertheilt 
liegen. 

Der  Gang  dieser  Curve  kann  in  der  ganzen  Ausdehnung  der 
Tabelle  ziemlich  genau  durch  eine  Gleichung  von  der  Form 

(26)  Äp(s  —  6)  -q-T  =  m  —  ne^' 

ausgedrückt  werden,  worin  e  die  Basis  der  natürlichen  Logarith- 
men bedeutet,  und  m,  n  und  k  Constante  sind.  Wenn  die  letz- 
teren aus  den  Werthen,  welche  die  Curve  für  45®,  125®  und  205® 
giebt,  bestimmt  werden,  so  kommt: 

(26a)  m  —  31,549;    n  =  1,0486;    k  =  0,007138, 


erhält  man  diese  letztere  Wärmemenge,  wenn  man  zu  der  bei  der  Verdam- 
pfung von  flüssigem  Wasser  verbrauchten  Wärme  einfach  die  latente 
Schmelzwärme  hinzuaddirt,  also  606,5  4-  79  =  685,5.  Für  Temperataren 
unter  0®  ist  dieses  Verfahren  zwar  nicht  ganz  streng  richtig ,  indessen  muss 
es,  wenn  bei  seiner  Ausführung  auch  die  Verschiedenheiten ,  welche  in  der 
latenten  Schmelzwärme  bei  verschiedenen  Temperaturen  vorkommen,  mit 
berücksichtigt  werden,  sehr  nahe  richtig  sein.    Wenn  man  auf  diese  Weise 

den  für  —  5®  geltenden  Werth  von  Ap  {s  —  c)  — ^ —  nach  der  obigen  For- 

mel  berechnet,  so  erhält  man  statt  der  aus  der  früheren  Rechnung  gefun- 
denen Zahl  29,21  die  Zahl  32,93.  Vergleicht  man  diese  Zahl  32,93  mit  der 
Reihe  von  Zahlen,  welche  sich  auf  die  über  0®  liegenden  Temperaturen  5®, 
15®  etc.  beziehen,  so  findet  man,  dass  sie  vom  Gange  derselben  in  entgegen- 
gesetztem Sinne  und  zwar  noch  etwas  stärker  abweicht,  als  die  früher  be- 
rechnete Zahl  29,21.  Es  finden  also  sowohl  bei  der  einen  als  auch  bei  der 
anderen  Auffassung  der  Reg nault 'sehen  Beobachtungswerthe  Unregelmässig- 
keiten im  Gange  der  Zahlen  statt.  Das  Eintreten  solcher  Unregelmässig- 
keiten bei  tiefen  Temperaturen  erklärt  sich,  wie  schon  gesagt,  daraus,  dass 
bei  den  tiefen  Temperaturen  die  Dampfspannungen  so  klein  sind,  daa 
Beobachtungsfehler,  die,  absolut  genommen,  sehr  unbedeutend  sind,  doch 
relativ  bedeutend  werden  können,  und  es  ist  daher  auf  die  den  tiefen  Tem- 
peraturen entsprechenden  Zahlen  der  obigen  Tabelle  ein  geringeres  Ge- 
wicht zu  legen,  als  auf  die  den  mittleren  und  höheren  Temperaturen  ent- 
sprechenden Zahlen.    1864.] 
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und  wenn  man  zur  Bequemlichkeit  noch  Briggs'sche  Logarithmen 
einiiihrt,  so  erhält  man: 

(27)  Log  r  31,549  —  Ap{s  —  6)  ^-^1  =  0,0206  +  0,003100 1 

Nach  dieser  Gleichung  sind  die  in  der  dritten  Golumne  enthalte- 
nen Zahlen  berechnet,  und  in  der  vierten  sind  die  Differenzen 
hinzugefugt,  welche  diese  Zahlen  mit  den  in  der  zweiten  befind- 
lichen bilden. 

Aus  dem  Vorstehenden  lässt  sich  nun  leicht  eine  Formel 
ableiten,  aus  welcher  man  noch  bestimmter  erkennen  kann,  in 
welcher  Weise  das  Verhalten  des  Dampfes  vom  M.  und  G.Gesetze 
abweicht  Unter  Annahme  dieses  Gesetzes  würde  man,  wenn  ps^ 
den  bei  0^  geltenden  Werth  von  ps  bedeutet,  nach  (20)  setzen 
müssen : 

ps  g-f  ^ 

and  würde  also  für  den  Differentialquotienten  -j:  (■^)  einecon- 

stante  Grösse,  nänüich  den  bekannten  Ausdehnungscoefficienten 

^=0,003665  erhalten.  Statt  dessen  ergiebt  sich  aus  (26),  wenn 
a 

man  darin  für  5  —  <5  einfach  s  setzt,  die  Gleichung : 

(28)  ps_^m^n.e**    a±t_ 
^   '                          pso  m-^n  a 

and  daraus  folgt: 

(29)  ^  (S±\  =  1     m-n[l+ft(a  +  <)]g*\ 
^    ^               dt  \p8oJ        a  m — n 

Der  Differentialquotient  ist  also  nicht  eine  Constante,  sondern 
eine  mit  wachsender  Temperatur  abnehmende  Function ,  welche, 
nachdem  man  für  m,  n  und  k  die  in  (26a)  mitgetheilten  Zahlen 
eingesetzt  hat,  unter  anderen  folgende  Werthe  annimmt: 


5* 
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IV. 


t. 

d  (p8\ 
dt  \p8o/' 

t. 

d  (ps\ 
dt  ^P8q/ 

*. 

dt  VpV 

00 

0,00342 

70» 

0,00307 

140« 

0,00244 

10 

0,00338 

80 

0,00300 

150 

0,00231 

20 

0/)0334 

90 

0,00293 

160 

0,00217 

SO 

0,00329 

100 

0,00285 

170 

0,00203 

40 

0,00325 

110 

0,00276 

180 

0,00187 

50 

0,00319 

120 

0,00266 

190 

0,00168 

60 

0,00314 

130 

0,00256 

200 

0,00149 

Man  sieht  hieraus,  dass  die  Abweichungen  vom  M.  und  6. 
Gesetze  bei  niedrigen  Temperaturen  nur  gering  sind,  bei  höheren 
aber,  z.  B.  bei  100<>  und  darüber  hinaus ,  nicht  mehr  vernachläs- 
sigt werden  dürfen. 

Es  kann  vielleicht  auf  den  ersten  Blick  auffallend  erscheinen, 

dass  die  gefundenen  Werthe  von  -7-,  (—jfcZeiw^r  sind,  als  0,003665, 

während  man  doch  weiss,  dass  unter  den  Gasen,  bei  denjenigen, 
die  vorzugsweise  vom  M.  und  G.  Gesetze  abweichen,  wie  die  Koh- 
lensäure und  die  schwefelige  Säure,  der  Ausdehnungscoefücient 
nicht  Meiner y  sondern  grösser  ist,  als  jene  Zahl.  Man  darf  jedoch 
den  vorher  berechneten  Differentialquotienten  nicht  ganz  gleich- 
stellen mit  dem  Ausdehnungscoefficienten  im  wörtlichen  Sinne, 
welcher  sich  auf  die  Vermehrung  des  Volumens  bei  constantem 
Drucke  bezieht,  auch  nicht  mit  der  Zahl,  welche  man  erhält,  wenn 
man  bei  der  Erwärmung  das  Volwmen  constant  lässt,  und  dann  die 
Zunahme  der  Expansivkraft  beobachtet,  sondern  es  handelt  sich 
hier  um  einen  dritten  besonderen  Fall  des  allgemeinen  Differen- 
tialquotienten 37  (■^^j»  nämlich  um  den,  wo  zugleich  mit  der 

Erwärmung  der  Druck  in  so  starkem  Verhältnisse  wächst,  wie  es 
beim  Wasserdampfe  geschieht,  wenn  dieser  im  Maximum  seiner 
Dichte  bleibt;  und  diesen  Fall  müssen  wir  auch  bei  der  Kohlen- 
säure betrachten,  wenn  wir  eine  Vergleichung  anstellen  wollen. 

Der  Wasserdampf  hat  bei  etwa  108«  eine  Spannkraft  von  1" 
und  bei  129|ö  eine  solche  von  2".    Wir  wollen  daher  untersuchen, 
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wie  sich  die  Kohlensäure  verhält,  wenn  sie  sich  auch  um  21|<^  er- 
wärmt, und  dabei  der  Druck  von  l"  bis  2"  vermehrt  wird.  Nach 
Regnaulti)  ist  der  Ausdehnungscoefficient  der  Kohlensäure  bei 
constantem  Drucke,  wenn  dieser  760""  beträgt,  0,003710,  und 
wenn  er  2520""  beträgt,  0,003846.  Für  einen  Druck  von  1500-", 
(dem  Mittel  zwischen  l"  und  2"),  erhält  man  daraus,  wenn  man 
die  Zunahme  des  Ausdehnungscoefticienten  als  proportional  der 
Druckzunahme  betrachtet,  den  Werth  0,003767.  Würde  also  die 
Kohlensäure  unter  diesem  mittleren  Drucke  von  0^  bis  21|®  er- 

wärmt,  so  würde  dabei  die  Grösse  -^—  von   1   zu  1  +  0,003767 

X  21,5  =  1,08099  anwachsen.  —  Ferner  ist  aus  anderen  Ver- 
suchen vonRegnault^)  bekannt,  dass,  wenn  Kohlensäure,  welche 
sich  bei  einer  Temperatur  von  nahe  0®  unter  dem  Drucke  von  1* 
befunden  hat,  mit  einem  Drucke  von  l",  98292  belastet  wird, 
dabei  die  Grösse  pv  im  Verhältnisse  von  1  :  0,99146  abnimmt, 
woraus  sich  bei  einer  Druckvermehrung  von  1"  zu  2"  eine  Ab- 
nahme im  Verhältnisse  von  1  :  0,99131  ergiebt.  —  Wenn  nun 
beides  gleichzeitig  stattfindet,  die  Temperaturerhöhung  von  0^ 
bis  21|<>  und  die  Druckzunahme  von  1"  zu  2",  so  muss  dabei  die 

Grösse  -^  sehr  nahe   von  1  zu  1,08099  X  0,99131  =  1,071596 

pvo 

anwachsen,  und  daraus  erhält  man  als  mittleren  Werth  des  Dif- 


ferentialquotienten -=-(.£— j: 


'•'oVf '  =  0.00333. 

^1,0 

Man  sieht  also,  dass  man  für  den  Fall,  auf  den  es  hier  ankommt, 
schon  bei  der  Kohlensäure  einen  Werth  erhält,  der  kleiner  als 
0,003665  ist,  und  es  kann  daher  jenes  Resultat  beim  Dampfe  im 
Maximuin  seiner  Dichte  um  so  weniger  befremden. 

Wollte  man  dagegen  den  eigentlichen  Ausdehnnngscoefficien- 
ten  des  Dampfes  bestimmen,  also  die  Zahl,  welche  angiebt,  um 
wie  viel  ein  Dampfquantum  sich  ausdehnt,  wenn  es  bei  einer  be- 
stimmten Temperatur  im  Maximum  seiner  Dichte  genommen,  und 
dann  getrennt  von  Wasser,  unter  constantem  Drucke  erwärmt 


1)  Mem.  de  VAcad.  T.  XXI,  Mim,  l 
s)  A.  a.  0.  Mim.  VL 
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wird,  80  würde  man  gewiss  einen  Werth  erhalten,  der  grösser  und 
vielleicht  beträchtlich  grösser  wäre,  als  0,003665.  — 

Aus  der  Gleichung  (26)  ergeben  sich  leicht  die  relativen  Vo- 
lumina einer  Gewichtseinheit  Dampf  im  Maximum  seiner  Dichte 
für  die  verschiedenen  Temperaturen ,  bezogen  auf  das  Volumen 
bei  einer  bestimmten  Temperatur.  Um  auch  die  absoluten  Volu- 
mina aus  ihr  mit  hinlänglicher  Genauigkeit  berechnen  zu  können, 
müsste  der  Werth  der  Gonstanten  A  mit  mehr  Sicherheit  bekannt 
sein,  als  es  bis  jetzt  der  Fall  ist  ^). 

Es  fragt  sich  nun,  ob  sich  vielleicht  anderweitig  ein  einzel- 
,  nes  Volumen  mit  Zuverlässigkeit  angeben  lässt,  um  dadurch  auch 
für  die  übrigen  aus  den  relativen  Werthen  auf  die  absoluten 
schliessen  zu  können.  Man  hat  freilich  über  das  specifische  Ge- 
wicht des  Waaserdampfes  schon  mancherlei  Versuche  angestellt, 
doch  glaube  ich,  dass  für  den  besonderen  Fall,  um  den  es  sich 
hier  handelt,  wo  der  Dampf  sich  im  Maximum  der  Dichte  be- 
findet, die  Resultate  noch  nicht  entscheidend  sind.  Die  Zahlen, 
welche  man  gewöhnlich  anführt,  besonders  die  von  Gay-Lussac 
gefundene  0,6235,  stimmen  ziemlich  gut  mit  dem  theoretischen 
Wertbe  überein,  welchen  man  erhält,  wenn  man  annimmt,  dass 
2  Maass  Wasserstoff  und  1  Maass  SauerstoflF  bei  ihrer  Verbin- 
dung 2  Maass  Wasserdampf  geben,  also  mit  dem  Werthe 

2  X  0.06926  +  1,10563  ^^^22 

Jene  Zahlen  beruhen  aber  auf  Beobachtungen,  welche  nicht  bei 
den  Temperaturen  angestellt  wurden,  bei  denen  der  stattfindende 
Druck  dem  Maximum  der  Expansivkraft  gleich  war ,  sondern  bei 
höheren  Temperaturen.  In  diesem  Zustande  mochte  der  Dampf 
dem  M.  und  G.  Gesetze  schon  beinahe  folgen,  und  man  kann  sich 


')  [Zu  der  Zeit,  als  ich  dieses  schrieb,  hatte  Joule  ^noch  nicht  ang^e» 
geben,  welchen  Werth  er  als  das  wahrscheinlichste  Resultat  aller  seiner 
Versuche  über  das  mechanische  Aequivalent  der  Wärme  betrachtet  Die  aus 
seinen  verschiedenen  Beobachtungsmethoden  hervorgegangenen  Werthe, 
von  denen  einige  am  Schlüsse  dieser  Abhandlung  angeführt  werden,  stim- 
men zwar,  in  Anbetracht  der  Schwierigkeit  der  Versuche,  gut  genug  unter 
einander  überein,  um  über  die  Richtigkeit  des  Satzes  von  der  Aequivalenz 
von  Wärme  und  Arbeit  keinen  Zweifel  zu  lassen,  aber  doch  nicht  so  gut, 
dass  ich  aus  ihnen  einen  Werth  h&tte  entnehmen  können,  der  sich  mit  hin- 
länglicher Sicherheit  zur  Berechnung  der  Dampfvolumina  hätte  benutzen 
lassen.    1864.] 


f 
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daraus  die  üebereinstiminung  mit  dem  theoretischen  Werthe  er- 
klären.    Von  hier  ans  über  bis  zu  dem  Zustande  des  Maximums 
der  Dichte  unter  Anwendung  desselben  Gesetzes  zurückschliessen 
zu   wollen,  würde  unseren   früheren  Resultaten   widersprechen, 
indem  die  Tabelle  IV.  bei  den  Temperaturen,  auf  welche  sich  diese 
Bestimmungen  beziehen,  schon  zu  bedeutende  Abweichungen  von 
dem  Gesetze  zeigt.     In  der  That  haben  auch  solche  Versuche, 
bei  denen  der  Dampf  wirklich  im  Maximum  der  Dichte  beobach- 
tet wurde,  meistens  grössere  Zahlen  gegeben,  und  Regnault  hat 
sich  dayon  überzeugt  ^) ,  dass  man  selbst  bei  einer  Temperatur 
Ton  wenig  über  30<>  für  den  Fall,  wo  der  Dampf  sich  im  leeren 
Baume  entwickelt,  erst  dann  eine  genügende  Uebereinstimmung 
mit  dem  theoretischen  Werthe  findet,   wenn  die  Spannkraft  des 
Dampfes  nur  noch  0,8  von  derjenigen  beträgt,  die  der  gleichzeitig 
stattfindenden  Temperatur  als  Maximum  entspricht.   Bei  yerhält- 
nissmässig  grösserer  Spannung  werden  die  Zahlen  zu  gross.    Eine 
definitive  Entscheidung  kann  indessen  diese  Erfahrung  noch  nicht 
geben,  da  es,  wie  Regnault  anführt,  zweifelhaft  ist,  ob  die  Ab- 
weichung^ wirklich  von  einem  zu  grossen  specifischen  Gewichte 
des  entvrickelten  Dampfes,   oder  von  einer  an  den  Wänden  des 
Glasballons  condensirt  gebliebenen  Quantität  Wasser  herrührte. 
Andere  Versuche,  welche  so  angestellt  wurden,  dass  der  Dampf 
sich  nicht  im  leeren  Räume  entwickelte,  sondern  einen  Luftstrom 
bis  zur  Sättigung  schwängerte,  gaben  Resultate,  die  von  jener 
Unregelmässigkeit  ziemlich  frei  waren'),   doch  erlauben  diese 
wieder,  so  wichtig  sie  in  anderer  Beziehung  sind,  keinen  sicheren 
Schluss  auf  das  Verhalten  des  Dampfes  im  leeren  Räume. 

Bei  dieser  Unsicherheit  kann  vielleicht  die  folgende  Betrach- 
tung dazu  dienen,  die  Lücke  einigermaassen  auszufüllen.  Die 
Tabelle  IV.  zeigt,  dass  der  Dampf  im  Maximum  der  Dichte  sich 
dem  M.  und  G.  Gesetze  um  so  mehr  zuwendet,  je  niedriger  die 
Temperatur  ist,  und  daraus  muss  man  schliessen,  dass  auch  das 
specifische  Gewicht  für  niedere  Temperaturen  dem  theoretischen 
Werthe  näher  kommt,  als  für  höhere.  Wenn  man  also  z.  B.  für 
0^  jenen  W^erth  0,622  als  richtig  annimmt,  und  dann  die  entspre- 
chenden Werthe  von  d  für  höhere  Temperaturen  mittelst  der 
folgenden  aus  (26)  abgeleiteten  Gleichung 


1)  Ann.  de  chim,  et  de  phys.  Iir,  S4r,  T,  XV,  p.  U8. 

2)  A.  a.  O.  S.  168  S. 
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(30) 


d  =  0,G22  . 


m — n 


') 


m  —  we*' 

berechuet,  so  erhält  man  schon  viel  wahrscheinlichere  Zahlen, 
als  wenn  man  0,622  für  alle  Temperaturen  beibehalten  wollte. 
Die  folgende  Tabelle  giebt  einige  derselben. 

V. 


t 

00. 

1 
500. 

100«. 

1500. 

2000. 

d. 

0,622 

0,631 

0,645 

0,666 

0,698 

Streng  genommen  müsste  man  noch  weiter  gehen.  In  der  Ta- 


belle in.  sieht  man,  dass   die  Werthe  von  Ap(s  —  0) — r-  sich 

^)  [Die  Grosse  d  bedeutet  die  Dichtigkeit  des  Dampfes,  verglichen  mit 
atmosphärisoher  Lafb  von  derselben  Temperatur  und  unter  demselben  Drucke. 
Stelle  nim  «,  wie  bisher,  das  Volumen  einer  Gewichtseinheit  des  Dampfes, 
and  V  das  Volumen  einer  Gewichtseinheit  Luft  von  derselben  Temperator 
und  unter  demselben  Drucke  dar,  so  kann  man  setzen : 

8 

Nun  ist  nach  dem  M.  und  G.  Gesetze,   wenn  p^  und  Vq  sich  auf  die  Tem- 
peratur 00  beziehen: 

_PoVo    a+t 
p  a 

Femer  ist  nach  Gleichung  (26),  wenn  man  darin  a  vernachlässigt: 


s  = 


a  +  t 


(w  — n€*0 . 


Äp        a 
Diese  Werthe  von  v  und  8  in  den  obigen  Bruch  eingesetet,  giebt: 

m  —  n«*' 

Bezeichnet  man  den  für  oo  geltenden  Werth  von  d  mit  d^,  so  kommt:. 

,    _  ApoVo 
v*o  —  "z: > 

und  wenn  man  mittelst  dieser  Gleichung  das  Product  APqVq  aus  der  vori- 
gen eliminirt,  so  geht  dieselbe  über  in: 

Hierin  braucht  man   nur  noch  für  (Jq  den  Werth  0,622  zu  setzen,  um  zur 
Gleichung  (30)  zu  gelangen.    1864.] 
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mit  abnehmender  Temperatur  einem  Gränzwerthe  nähern,  der 
bei  den  niedrigsten  Temperaturen  der  Tabelle  noch  nicht  erreicht 
ist,  und  für  diesen  Gränzwerth  darf  man  eigentlich  erst  die  Gül- 
tigkeit des  M.  und  G.  Gesetzes  zugestehen,  und  das  specifische 
Gewicht  zu  0,622  annehmen.  Es  fragt  sich  nun,  welches  dieser 
Gränzwerth  ist.  Könnte  man  die  Formel  (26)  auch  für  die 
Temperaturen  unter  — 15®  als  zuverlässig  betrachten,  so  brauchte 
man  nur  den  Werth  zu  nehmen,  welchem  sie  sich  asymptotisch 
nähert,  9ii  =  31,549,  und  man  könnte  daher  an  die  Stelle  von  (SO) 
die  Gleichung 

r 

(31)  d  =  0,622 ^^- 

setzen.  Daraus  würde  für  0®  schon  ein  specifisches  Gewicht  von 
0,643  anstatt  0,622  folgen,  und  in  demselben  Verhältnisse  müsste 
man  auch  die  übrigen  Zahlen  der  vorigen  Tabelle  vergrössern. 
Zu  einer  so  ausgedehnten  Anwendung  der  Formel  (26)  sind  wir 
jedoch  nicht  berechtigt,  da  sie  nur  empirisch  aus  den  in  der  Ta- 
belle in.  enthaltenen  Werthen  abgeleitet  ist,  und  unter  diesen 
schon  die  zu  den  niedrigsten  Temperaturen  gehörigen  ziemlich 
unsicher  sind.     Wir  müssen  daher  vorläufig  den  Gränzwerth  von 

Ä(8  —  6) — — :  als  unbekannt  betrachten,  und  uns  mit  einer 
"^  a  +  t  ' 

Annäherung  der  Art  begnügen,  wie   sie  die  Zahlen  der  vorigen 
Tabelle  gewähren,  können  aber  wenigstens  den  Schluss  ziehen, 
dass  diese  Zahlen  eher  noch  etwas  zu  klein  als  zu  gross  sind  *). 
Wenn  man  die  Gleichung  (Va.)  mit  der  aus  dem  ersten  Grund- 
sätze abgeleiteten  (III.)  in  Verbindung  setzt,  so  lässt  sich  daraus 

Ä(s  —  ^)  -^  eüminiren,  und  es  kommt: 


dt 


dr   .  ,  r 


(32)  ^4.c-Ä=     ^.. 

dt  a  +  t 

Mittelst  dieser  Gleichung  kann  man  die  Grosse  h,  von  welcher 
schon  oben  gesagt  wurde,  dass  sie  negativ  sei,  näher  bestimmen. 
Setzt  man  nämlich  für  c  und  r  die  in  (23b.)  und  (24)  angeführten 
Ausdrücke,  und  für  a  die  Zahl  273,  so  erhält  man: 

^)  [Eine  Yergleichung  der  hier  auBeinandergefietzten  theoretischen  Be- 
stimmung der  Dampfdichtigkeit  mit  neueren  Beobachtungsresultaten  ist  in 
ZuaaU  C,  mitgetheüt.] 


* 
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/     X     TL      .^  orve        ^06,5  —  0,696 1  —  0,00002 1^  —  0,0000003  P  0 
(33)     Ä  =  0,305  — - 273  4-  t 

und  hieraus  ergeben  sich  für  h  unter  anderen  folgende  Werthe : 

VI. 


t. 

00. 

500. 

1000. 

1500. 

2000. 

h. 

— 1,916 

— 1,465 

— 1,133 

—  0,879 

-  0,676 

") 


In  ähnlicher  Weise,  wie  wir  es  bisher  auf  den  Wasserdampf 
gethan  haben,  könnten  wir  nun  die  Gleichung  (Va.)  auch  auf  die 
Dämpfe  anderer  Flüssigkeiten  anwenden,  und  dann  die  bei  den 
verschiedenen  Flüssigkeiten  erhaltenen  Resultate  wieder  unter- 
einander vergleichen,  wie  es  mit  den  in  Tabelle  I.  enthaltenen 
von  Clapeyron  berechneten  Zahlen  geschehen  ist.  Wir  wollen 
indessen  auf  diese  Anwendungen  hier  nicht  weiter  eingehen  ^). 


^)  [Wendet  man  för  r  die  in  der  Anmerkung  zu  Gleichung  (24)  ange- 
führte vereinfachte  Formel  an,  nämlich: 

r  =  607  —  0,708.*, 

dr 
und  behält  für  die  Summe  37  -f  ^  ^^^  '^^^  Regnault  gegebenen  Werth 

0,305  bei,  so  nimmt  die  Gleichung  für  h  folgende  einfachere  Gestalt  an : 

Ä^ntlOft       g07  -  0,708  .  t 
Ä  =  0,306 ^^^^^ , 

welche  Gleichung  sich  auch  in  die  noch  bequemere  Form 

bringen  lässt.    1864.] 

^)  [Der  Schluss,  dass  die  Grösse  h  negativ  sei,  ist  auch  von  Rankine 
in  einer  fast  gleichzeitig  mit  der  meinigen  erschienenen  Abhandlung  {Trans, 
of  the  Boy.  Soc,  of  Edinh.  Vol.  XX.)  gezogen,  in  welcher  diese  Grösse 
mit  Kt  bezeichnet  ist.  Die  oben  stehende  Gleichung  (32),  welche-  zur  ge- 
nauen numerischen  Berechnung  von  h  dient,  ist  aber  von  Rankine  dort 
nicht  entwickelt,  weil  ihm  der  dazu  nöthige  zweite  Hauptsatz  der  mechani- 
Bchen  Wärmetheorie  fehlte.  Die  von  ihm  zur  Bestimmung  dieser  Grösse 
aufgestellte  Gleichung,  welche  in  seiner  Abhandlung  unter  (80)  angeführt 
ist,  würde  mit  der  von  mir  aus  dem  ersten  Hauptsatze  abgeleiteten  Glei* 
ohung  (HI.)  übereinstimmen,  wenn  nicht  dadurch  eine  Verschiedenheit  ent- 
standen wäre,  dass  Rank  ine  das  M.  und  G.  Gesetz  für  gesättigte  Dämpfe 
als  richtig  vorausgesetzt  hat,  was  ich  nicht  gethan  habe.    1864.] 

')  [Die  zu  solchen  Anwendungen  nöthigen  Beobachtungsdata  waren 
damals  noch  zu  mangelhaft  und  unsicher,  um  ein  weiteres  Verfolgen  des 
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Es  mu88  nun  noch  versacht  werden,  den  numerischen  Werth 

der  Gonstanten  Ä  oder,  was  gebräuchlicher  ist,  des  Bruches  -^, 

also  des  Ärbeüäqmvaientes  für  die  Einheit  der  Wärme  ^)  wenig« 
stens  annähernd  zu  bestimmen. 

Dazu  können  wir  uns  zunächst  der  für  die  permanenten  Ghise 
entwickelten  Gleichung  (10a.)  bedienen,  was  mit  dem  Verfahren 
zusammenfallt,  welches  Mayer  und  Holtzmann  angewandt  ha- 
ben.   Jene  Gleichung  hiess: 

c'  =  c  +  AR, 

c' 
und  wenn  man  darin  für  c  den  gleichbedeutenden  Ausdruck  -r- 

setzt,  so  kommt: 

(34)  ^  *-^ 


Ä~  (k—l).c' 
Für  c'  nimmt  man  bei  der  atmosphärischen  Luft  gewöhnlich  nach 
de  Laroche  und  Berard  die  Zahl 0,267  und  furÄ;  nach  Dulong 

1,421  an.   Ausserdem  weiss  man  zur  Bestimmung  von  Rz=^^.  ^  , 

dass  der  Druck  von  einer  Atmosphäre  (760"^™)  auf  ein  Quadrat- 
meter 10333  Eil.  beträgt,  und  das  Volumen  von  1  Kil.  atmo- 
sphärischer Luft  unter  eben  jenem  Drucke  und  bei  der  Tempe- 
ratur des  Gefrierpunctes  =  0,7733  Cubikmeter  ist.   Daraus  folgt: 

U=12ü^l|II^=  29,26 

und  somit: 

J,  _  1,421.29,26  _ 

A  ""0,421.0,267  —  ^"'' 
d.h.  durch  den  Verbrauch  einer  Wärmeeinheit,  (der  Wärmemenge, 
welche   1  Kil  Wasser  von  0«  bis  P  erwärmt),  können  370  Kil. 
auf  die  Höhe  von   1"  gehoben  werden.    Dieser  Werth  verdient 
aber  wegen  der  Unsicherheit  der  Zahlen  0,267  und  1,421  nur  we- 

Oegenttandes  zweckmäsaig  erscheinen  sa  lassen.  Nachdem  aber  Regnaalt 
die  zweite  Reihe  seiner  höchst  werthvoUen  Untersochongen  veröffentlicht 
hat  {Belation  den  experiences,  ^  J/),  durch  welche  für  eine  beträchtliche 
Anzahl  von  Flüssigkeiten  die  Dampfspannungen,  die  Yerdampfuugswärme 
and  die  specifische  Wärme  in  ähnlicher  Weise  festgestellt  sind,  wie  es  in 
der  ersten  Reihe  für  das  Wasser  geschehen  war,  ist  et  leicht,  die  im  Obi- 
gm  forWasserdampf  ausgeführten  Rechnungen  auch  für  die  Dämpfe  dieser 
anderen  Flüssigkeiten  auszuführen.    1864.] 

1)  [Welches  man  jetzt  kürzer  das  mechanische  Äsquivalent  der  Wärme 
n  nennen  pflegi|,1864.] 
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nig  Zutraaen.  Holtzmann  giebt  als  die  Gränzen,  zwischen  de- 
nen er  zweifelhaft  ist,  343  und  429  an  ^). 

Ferner  können  wir  uns  der  für  du  Dämpfe  entwickelten  Glei- 
chung (Va.)  bedienen.  Wenn  wir  diese  auf  den  TFasscrdampf  an- 
wenden wollen,  so  können  wir  die  schon  im  Vorigen  ausgeführten 
Bestimmungen  benutzen,  deren  Resultat  in  der  Gleichung  (26) 
ausgesprochen  ist.  Wählt  man  in  dieser  Gleichung  z.  B.  die 
Temperatur  100^,  und  setzt  für  p  den  entsprechenden  Druck 
von  1  Atm.  =  10333  Kil.,  so  kommt: 

(35)  -i.  =  257 .  (s  —  <J)  2). 

Nimmt  man  nun  mit  Gay-Lussac  das  specifische  Gewicht  des 
Wasserdampfes  zu  0,6235  an,  so  erhält  man  s  =  1,696  und  somit: 

^=437, 

und  ähnliche  Werthe  geben  auch  die  in  der  Tabelle  I.  enthalte- 
nen Zahlen,  welche  Clapeyron  und  Thomson  aus  der  Glei- 
chung (V.)  für  C  berechnet  haben.    Betrachtet  man  diese  näm- 


^)  IWas  im  Texte  über  die  Unsicherlieit  der  in  dieser  Kechnung  ange- 
waDdten  Beobachtungsdata  gesagt  ist,  hat  sich  in  neuerer  Zeit  dadurch  be- 
stätigt, dassRegnault  für  die  specifische  Wärme  der  atmosphärischen  Luft, 
statt  der  Zahl  0,267,  welche  früher  als  die  zuverlässigste  galt,  die  Zahl 
0,2375  gefunden  hat  Wendet  man  diese  letztere  in  der  obigen  Rechnung 
an,  80  erhält  man  für  das  mechanische  Aequivalent  der  Wärme  statt  370 
den  Werth  416.  Setzt  man  ausserdem  noch  für  das  Verhältniss  der  beiden 
specifischen  Wärmen  statt  der  Zahl  1,421  die  Zahl  1,410,  welche  vielleicht 
der  Wahrheit  näher  kommt,  so  erhält  man  als  Resultat  der  Rechnung  424. 
Uebrigens  will  ich  gelegentlich  bemerken,  dass  die  im  Texte  stehende  Zahl 
29,26  in  29,27  umzuändern  ist,  was  aber  auf  das  nur  auf  drei  Ziffern  be- 
rechnete Resultat  keinen  Einfluss  hat.    1864.] 

^)  [Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  man  eben  diese  Gleichung  auch 
leicht  direct  aus  der  Gleichung  (Va.)  ableiten  kann.    Diese  giebt  zunächst: 

A  r 

Der  hierin  vorkommende  Differentialcoefficient  -^  hat  nachRe&rnault  bei 

dt  * 

100^,  in  Millimetern  Quecksilber  ausgedrückt,  den  Werth  27,200,  und  wenn 

man  diese  Zahl  auf  das  hier  anzuwendende  Druokmaass,  nämlich  Kilogramme 

auf  ein  Quadratmeter,    reducirt,   so   kommt  369,8.    Setzt  man   ferner   für 

a+t  und  r  die  der  Temperatur  100^  entsprechenden  Werthe  373  und  536,5, 

so  erhält  man  die  Gleichung  (35).     1864.] 
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lieh  als  die  den  nebenstehenden  Temperaturen  entsprechenden 
Werthe  von  il(a  +  t)j  so  erhält  man  für  —  lauter  Grössen,  die 

zwischen  416  und  462  liegen. 

Es  ist  indessen  schon  oben  erwähnt,  dass  das  von  Gay- 
Lussac  angegebene  specifische  Gewicht  des  Wasserdampfes  für 
den  Fall,  wo  der  Dampf  sich  im  Maximum  der  Dichte  befindet, 
wahrscheinlich  etwas  zu  klein  ist,  und  dasselbe  lässt  sich  auch 
von  den  meisten  specifischen  Gewichten  sagen,  welche  gewöhnlich 
für  die  anderen  Dämpfe  angeführt  werden,  und  man  muss  daher 

die  daraus  berechneten  Werthe  von  -j-    meistens    für    etwas    zu 

M. 

gross  halten.  Nimmt  man  für  Wasserdampf  die  in  der  Tabelle 
V.  gegebene  Zahl  0,645,  aus  welcher  s  =  1,638  folgt,  so  erhält 
man: 

welcher  Werth  vielleicht  auch  noch  etwas,  aber  wahrscheinlich 
Dicht  mehr  viel  zu  gross  ist  Wir  können  somit,  da  dieses  Re- 
sultat vor  dem  aus  der  atmosphärischen  Luft  erhaltenen  den  Vor- 
zug verdient,  schliessen,  dass  das  Ärbeitäquivalent  für  die  Wärme- 
einheit die  Erhebung  von  etwas  über  400  Kih  auf  die  Höhe 
von  l^  sei. 

Mit  diesem  theoretischen  Resultate  kann  man  nun  diejenigen 
vergleichen,  welche  Joule  auf  sehr  verschiedene  Weisen  durch 
directe  Beobachtungen  gefunden  hat  Dieser  erhielt  nämlich  aus 
der  durch  Magnetoelektricität  erzengten  Wärme : 

1  =  460 '), 

aus  der  Wärmemenge,  welche  atmosphärische  Luft  bei  ihrer  Aus- 
dehnung verschluckt: 

^  =  438»), 

und  als  Mittel  aus  sehr  vielen  Versuchen,  bei  welchen  die  durch 
Reibung  von  Wasser,  von  Quecksilber  und  von  Gusseisen  erregte 
Wärme  beobachtet  wurde : 


*)  Phil.  Mag,   XXIII ^  p.  441,    Die  in  englischen  Maassen  gegebene 
Zabl  ist  auf  französische  Maasse  reducirt. 
>)  A.  a.  0.  XXVI,  p.  381. 
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^  =  425>). 

Die  Uebereinstimmung  dieser  drei  Zahlen  unter  einander 
trotz  der  Schwierigkeit  der  Versuche  lässt  wohl  keinen  Zweifel 
mehr  an  der  Richtigkeit  des  Grundsatzes  über  die  Aequivalenz 
Yon  Wärme  und  Arbeit,  und  die  Uebereinstimmung  derselben  mit 
der  Zahl  421  bestätigt  in  gleicher  Weise  die  Richtigkeit  des  Car- 
not'achen  Gmndaatcea,  in  der  Form,  welche  er  durch  die  Ver- 
bindung mit  dem  ersteren  Grundsatze  angenommen  hat. 


1)  A.  a.  0.  XXXY,  p.  534. 
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Verrollst&ndigte  Ableitung  des  in  Gleichung  (8)  gegebenen  Aufl- 

druekee  fOr  die  verbraaöhte  Wärme. 


Bei  der  im  Texte  stehenden  Entwickeluog  des  in  Gleichung  (3) 
gegebenen  Ausdruckes  för  die  verbrauchte  Wärme  sind  einige  Grössen 
nnberacksichtigt  gelassen,  welche  auf  das  Resultat  keinen  Einflass  haben, 
mid  welche  man  auch  sonst  in  ähnlichen  Fällen  sur  Vereinfachung  der 
Rechnung  fortzulassen  pflegt.  Dieser  Umstand  hat  aber  den  Nachtheil, 
dass  dadurch  möglicherweise  bei  dem  Leser  Zweifel  über  dift  Genauig- 
keit des  Resultates  entstehen  können.  Ich  hiJte  es  daher  für  zweck- 
mässig, die  Ableitung  der  Gleichung  (3)  hier  noch  einmal  etwas  yoU- 
ständiger  auszuführen. 

Dabei  ist  noch  zu  bemerken,  dass  die  hier  folgende  Entwickelung, 
ebenso  wie  die  im  Teitte  stehende,  laicht  blos  für  ein  Gas  gilt,  sondern 
auch  ft&r  jeden  anderen  Körper,  dessen  Zustand  durch  seine  Tempera- 
tur und  sein  Yolumen  bestimmt  ist,  und  dessen  Yolumenänderungen  in 
der  Weise  geschehen,  dass  dabei  Kraft  und  Gegenkraft  immer  so  wenig 
Yon  einander  rerschieden  sind,  dass  sie  in  der  Rechnung  als  gleich  be- 
trachtet werden  können.  Als  äussere  Kraft,  welche  bei  den  Yolumen. 
ftnderungen  von  Einfluss  ist,  nehmen  wir  nur  eine  auf  die  Oberfläche 
wirkende,  überall  gleiche  und  normal  gegen  die  Oberfläche  gerichtete 
Kraft  an,  welche  wir  allgemein  als  Druek  bezeichnen  können,  indem 
ein  etwa  stattfindender  Zug  als  negativer  Druck  gelten  kann. 
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Betrachten  wir  nun  die  Wärmemenge  d  Q,  welche  der  Körper  auf- 
nehmen mu88,  während  seine  Temperatur  um  dt  und  sein  Volumen 
um  dv  wächst,  so  pflegt  man  für  ein  solches  Differential,  welches  von 
den  Differentialen  zweier  unabhängiger  Veränderlicher  abhängt,  die 
Gleichung : 

^«=(f)-+(f)- 

anzuwenden,  welche,  wenn  man  für  die  partiellen  Differentialcoefflcienten 
folgende  einfachere  Zeichen  einführt: 

so  geschrieben  werden  kann: 

(c)  dQ  =  Mdt  +  Ndv. 

Diese  Gleichung  ist  aber,  genau  genommen,  unvollständig.  Der  voll- 
ständige Ausdruck  von  dQ  enthält  unendlich  viele  Glieder,  welche  in 
Bezug  auf  die  Differentiale  dt  und  dv  der  Reihe  nach  von  der  ersten, 
zweiten,  dritten  etc.  Ordnung  sind.  Wenn  wir  die  Glieder  von  der 
zweiten  Ordnung  noch  wirklich  hinsetzen,  und  die  folgenden  nur  an- 
deuten, so  lautet  die  Gleichung  für  dQ\ 

w   .« =  «.,  +  ^...  +  |{(f )^"+ [(f )  +  (^-i)Uä. 


+Q. ..)+«. 


£s  ist  nun  klar,  dass,  wenn  in  einem  Ausdrucke  Glieder  vorkom- 
men, welche  in  Bezug  auf  die  Differentiale  von  erster  Ordnung  sind, 
daneben  solche  Glieder,  welche  von  zweiter  oder  noch  höherer  Ordnung 
sind«  vernachlässigt  werden  können.  Daher  werden  auch  in  der  vor- 
stehenden Gleichung  an  der  rechten  Seite  gewöhnlich  nur  die  beiden 
ersten  Glieder  geschrieben.  Wenn  aber  in  einer  Rechnung  die  Glieder 
erster  Ordnung  sich  gegenseitig  aufheben,  so  dass  im  Endresultate  die 
zweite  Ordnung  die  niedrigste  ist,  von  welcher  Glieder  vorkommen, 
dann  müssen  auch  von  vorne  herein  alle  Glieder  zweiter  Ordnung  be- 
rücksichtigt werden,  und  nur  Glieder  von  dritter  oder  noch  höherer 
Ordnung  dürfen  vernachlässigt  werden.  Dieses  findet  im  vorliegenden 
Falle  statt,  indem  der  Ausdruck  für  die  verbrauchte  Wärme  das  Pro- 
duct  dv  dt  als  Factor  hat,  und  somit  von  zweiter  Ordnung  ist.  Die 
im  Texte  mitgetheilte  Rechnung  ist  nun  freilich  so  geführt,  dass  darin 
nur  solche  Glieder  zweiter  Ordnung  vernachlässigt  sind,  welche  auf  das 
Endresultat  keinen  Einfluss  haben,  aber  der  Vollständigkeit  und  Strenge 
wegen  sollen  auch  diese  Glieder  in  .der  hier  nachfolgenden  Rechnung 
mit  geschrieben  werden. 
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Wenn  irgend  eine  Beziehung  zwiscben  den  Veränderlichen  t  und  v 
gegeben  ist,  vermöge  deren  man  die  eine  als  Function  der  anderen  be- 
trachten kann,  so  lässt  sich  die  Gleichung  (d)  in  der  Weise  schreiben, 
dass  die  Glieder  an  der  rechten  Seite  einfach  nach  steigenden  Potenzen 
einer  einzigen  Veränderlichen  fortschreiten.  Sei  z.  B.  t  als  Function 
von  V  betrachtet,  und  seien  für  die  DifPerentialcoefficienten  von  t  nach 
i;  folgende  Zeichen  eingeführt: 

dt  dH         ^,      . 

Dann  ist  zu  setzen: 

(e)  dt  =  idv  +  i'^  +  etc. 

und  dadurch  geht  die  Gleichung  (d)  über  in: 

,0    .«  =  («  +  ^..  +  ((f)|.  +  [(^  +  (-)], 

Sei  umgekehrt  v  als  Function  von  t  betrachtet,  und  seien  fOr  die  Diffe- 
rentialcoefQcienten  Yon  v  nach  t  die  Zeichen 

dv  d^v  , 

eingeführt,  so  hat  man : 

(g)  dv  =  ridt  +  ^'  -y  +  etc., 

nnd  demgemass: 

Diese  Gleichungen  sind  auf  die  vier  Veränderungen  anzuwenden, 
welchen  das  Gas  oder  der  sonst  betrachtete  Körper  unterworfen  wird, 
nnd  welche  nach  zwei  yerschiedenen  Gesetzen  vor  sich  gehen  sollen. 

Wir  betrachten  zuerst  diejenigen  Volumenänderungen,  welche  bei  con- 
stanter  Temperatur  geschehen  sollen.  In  diesem  Falle  sind  die  Differen- 
tialooefQcienten  von  t  nach  t;,  also  die  Grössen  |,  |'  etc.,  gleich  Null  zu 
setzen.  Wir  können  daher  zur  Bestimmung  der  Wärmemenge,  welche 
der  Körper  aufnehmen  muss,  während  er  sich  von  seinem  Anfangs- 
znstande an  bei  constanter  Temperatur  um  dv  ausdehnt,  die  Glei- 
chung (f)  anwenden,  nachdem  wir  sie  durch  Fortlassung  aller  Glieder, 
welche  die  Grössen  |,  |'  etc.  als  Factoren  enthalten,  vereinfacht  haben. 

Olaatim,  meoh.  WAnaetheoiie.  g 


/ 
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Dadurch  erhalten  wir,  wenn  wir  nur  die  Glieder  bis  zur  zweiten  Ord- 
nung schreiben,  den  Ausdruck: 

Um  in  entsprechender  Weise  die  Wärmemenge  auszudrücken,  welche 
der  Körper  aufnehmen  muss,  wenn  er  sich  bei  der  Temperatur  t  —  dt 
von  dem  Volumen  v  -\-  ö  v  bis  zum  Volumen  v  -(-  öt^  -\-  d'  r  ausdehnt, 
haben  wir  in  der  vorigen  Gleichung  an  die  Stelle  des  Differentials  dv 

das  Differential  d*v  zu  setzen,  und  für  ^^  und  (-;— )  haben    wir    die- 

\dv/ 

jenigen  Werthe  zu  setzen,  welche  diese  Grössen  bei  der  etwas  veränder- 
ten Temperatur  t  —  dt  und  dem  etwas  veränderten  Volumen  v  -\-  dv 
besitzen.  Indem  wir  uns  diese  Werthe  in  Reihen,  welche  nach  dt  und 
öv  fortschreiten,  entwickelt  denken,  brauchen  wir  bei  dem  Werthe  von 
N,  welcher  in  der  Gleichung  noch  mit  einem  Differentiale  multiplicirt 
werden  soU,  nur  die  Glieder  bis  zur  ersten  Ordnung  zu  berücksichtigen, 
da  die  folgenden  Glieder  in  der  Gleichung  nur  zu  Gliedern  von  höherer 
als  zweiter  Ordnung  Veranlassung  geben  würden.  Wir  haben  somit 
statt  N  zu  setzen : 

- + O ''  -  (^  "■     ■ 

Bei  dem  Werthe  von  ("j~)»  welcher  in  der  Gleichung  mit  dem  Qua- 
drate eines  Differentials  multiplicirt  werden  soll,  können^  wir  auch  die 
Glieder  erster   Ordnung   fortlassen,    und    einfach    den    ursprunglichen 

Werth  (-;—  I  beibehalten.     Demnach  erhalten  wir,  wenn  wir  die   bei 
\dv  ) 

dieser  Ausdehnung  aufgenommene  Wärmemenge  mit  d*  Q  bezeichnen 

die  Gleichung: 

-■H^+ (!!)/• -©-]^'"  +  (^¥- 

Durch  Subtraction  dieser  beiden  Wärmemengen  von  einander   er- 
halten  wir  die  während    des    ganzen    Processes   verhratiehte    Wärnie 
nämlich: 

(i)      äQ-ä'Q  =  Nä.-[N  +  (^-^)8r-(^-^)at]ä'v 


/dN\  dv^  —  d'v^ 
^\d^)  2 


Dieser  Ausdruck  unterscheidet  sich  von  dem  im  Texte  unter  (2)  geffe- 
benen  nur  durch  das  letzte  Glied,  und  man  sieht  leicht,  dass  dieses  Glied 
nur  scheinbar  von  der  zweiten  OrdnuDg  ist,  denn  die  Differentiale  dv 
und  d*  V  können  nur  um  eine  im  Verhältnisse  zu  ihren  ganzen  Werthen 
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anendlicb  kleine  Grösse  von  einander  verschieden  sein,  nnd  die  Di£Pe- 
renz  dv^  —  d'v^  ist  somit  eine  unendlich  kleine  Grösse  von  höherer 
.als  zweiter  Ordnung. 

Wir  gehen  nun  zu  der  anderen  Art  von  Yolumenänderungen  über, 
welche  in  der  Weise  geschehen  sollen,  dass  dem  Körper  dabei  weder 
W&rme  mitgetheilt  noch  Wärme  entzogen  wird.  In  diesem  Falle  muss 
sich  mit  dem  Volumen  zugleich  auch  die  Temperatur  ändern,  und  es 
kommt  darauf  an,  wenn  die  eine  dieser  beiden  Grössen  als  unabhängige 
Veränderliche  gewählt  wird,  dann  die  Differentialcoefficienten  der  ande- 
ren zu  bestimmen,  und  wir  wollen,  indem  wir  v  als  Function  von  t  be- 
trachten, die  mit  tj,  ri'  etc.  bezeichneten  Differential  coefficienten  von  v 
bestimmen.  Dazu  haben  wir  die  Gleichung  (/»)  anzuwenden,  und  darin 
dQ  =  0  zu  setzen,  wodurch  wir  erhalten: 

Da  diese  Gleichung  für  jeden  beliebigen  Werth  von  d  t  richtig  sein  muss, 
so  mass  der  Factor  jeder  Potenz  von  dt  einzeln  gleich  Null  sein.  In- 
dem wir  den  Factor  der  ersten  Potenz  gleich  Null  setzen,  erhalten  wir: 

M  -\-  Nri  =  0, 
woraus  folgt: 

(1)  ^  =  -^' 

Hierdurch  ist  die  Grösse  17  als  Function  von  t  und  v  bestimmt.     Wenn 

man  den  Factor  der  zweiten  Potenz  von  dt  gleich  Null  setzt,  so  erhält 

man  eine  Gleichung,  aus  der  man  ?/  bestimmen  könnte;  indessen  ist  es 

Dicht  nöthig,  diese  Rechnung  wirklich  auszuführen,  da  man  tj'  auch  da- 

du'ch  finden  kann,  dass  man  den  vorher  für  ij  gewonnenen  Ausdruck 

▼ollständig  nach  t  differentiirt ,  d.  h.  den  Ausdruck  nach  t  und  v  diffe- 

dv 
rentiirt  und  dabei  t  als  Function  von  t  betrachtet,  indem  man  -y-=fi 

dt 

setzt.  Ebenso  würden  auch  die  folgenden  Differentialcoefficienten  von 
V  nach  t,  wenn  man  noch  mehrere  gebrauchte,  zu  berechnen  sein. 

Um  nun  die  Grösse  dv  zu  bestimmen,  um  welche  das  Volumen  des 
Körpers  von  dem  Anfangsvolumen  an  zunehmen  muss,  damit  die  Tem- 
peratur von  ^  bis  ^  —  dt  sinke,  hat  man  die  Gleichung  (g)  anzuwen- 
den, und  darin  dv  statt  dv  und  —  dt  statt  dt  zu  schreiben.  Dadurch 
kommt,  wenn  wir  uns  mit  den  Gliedern  bis  zur  zweiten  Ordnung  be- 
gnügen : 

dt^ 
(m)  dv  =  —  ridt  +  v'  -^' 

6* 
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Will  man  ebenso  die  mit  d' v  bezeichnete  Grösse  bestimmen,  um  welche 
der  Körper  sich  von  dem  Volumen  v  +  dv  au  ausdehnen  muss,  damit 
seine  Temperatur  von  t  bis  t  —  dt  sinke,  so  hat  man  in  dem  vorigen 

Ausdrucke  für  rj  den  veränderten  Werth  i^  +  (  j"^)^^'  zusetzen.    Die 

entsprechende  Veränderung  von  iy '  braucht  nicht  berücksichtigt  zu  wer- 
den, weil  durch  sie  nur  Glieder  von  höherer  als  zweiter  Ordnung  ent- 
stehen können.     Es  kommt  also : 

Neben  diesen  beiden  Gleichungen  für  dr  und  8'v  besteht  noch  eine 
Gleichung  für  die  vier  Volumenänderungen,  welche  der  Körper  während  des 
Processes  nach  einander  erleidet,  nämlich  die  Gleichung,  welche  die  Be- 
dingung ausdrückt,  dass  der  Körper  schliesslich  wieder  in  sein  Anfangs- 
volumen  zurückkommt,  und  welche  lautet 

(o)  dv  -{-  8'v  =  8v  -\-  d'v. 

Hieraus  folgt: 

d^v  =  dv  -|-  8'v  —  dv, 

und  wenn  man  hierin. die  vorher  für  de;  und  8'v  gefundenen  Werthe 
einsetzt,  so  kommt: 

(p)  d'v  =  dv  —  (j^^  dv  dt 

Wir  kehren  nun  zurück  zur  Gleichung  (i),  welche  die  während  des 
ganzen  Processes  verbrauchte  Wärme  darstellt.  Wenn  man  hierin  ffir 
dv  und  d^v  die  in  den  Gleichungen  (m)  und  (p)  gegebenen  Werthe 
setzt,  und  alle  Glieder  von  höherer  als  zweiter  Ordnung  fortlässt,  so 
kommt : 

und  wenn  man  hierin  noch  für  rj  den  in  (1)  gegebenen  Werth  setzt,  so 
erhält  man: 

«    /«-^'«=[Gf)-(^)]-^'. 

oder  endlich,  wenn  man  für  M  und  N  wieder  die  ursprünglich  ange- 
wandten Zeichen  der  partiellen  Differentialcoefficienten  einführt: 

Dieses  ist  die  im  Texte  abgeleitete  und  unter  (3)  angeführte  Glei- 
chnng,  um  deren  nochmalige,  etwas  strengere  Begründung  es  sich  hier 
handelte. 
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Integration  der  Differentialgleichung  II. 


Es  wird  vielleicht  zweckmässig  sein,  die  Art,  wie  man  von  der 
Gleichung  (IL)  zur  Gleichung  (IIa.)  gelangen  kann,  etwas  näher  au  er- 
läutern. 

Man  kann  die  im  Texte  unter  (IL)  angeführte  Gleichung,  nämlich: 

^  ^^  dt\di)        dv\dtJ~T' 

eine  partielle  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  nennen,  obwohl  sie 
von  den  gewöhnlich  vorkommenden  Gleichungen  dieser  Art,  in  welchen 
man  stillschweigend  vorauszusetzen  pflegt,  dass  die  BedingungBglei- 
chung 

±  (dQ\  ^  ±  /d_Q\ 
dv  \dtj        dt  \dv) 
erfüllt  sei,  einigermaassen  verschieden  ist. 

Um  von  der  Gleichung  (IL)  durch  Integration  zu  einer  Differen- 
tialgleichung erster  Ordnung  zu  gelangen,  kann  man  folgendermaassen 
▼erfahren.     Man  nehme  zuerst  für  einen  der  beiden  partiellen  Differen. 

/dQ\  /dQ\ 

tialooefficienten  (  -=—  j  und  (  -r—  l  eine  willkürliche  Function  von  t  und 

r  SD.  Wir  wollen,  indem  wir  unter  M  eine  solche  Function  verstehen, 
letzen: 

,.)  (i?) = « 

Diese  Function  in  die  Gleichung  (IL)  für  ( -^  j  eingesetzt,  und  das  be- 
treffende Glied  von  der  linken  auf  die  rechte  Seite  geschafft,  giebt: 

dt  \dv)  ~  \dv)  "^     V    ' 

Wenn  man  diese  Gleichung  nach  t  integrirt,  indem  man  dabei  v  als 
oonstant  betrachtet,  so  kommt: 


(b) 


(ü)  =  /(^  ^'  +  --  i  +  '<* 


worin  ip(v)  eine  willkürliche  Function  von  v  bedeutet.     Nachdem  wir 
auf  diese  Weise  einen  Ausdruck  für  den  sweiten  partiellen  Differential- 
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coefficienten  (-j^)  gewonnen  liaben,  bilden  wir  die  vollständige  Biffe- 
renticUgleichtmg  erster  Ordnung : 

und  setzen  hierin  für  (~^)  die  angenommene  Function  M  und  für 
(----^)  den  gewonnenen  Ausdruck.     Dadurch  erhalten  wir: 

(c)  dQ  =  Mdt  +  [/(^  dt  +  AB^  -^tp  («)]  dv.  , 

Betrachtet  man  von  den  hier  au  der  rechten  Seite  stehenden  Glie- 
dern zunächst  die  folgenden: 

Mdt  +  [f{^  i*  +  9{>')\di\ 

SO  fieht  man  leicht,  dass  diese  zusammen  das  vollständige  Differential 
einer  Function  von  t  und  v  bilden,  denn,  wenn  man  den  Factor  von  dt 
nach  V  differentiirt,  und  den  Factor  von  d  v  nach  t  differentiirt,  so  erhält 

man  in  beiden  Fällen  eine  und  dieselbe  Grösse,  nämlich  f-^)'     Man 

kann  daher  für  diese  Glieder  zusammen  das  Zeichen  d  8  einführen,  und 
da  unter  M  eine  willkürliche  Function  von  t  und  i\  und  unter  cp  {v)  eine 
willkürliche  Function  von  v  verstanden  ist,  so  ist  auch  8  als  eine  will- 
kürliche Function  von  t  und  v  anzusehen.  Durch  Einsetzung  dieses  Zei- 
chens in  die  Gleichung  (c)  kommt: 

(d)  dQ  =  d8  -[-  AB  —  dv. 

V  ■ 

Für  die  weitere  Anwendung  dieser  Gleichung  ist  es  zweckmässig, 
im  letzten  Gliede  statt  der  einfachen  Grösse  i  die  Summe  a  -\-  t  einzu- 
führen, worin  a  die  aus  dem  Texte  bekannte  Constante  ist.  Man  kann 
dazu  die  vorige  Gleichung  s6  schreiben: 

dQ  =  d8  —  AB-  dv  -{-  AB  ^-^  dv 

V  V 

oder : 

(e)  dQ  =  d(S  —  ABa  logv)  +  AB  ^-^^  dv. 

Hierin  kann  man  zur  Vereinfachung  setzen: 

(f)  8  —  ABa  logv  =  ü, 

worin  U  wieder  eine  willkürliche  Function  von  f  und  v  bedeutet ,  denn 
eine  algebraische  Summe,  welche  eine  willkürliche  und  eine  bekannte 
Function  derselben  Veränderlichen  enthält,  ist  selbst  auch  wieder  ein- 
fach als  eine  willkührliche  Function  dieser  Veränderlichen  zu  betrachten. 
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Durch  Einsetzimg  dieses  neuen  Zeichens  in  die  Gleichung  (e)  erhält 
man  die  im  Texte  unter  (IIa.)  angefahrte  Gleichung,  nämlich: 

(IIa.)  dQ  =  dU  +  AE^-^  dv. 

Der  Grund,  weshalb  die  Summe  a  -^  t  statt  der  Grösse  t  einge- 
führt ist,  ist  der,  dass  hierdurch  das  letzte  Glied  eine  einfache  mechani- 
sche Bedeutung  erhält.  In  Folge  der  für  permanente  Gase  geltenden 
Gleichung 

j)t;  =  B  (a  +  0 
ist  nämlich: 

(g)  AB  ^  dv  =  Apdv, 

and  d&  pdv  die  bei  der  Ausdehnung  um  dv  gethane  äussere  Arbeit  b^ 
deutet,  so  stellt  jenes  letzte  Glied  der  Gleichung  (IIa.)  das  Wärmeäqui- 
valent der  äusseren  Arbeit  dar. 

Man  kann  auch  die  in  der  Anmerkung  zu  (II.)  angeführte  allge- 
meinere Differentialgleichung  zweiter  Ordnung: 

^"  -^  dt  \dvj  ~  dl-  yiT)  ~  ^  \dt) 

in  derselben  Weise  behandeln,  wie  es  soeben  mit  der  Gleichung  (IL) 
geschehen  ist,  wodurch  man  die  folgende  vollständige  Differentialglei- 
chung erster  Ordnung  erhält: 

(Il'a.)  dQ  =  dU  +  Apdv. 

Die  bei  dieser  Gelegenheit  von  mir  eingeführte  Function  ü,  welche, 
wie  es  im  Texte  gesagt  ist,  von  den  drei  bei  den  Zustandsänderungen 
eines  Körpers  in  Betracht  kommenden  Wärmemengen  zwei  umfasst, 
nämlich  die  Mmiigekomnietie  mrJdich  vorhandene  oder  sogenannte /me 
Wärme,  und  die  jsfu  innerer  Arbeit  verbrauchte  Wärme,  ist  für  die 
Wärmelehre  von  grosser  Wichtigkeit,  und  sie  wird  in  den  nachfolgenden 
Abhandlungen  noch  mehrfooh  zur  Sprache  kommen. 


Zusatz    C.    Seite  73. 


Ueber  die  Dichtigkeit  des  gesättigten  Wasserdampfes. 


Die  im  Texte  gezogenen  Schlüsse  über  das  vom  M.  und  G.  Gesetze 
abweichende  Verhalten  des  gesättigten  Dampfes,  welche  zu  jener  Zeit 
ganz  isolirt  dastanden,  indem  es  allgemein  Gebrauch  war,  das  M.  undG. 
Gesetz  auch  für  Dämpfe  anzuwenden,  haben  in  neuerer  Zeit  eine  expe- 
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rimentelle  Bestätigung  durch  Fairbairn  und  Täte  gefunden  ^).     In 
wieweit  diese  Beobachtungsresultate  mit  meiner  Formel  übereinstimmen, 
ergiebt  sich  aus  folgender  Zusammenstellung,  welche  aus  einer  von  mir 
an  die  Pariser  Academie  gesandten  Note^)  entnommen  ist. 
Im  Texte  ist  unter  (30)  folgende  Gleichung  gegeben: 

d  =  0,622. — , 

m  —  ner* 

worin  d  die  Dichtigkeit  des  gesättigten  Wasserdampfes  im  Vergleiche 
mit  atmosphärischer  Luft  von  derselben  Temperatur  und  unter  demsel- 
ben Drucke  bedeutet,  und  m,  n  und  k  drei  Constante  von  folgenden 
Werthen  sind: 

m  =  31,549;    n  =  1,0486;    k  =  0,007138. 

Aus  dieser  Gleichung  sind  die  in  Tabelle  V.  des  Textes  S.  72  enthalte- 
nen Werthe  von  d  bereclmet.  Wenn  man  mit  s  das  Volumen  eines 
Kilogramm  gesättigten  Dampfes  und  mit  v  das  Volumen  eines  Kilo- 
gramm atmosphärischer  Luft  von  derselben  Temperatur  und  unter  dem- 

V 

selben  Drucke  bezeichnet,  so  kann  man  statt  d  den  Bruch  —  setzen, 

s 

und  wenn  man  dann  den  reciproken  Werth  dieses  Bruches  mit  Hülfe 

der  vorigen  Gleichung  ausdrückt,  so  kommt: 

s  m  —  ne*' 


V         0,622  .  (m  —  w) 
Diese  Gleichung  kann  man  in  folgende  bequemere  Form  bringen: 

(a)  —  =  M—Na^, 

V 

worin  die  Gonstanten  M,  N  und  a  folgende,  aus  den  vorher  für  m,  n 
und  k  angegebenen  Zahlen  berechnete  Werthe  haben: 

M  =  1,6630;    N=  0,05527;    a  =  1,007164. 

Genau  genommen  müsste  in  den  vorstehenden  Gleichungen  statt  der 
Grösse  s  die  DiflPerenz  s  —  6  vorkommen,  worin  6  das  Volumen  eines 
Kilogramm  Wasser  bedeutet,  weil  diese  Differenz  sich  in  der  Gleichung 
(26),  aus  welcher  (30)  abgeleitet  ist,  befindet.  Da  aber  das  Volumen 
des  Wassers  gegen  das  des  Dampfes  sehr  klein  ist,  so  kann  man  bei 
einer  angenäherten  Rechnung  die  Grössen  s  und  s  —  (5  als  gleich  be- 
trachten. 

Mit  Hülfe  dieser  für  —  gegebenen  Formel  sind  die  in  der  folgen- 


1)  Froc,  of  the  Royal  Soc.  1860  und  Phil  Mag.  4<a  Ser,    Vol.  XX/, 
p.  280. 

a)  Comptea  rendus  T.  LII^  p.  706  (April  1861). 
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den  Tabelle  enthaltenen  Werthe  von  s  berechnet  /  um  sie  einerseits  mit 
den  von  Fair bairn  und  Täte  aus  ihren  Beobachtungen  abgeleiteten 
Werthen,  und  andererseits  mit  den  früher  angenommenen  Werthen, 
welche  der  Gleichung 

V   ~  0,622 
entsprechen,  zu  vergleichen. 


Temperatur 
in 

Volumen  eines  Kilogramm  gesättigten 
Wasserdampfes  in  Gubikmetern 

Centeeimal- 
Graden. 

irüher  ange- 
nommene 
Werthe. 

nach  der 

Gleichung 

(a) 

nach  den 
Beobach- 
tungen. 

58,021 

8,38 

8,23 

8,27 

68,  52 

5,41 

5,29 

5,33 

70,  76 

4,94 

4,83 

4,91 

77,  18 

8,84 

3,74 

3,72 

77,  49 

3,79 

3,69 

3,71 

79,  40 

3,52 

3,43 

3,43 

83,  50 

3,02 

2,94 

3,05 

86,  83 

2,68 

2,60 

2,62 

92,  66 

2,18 

2,11 

2,15 

117,  17 

0,991 

0,947 

0,941 

118,  23 

0,961 

0,917 

0,906 

118,  46 

0,954 

0,911 

0,891 

124,  17 

0,809 

0,769 

0,7/« 

128,  41 

0,718 

0,681 

0,648 

130,  67 

0,674 

0,689 

0,634 

131,  78 

0,654 

0,619 

0,604 

134,  87 

0,602 

0,569 

0,583 

137,  46 

0,562 

0,630 

0,514 

139,  21 

0,537 

0,505 

0,496 

141,  81 

0,502 

0,472 

0,457 

142,  36 

0,495 

0,465 

0,448 

144,  74 

0,466 

0,437 

0,432 

Man  sieht  aus  dieser  Tabelle,  dass  die  beobachteten   Werthe  viel 
besser  mit  den  aus  meiner  Gleichung  berechneten,  als  mit  den  früher 
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angenommeDen  Werthen  Btinomen.  und  dass  die  Differenzen,  welche  zwi- 
schen den  Beohachtungs werthen  und  den  Werthen  meiner  Formel  noch 
vorkommen,  sogar  meistens  in  dem  Sinne  stattfinden,  dass  die  Beobach- 
tungswerthe  von  den  früher  angenommenen  Werthen  noch  weiter  ab- 
weichen, als  die  Werthe  meiner  Formel. 


NOTIZ 

I 

Über 

den  Einfluss  des  Druckes  auf  das  Qefirleren  der 

Flüssigkeiten. 

Pogg.  Ann.  Septemberheft  1860,  Bd.  LXXXI,  S.  168;  PhiU  Mag.  4th    Ser., 

Vel.  IT,  p.  548. 


Hr.  William  Thomson  hat  eine  experimentelle  Untersu- 
chung beschrieben  i),  welche  er  in  Folge  einer  theoretischen  Be- 
trachtung seines  Bruders  James  Thomson  ausgeführt  hat.  Der 
letztere  hatte  nämlich  aus  dem  bekannten  Carnot'schen  Grund- 
satze geschlossen,  dass  der  Gefrierpunct  des  Wassers  sich  ernie- 
drigen müsse,  wenn  der  äussere  Druck  verstärkt  werde;  und  die- 
ses hat  sich  bei  dem  Versuche  vollkommen  bestätigt. 

Ich  habe  nun  vor  einiger  Zeit  in  diesen  Annaleu  einen  theo- 
retischen Aufsatz  mitgetheilt  2) ,  in  welchem  der  Garnot'sche 
Grundsatz  zwar  seinem  Hauptinhalte  nach  beibehalten,  aber  in 
einem  Nebenumstande  verändert  ist.  Durch  diese  Veränderung 
werden  einige  der  Schlüsse,  welche  man  bisher  aus  dem  Satze  ge- 
zogen hat,  unmöglich,  andere  dagegen  bleiben  gültig,  und  das 
letztere  findet,  wie  ich  dort  nachgewiesen  habe,  gerade  bei  den- 
jenigen statt,  deren  Richtigkeit  oder  grosse  Wahrscheinlichkeit 
sich  auch  erfahrungsmässig  herausgestellt  hat.  Da  nun  der  obige 
Schluss  über  den  Gefrierpunct  der  Flüssigkeiten  jetzt  ebenfalls 


^)  Proceedings  of  the  Royal  Soc.  of  Edinburgh,  February  1850,  und 
Phtr  Mag.  8.  Uly  Vol  37,  p,  123. 

^)  [Abhandlung  I.  dieser  Sammlung.] 
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eine  experimentelle  Bestätigung  erfahren,  und  dadurch  für  die 
Wissenschaft  eine  grössere  Bedeutung  erlangt  hat,  als  man  ihm 
sonst  bei  der  Kleinheit  der  Unterschiede,  um  die  es  sich  darin 
handelt,  vielleicht  beigelegt  hätte,  so  glaube  ich  im  Interesse  mei- 
ner Theorie  hier  mit  wenigen  Worten  darauf  hinweisen  zu  dürfen, 
dass  auch  dieser  Schluss  zu  denen  gehört,  die  durch  meine  Ver- 
änderung des  Car not' sehen  Satzes  nicht  berührt  werden  *).  Aus- 
serdem wird  sich  durch  die  gleichzeitige  Anwendung  des  ersten 
von  mir  angenommenen  Grundsatzes  noch  ein  zweiter  neuer 
Schluss  ergeben,  bei  dem  zwar  auch  so  kleine  Zahlen  vorkommen, 
dass  er  practisch  ohne  Bedeutung  ist,  der  aber  doch  theoretisch 
der  Erwähnung  verdient. 

Es  bedarf  hier  keiner  weitläufigen  Auseinandersetzung,  son- 
dern es  kann  dieselbe  Betrachtung,  welche  iti  meinem  früheren 
Aufsatze  für  die  Verdampfung  einer  Flüssigkeit  angestellt  ist '), 
fast  wörtlich  auf  das  Gefrieren  derselben  angewendet  werden, 
wenn  man  sich  das  für  Wärme  undurchdringliche  Gefäss  statt 
mit  dem  theils  flüssigen,  theils  dampfförmigen  Körper,  jetzt  mit 
dem  theils  flüssigen,  theils  festen  Körper  angefüllt  denkt,  dann 
statt  einen  neuen  Theil  der  Flüssigkeit  verdampfen  zu  lassen, 
jetzt  einen  Theil  derselben  gefrieren  lässt,  u.  s.  w. 

Von  den  dort  daraus  abgeleiteten  zwei  Hauptgleichungen 
war  die  eine: 

(Va.)  ■r  =  A(a  +  t)(s-  <f)  ^, 

und  diese  gilt  auch  für  das  Gefrieren,  indem  p  und  t  wieder  Druck 
und  Temperatur,  und  ö  das  Volumen  einer  Gewichtseinheit  der 
Flüssigkeit  bedeuten ,  während  s  das  Volumen  einer  Gewichtsein- 
heit des  festen  Körpers  (statt  früher  des  dampfförmigen)  und  r 
die  latente  Wärme  des  Gefrierens  (statt  früher  des  Verdampfens) 
ist.  Die  letztere  muss  aber  hier  negativ  genommen  werden,  weil 
beim  Gefrieren  Wärme  frei  und  nicht  latent  wird.    Man  hat  also : 

...  dt  A(a  +  t)(8-(S) 


^)  Ich  brauche  wohl  kaum  za  bemerken,  dass  ich  dabei  nicht  daran 
denke,  dem  Hm.  J.  Thomson  die  Priorität  dieser  sinnreichen  Anwen> 
düng  des  Garnot' sehen  Satzes  in  irgend  einer  Weise  streitig  zu  machen. 

3)  [Oben  S.  84  und  53.] 
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Setzt 'man  hierin  für  -r  den  Werth,  welchen  Joule  in  seiner 

A. 

zuletzt  über  diesen  Gegenstand  bekannt  gemachten  Arbeit  i)  als 
das  wahrscheinlichste  Besultat  aller  seiner  Beobachtungen  hin- 
stellt, nämlich  423,55  (nach  englischen  Maassen  772),  und  für  a 
die  Zahl  273,  ferner  in  Bezug  auf  das  Wasser  f  =  0,  r  =  79, 
6  =  0,001  und  s  =  0,001087,  und  drückt  man  endlich  j>  anstatt 
in  Kilogrammen  auf  ein  Quadratmeter,  in  Atmosphären  aus,  so 
erhält  man: 

^  =  —  0,00733, 

was  mit  dem  von  J.  Thomson  berechneten  und  von  W.  Thom- 
son bestätigten  Werthe  —  0,0075  als  gleich  zu  betrachten  ist. 

Die  andere  Hauptgleichung,  welche  dort  aus  dem  ersten 
Grrandsatze  über  die  Aequivalenz  von  Wärme  und  Arbeit  abge- 
leitet wurde,  war: 

Um  diese  wiederum  auf  das  Gefrieren  anzuwenden ,  müssen 
ausser  den  schon  vorher  angegebenen  Bedeutungen  noch  unter  c 
und  &  zwei  Grössen  verstanden  werden,  welche  sich  von  der  spe- 
cifischen  Wärme  des  flüssigen  und  festen  Körpers  nur  dadurch 
unterscheiden,  dass  sie  nicht  die  Wärme  angeben,  welche  den 
Körpern  mitgetheilt  werden  muss,  wenn  sie  einfach  erwärmt  wer- 
den sollen,  sondern  iie^  welche  nöthig  ist,  wenn  zugleich  mit  der 
Temperatur  der  Druck  sich  in  der  Weise  ändern  soll,  wie  es  in 
der  vorigen  Gleichung  (1)  angegeben  ist.  Dieser  Unterschied 
kann  aber  nicht  bedeutend  sein,  denn  Begnault  hat  gefunden*), 
dass  Wasser  sich  durch  eine  Druckvermehrung  von  10  Atm.  noch 
nicht  um  VsoGradC.  erwärmt;  und  da  ausserdem  der  Unterschied 
bei  c  und  h  in  gleichem  Sinne  stattfindet,  und  sich  also  in  der 
Differenz  c  —  h  subtrahirt,  so  kann  man  unter  c  —  h  mit  ziem- 
licher Annäherung  die  Differenz  der  beiden  einfachen  specifischen 

Wärmen  verstehen.     Substituirt  man  in  (III.)  fiir  -t^  seinen  durch 


1)  Phil.   Trans,  of  tJie  Boyal   Soc,  of  London  for    the   year '  1850 
.     Part  I,  p.  61. 

2)  Mem.  de  VAcad.  de  VInst  de  France  T.  XXI,  Mem    VIL 


94  Notiz. 

(1)  bestimmten  Werth,  und  kehrt  bei  -7-  ebenso,  wie  vorher  bei 
r,  das  Vorzeichen  um,  so  kommt: 

Es  ergiebt  sich  also,  dass  zugleich  mit  dem  Gefrierpuncte 
auch  die  latente  Wärme  veränderlich  sein  muss.  Für  Wasser 
ist  c  =  1  und  Ä  nach  Person  1)  =  0,48,  und  man  hat  also: 

4^  =  0,52  +  0,29  =  0,81, 
at 

d.  h.  wenn  der  Gefrierpunct  des  Wassers  durch  Druck  erniedrigt 
wird,  so  nimmt  dabei  für  jeden  Grad  die  latente  Wärme  um 
0,81  ab. 

Man  darf  dieses  Resultat  nicht  mit  demjenigen,  welches 
schon  von  Person 2)  ausgesprochen  ist,  verwechseln.  Dieser  hat 
nämlich  schon  aus  dem  Umstände,  dass  die  specifische  Wärme  des 
Eises  geringer  ist,  als  die  des  Wassers,  mit  grosser  Wahrschein- 
lichkeit geschlossen,  dass,  wenn  man  den  Gefrierpunct  des  W^as- 
sers,  ohne  den  Druck  zu  vermehren,  nur  dadurch  erniedrigt,  dass 
man  es  vor  jeder  Erschütterung  bewahrt,  dann  seine  latente 
Wärme  geringer  sein  muss,  als  bei  0*^.  Diese  Verminderung  lässt 
sich  darstelle^  durch  die  Gleichung 

dr  , 

ii  =  '-^^ 

und  die  obige  Gleichung  (2)  zeigt  daher,  dass,  wenn  der  Gefrier- 
punct durch  Druck  erniedrigt  wird,  dann  die  latente  Wärme  noch 
ausser  der  Verminderung,  die  sie  schon  bei  jener  anderen  Art 

der  Erniedrigung  erleiden  würde,  noch  um  die  Grösse ; — r. 

a  +  r 

welche  beim  Wasser  =  0,29  ist,  abnimmt;  und  diese  Grösse  ist 
es,  welche  der  vollbrachten  äusseren  Arbeit  als  Aequivalent  ent- 
spricht. 

Die  neuere  Bemerkung  von  Person^),  welche  darauf  hinaus 
kommt,  dass  das  Eis  nicht  bei  einem  bestimmten  Temperatur- 
puncte  vollständig  schmilzt,  sondern  schon  in  den  nächsten  Gra- 
den unter  diesem  Punkte  etwas  weicher  wird,  habe  ich  hier  nicht 


1)  Compt.  rend,  T.  XXX,  p,  526. 

«)  Campt,  rend.  T.  XXIII,  p.  336  und  Pogg.  Ann.  Bd.  LXX,  S.  302. 

8)  Compt  rend.  T.  XXX,  p,  526. 
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berücksichtigt,  weil  dadurch  die  Entwickelung  nur  erschwert  sein 
würde,  ohne  doch  eine  wesentliche  Aenderung  zu  erfahren,  denn 
die  Abnahme  der  latenten  Wärme,  welche  der  geleisteten  Arbeit 
als  Aequivalent  entspricht,  muss  unabhängig  von  allen  kleinen 
Unregelmässigkeiten,  welche  etwa  beim  Schmelzen  noch  vorkom- 
men können,  stattfinden. 


ZUSATZ  ZUR  VORSTEHENDEN  NOTIZ.  (1864.) 


tTeber  den  Unterschied  iwischen  der  GefrierponotsemledrigiuiB, 

welche  durch  Druokänderang  bewirkt  wird,  und  deijeulgen, 

welohe  ohne  DmoULnderong  eintreten  kann. 


Gb  wird  vielleicht  nicht  tunweckmilsBig  sein,  daqentge,  wu  am 
SchlnsM  der  TOKrtehenden  Notiz  gesagt?  ist,  noch  ettraa  a&her  zn   er- 
'GrtorD.     Ea  wurde  n&mlich  die  bekannte   Erscheinung  erwähnt,    daaa 
man  den  Oefrierpanct  des  Wassers  auch  ohne  DrackTcrmehning  dadurch 
emiedrigeo  kann,   dasa  man  das  WaBser  vor  jeder  Erschiitt«nmg  be- 
wahrt, und  in  Bezog  hierauf  wurde  die  Behaaptong  aufgeetellt,  daes  in 
dieaem  Ftile  die  latente  Wärme,  oder  vielmehr  die  beim  Erstarren   frei 
ward  ende  .Wärme  sich  nach  einem  anderen  tiesetee  ändern  mOwe,   ■!■ 
Gefrierpunct  durch  Dmck  erniedrigt  wird.     Die 
lanptung  und    der    betrefFenden  Gleichung   wird 
BT  Betraofatimg  ergeben. 

ist  weitläufig  auseinandergesetit,  doss  die  Wftrme- 
lem  Körper  mittbeUen  (resp.  entziehen)  mose,  um 
len  Anfangsznstande  in  einen  bestimmten  anderen 
Zustand  zu  bringen,  sich  in  drei  Theile  zerlegen  Iftest,  nämlich  1)  die 
Wärmemenge,  welche  zur  Yermehmng  der  im  Körper  wirklich  vorhan- 
denen (sogenannten  freien)  Wärme  dient,  2)  die  Wirmemenge,  welche 
an  innerer  Arbeit  verbraucht  wird,  und  3)  die  Wärmemenge,  welche  su 
äuaaerer  Arbeit  verbraucht  wird.  Von  den  beiden  ersten  Wärmemengen 
wurde  gesagt,  dass  sie  durch  den  Anfangs-  und  Endzustand  des  Kör- 
pers vollständig  bestimmt  sind,  ohne  dass  man  die  Art,  wie  die  Verän- 
demngen  des  Körpers  vor  sich  gegangen  sind,  oder,  anders  ausgedrückt, 
den  Weg,  auf  welchem  der  Körper  aus  dem  einen  Zustande  in  den  an- 
deren gelangt  ist,  zu  kennen  braucht.     Füat  man   also,    wie   e«  in  Ab- 
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haodlaDg  I.  geschehen  ist,  diese  beiden  Wärmemengen  in  ein  Zeichen  U 
zusammen,  so  erhält  man  dadurch  eine  Grösse,  welche,  sofern  der  An- 
fangszustand des  Körpers  als  bekannt  vorausgesetzt  wird,  nur  noch  von 
dem  gerade  stattfindenden  Zustande  des  Körpers,  und  nicht  von  der 
Art,  wie  er  in  diesen  Zustand  gelangt  ist,  abhängt.  Die  dritte  Wärme- 
menge dagegen,  nämlich  die  zu  äusserer  Arbeit  verbrauchte  Wärme,  ist 
nicht  nur  vom  Anfangs-  und  Endzustande,  sondern  vom  ganzen  Ver- 
laufe der  Veränderungen  abhängig.  Kennen  wir  die  äussere  Arbeit  Wy 
80  ist  die  zu  dieser  Arbeit  verbrauchte  Wärme  gleich  A  W,  und  wenn 
wir  hierzu  die  Grösse,  welche  die  beiden  anderen  Wärmemengen  dar- 
stellt, addiren,  so  erhalten  wir  als  Ausdruck  der  ganzen  Wärmemenge, 
welche  dem  Körper  während  seiner  Veränderungen  mitgetheilt  werden 
muB8,  die  Summe: 

U  +  AW. 

Denken  wir  uns  nun,  es  sei  eine  Gewichtseinheit  Wasser  von  der 
Temperatur  0®  gegeben,  und  diese  soll,  während  der  Druck  unveränder- 
lich der  atmosphärische  Druck  ist,  in  Eis  von  einer  bestimmten,  unter 
0^^  liegenden  Temperatur  ti  verwandelt,  und  die  Wärmemenge,  welche 
man   der  Masse  dazu  entziehen  muss,  ausgedrückt  werden. 

Die  einfachste  Art,  diese  Verwandlung  vorzunehmen,  würde  die  sein, 
das  Wasser  bei  0®  frieren  zu  lassen,  und  es  dann  als  Eis  bis  zur  Tempera- 
tur ti  abzukühlen.  Indessen  kann  man  sich  den  Vorgang  auch  in  anderer. 
Weise  ausgeführt  denken.  Wir  wollen  annehmen,  das  Wasser  werde  im 
flüssigen  Zustande  bis  zu  einer  zwischen  0^  und  t^  liegenden  Tempera- 
tur t  abgekühlt,  und  erst  bei  dieser  Temperatur  trete  das  Erstarren  ein. 
Wenn  bei  Wasser,  welches  bis  zu  einer  unter  0^  liegenden  Temperatur 
abgekühlt  ist,  das  Gefrieren  beginnt,  so  friert  gleich  eine  beträchtliche 
Quantität  mit  einem  Male,  und  durch  die  dabei  erzeugte,  oder,  wie  man 
za  sagen  pflegt,  frei  werdende  Wärme  wird  die  ganze  Masse  wieder  auf 
0^  erwärmt,  und  bei  dieser  Temperatur  findet  dann  allmälig  das  weitere 
Gefrieren  statt.  Indessen  kann  man  sich,  wenn  es  auch  in  der  Wirk- 
lichkeit nicht  ausfuhrbar  ist,  doch  vorstellen,  dass  der  Masse  während 
desGefrierensdie  frei  werdende  Wärme  eben  so  schnell  entzogen  werde, 
^e  sie  erzeugt  wird,  und  dass  daher  die  ganze  Masse  bei  einer  und 
derselben  Temperatur  t  gefriere.  Das  so  entstandene  Eis  soll  dann  als 
solches  die  noch  übrige  Abkühlung  bis  zur  Temperatur  ti  erleiden. 

Um  nun  die  Wärmemenge,  welche  bei  diesem  Vorgange  der  Masse 
entsK)gen  werden  muss,  auszudrücken,  wenden  wir,  wie  in  der  vorstehen- 
den Notiz,  zur  Bezeichnung  folgende  Buchstaben  an.  Die  beim  Frie- 
ren frei  werdende  Wärmemenge  bezeichnen  wir  mit  r,  die  specifische 
Wärme  des  Wassers  mit  c,  die  specifische  Wärme  des  Eises  mit  Ä,  das 
Volumen  einer  Gewichtseinheit  Wasser  mit  6  und  endlich  das  Volumen 
einer  Gewichtseinheit  Eis  mit  s. 

OlauBia«,  meoh.  Wftrmetheorio.  7 
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Da  aber  in  der  Yorstefaeiiden  Notiz  diese  Grössen  sich  auf  den 
Fall  bezogen,  wo  mit  Abnahme  der  Temperatur  zugleich  der  Druck 
nach  einem  gewissen  Gesetze  zunimmt,  während  in  dem  jetzt  betrachte- 
ten Falle  der  Druck  als  unveränderlich  gleich  einer  Atmosphäre  ange- 
nommen  wird,  und  demgemäss  jene  Grössen  hier  etwas  andere  Werthe 
haben  müssen,  als  dort,  so  wollen  wir  zur  Unterscheidung  alle  Buch- 
staben mit  Accenten  versehen.    Demnach  wird  die  Wärmemenge,  welche 

dazu  dient,  das  Wasser  von  der  Temperatur  0^  auf  die  Temperatur  t 

t 

zu  bringen,   durch  das  Integral     1  c' dt  dargestellt.     Da  die  Tempera- 

tur  t  tiefer  als  0®  sein  soll,  so  ist  t  eine  negative  Grösse,  und  somit  ist 
auch  derWerth  des  Integrales  negativ,  wodurch  ausgedrückt  wird,  dass 
die  in  Rede  stehende  Wärmemenge  nicht  eine  dem  Körper  mitgetheilte, 
sondern  eine  dem  Körper  entzogene  ist.  .  Die  Wärmemenge,  welche 
dazu  dient,  das  gebildete  Eis  von  der  Temperatur  t  auf  die  noch  tiefere 


/ 


Temperatur  ti  zu  bringen,  wird  entsprechend  durch  das  Integral    1  h'dt 

t 
dargestellt.    Endlich  die  beim  Erstarren  frei  werdende  Wärme  ist  r', 

und  um  anzudeuten,  dass  auch  diese  Wärmemenge   dem  Körper  entzo- 
gen werden  muss,  ist  das  negative  Vorzeichen  hinzuzufügen. 

Die  algebraische  Summe  dieser  drei  Grössen  bildet  den  gesuchten 
Ausdruck  der  ganzen  in  Betracht  kommenden  Wärmemenge,  und  da 
diese  Wärmemenge  sich  andererseits  auch  durch  die  oben  angeführte 
Summe  ausdrücken  lassen  muss,  so  erhalten  wir  die  Gleichung: 


(a) 


—  r'  +   fc'dt  +   Jh'dt  =  ü  -{-lA  W. 


0  t 

Es  muss  nun  noch  die  äussere  Arbeit  W  bestimmt  werden.  Das 
Anfangsvolumen  der  Masse  ist  das  Volumen  einer  Gewichtseinheit  Was- 
ser bei  der  Temperatur  0^,  und  das  Endvolumen  das  Voltunen  einer  Ge- 
wichtseinheit Eis  bei  der  Temperatur  ti.  Wenn  wir  diese  beiden  Vo- 
lumina als  specielle  Werthe  von  o'  und  sf  mit  ö'^  und  s\  bezeichnen, 
so  wird  die  Volumenzunahme  durch  s\  —  (S'q  dargestellt.  Da  diese 
Volumenzunahme  unter  dem  constanten  Drucke  einer  Atmosphäre,  wel- 
cher jpo  heisse,  geschieht ,  so  wird  die  betreffende  Arbeit  einfach  durch 
das  Product  po  (s'i  —  ö'o)  ausgedrückt,  wobei  es  gleichgültig  ist,  bei 
welcher  Temperatur  das  Gefrieren  stattgefunden  hat.  Wenn  man  die- 
sen Ausdruck  von  W  in  die  vorige  Gleichung  einsetzt,  so  geht  sie  über  in: 

t  ti 

(b)  —  r'  +    fc'dt  +    fh'dt  =U  -^  Ap^  (s'i  —  <J'o). 
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Diese  Gleichung  wollen  wir  nach  t,  also  nach  derjenigen  Zwischen- 
temperatnr,  bei  welcher  das  Gefrieren  eingetreten  ist,  differentiiren.  Da 
non  die  Grösse  ü  ein-  für  allemal  nur  vom  Anfangs-  und  Endzustände 
abhängt,  und  die  zu  äusserer  Arbeit  verbrauchte  Wärme  in  dem  jetzt 
betrachteten  speciellen  Falle  ebenfalls  von  der  Z wisch entemperatnr  t 
unabhängig  ist,  so  können  wir  die  ganze  rechte  Seite  bei  der  Differen- 
tiation als  constant  betrachten,  und  erhalten  daher: 

-^'  +  «'-»■=0. 

oder: 

(0  ^=^'-*' 

Dieses  ist  die  als  letzte  Gleichung  in  der  Vorstehenden  Notiz  ange- 
fahrt« Gleichung,  nur  dass  die  dortige  Schreibweise  nicht  ganz  die- 
selbe ist,  indem  die  Acceote,  welche  wir  hier  zur  besseren  Unterschei- 
dung eingeführt  haben,  dort  nicht  angewandt  sind,  sondern  vorausge- 
setzt ist,  dass  die  durch  die  Umstände  bedingte  Verschiedenheit  der 
Grössen  auch  ohne  äussere  Unterscheidung  selbstverständlich  sei. 

Um  recht  deutlich  hervortreten  zu  lassen,  in  welchem  Puncte  der 
eben  betrachtete  Fall,  wo  die  Erniedrigung  des  Gefrierpunctes  nur  da- 
durch veranlasst  wird,  dass  man  das  Wasser  vor  Erschütterungen  be- 
wahrt, und  der  Fall,  wo  der  Gefrierpunct  durch  Druckvermehrung  er- 
niedrigt wird,  sich  wesentlich  von  einander  unterscheiden,  wiU  ich  auch 
die  Gleichung  (2)  der  vorstehenden  Notiz  hier  noch  einmal  entwickeln, 
indem  ich  dabei  denselben  Gang  der  Betrachtungen  einhalte,  durch 
welchen  wir  eben  zur  Gleichung  (c)  gelangt  sind. 

Es  sei  wieder  eine  Gewichtseinheit  Wasser  von  0^  gegeben,  und 
diese  soll  in  Eis  von  der  Temperatur  ti  verwandelt  werden,  und  zwar 
soll  bei  der  Abnahme  der  Temperatur  der  Druck  nach  dem  Gesetze 
wachBen,  welches  in  der  Gleichung  (1)  der  vorstehenden  Notiz  aus- 
gedrückt ist.  Da  unter  diesen  Umständen  die  Abnahme  der  Tem- 
peratur t  zugleich  das  Sinken  des  Gefrierpunctes  des  Wassers  darstellt, 
so  kann  man  jede  zwischen  0  und  t^  liegende  Temperatur  t  als  diejenige 
annehmen,  bei  welcher  das  Frieren  stattfindet.  Denken  wir  uns  also, 
das  Wasser  werde  von  0  bis  t  im  flüssigen  Zustande  abgekühlt,  bei  der 
Temperatur  t  gefriere  es,  und  von  t  bis  ti  werde  es  als  Eis  abgekühlt, 
so  wird  die  Wärm  eroenge,  welche  der  Masse  bei  diesem  Processe  ent- 
zogen werden  muss  (sofern  wir  wieder  die  entzogene  Wärmemenge  als 
eine  mitgetheilte  negative  Wärmemenge  in  Rechnung  bringen),  darge- 
stellt durch  die  algebraische  Summe: 


7* 
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—  r  +    fcdt  +    jhdt 


0  t 

Setzen  wir  diese  Summe  gleich  dem  allgemein  für  jede  Veränderung 
geltenden  Ausdrucke  CT  +  ^  TT,  so  erhalten  wir,  der  Gleichung  (a) 
enteprechend,  folgende  Gleichung: 

(d)  —  r  +    jcdt  +    jhdt  =ü  +  AW. 

0  \ 

Hierin  muss  wieder  die  äussere  Arbeit  W  bestimmt  werden;  diese 
Bestimmung  ist  aber  unter  den  jetzt  angenommenen  Umständen  nicht 
so  einfach,  wie  im  vorher  betrachteten  JB'alle,  weil  der  Druck  nicht  con- 
stant,  sondern  von  der  Temperatur  abhängig  ist.  Während  der  Ab- 
kühlung des  Wassers  von  0  bis  t  ändert  sich  das  Volumen  von  6^  bis  6 
unter  veränderlichem  Drucke;  beim  Gefrieren  ändert  sich  das  Volumen 
von  6  bis  s  unter  gleich  bleibendem  Drucke;  endlich  bei  der  Abküh- 
lung des  Eises  von  t  bis  ^i  ändert  sich  das  Volumen  von  s  bis  Si  unter 
veränderlichem  Drucke.  Die  Gesammtarbeit  ist  daher,  wenn  wir  den 
Druck  als  Function  der  Temperatur  mit  p  bezeichnen: 

Tr  =  jp  (s  —  <y);+    fpdö-\-   Jpds, 

Ca  » 

wofür  wir  auch  schreiben  können: 

t  h 

0  t 

Setzt  man  diesen  Ausdruck  von  W  in  die  Gleichung  (d)  ein,  so  kommt : 

(e)  -  r  +    I  cdt  +    jhdt  =  CT  -f  ^  Fjp  (s  —  (J)  4-    fp^ät 

0  t  0 

t 
Diese  Gleichung  wollen  wir  nun,  ebenso  wie  früher  die  Gleichung 
(b),  nach  t  differentiiren,  wobei  zu  bedenken  ist,  dass  die  Grösse  U  von 
der  Zwischentemperatur  t  unabhängig  ist     Dadurch  erhalten  wir: 
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woraus  folgt: 

,0  |r  =  ._»_^(,_„^. 

dl) 
Setzt  man  hierin  noch  fftr  J.  (s  —  ^)  31    ^^^   ^^^    ^^^   Gleichung  (1) 

f 

der    voretehenden   Kotiz  hervorgehenden  Ausdruck • — ,  bo  er- 

a  -\-  t 

hält  man  die  dort  unter  (2)  angeführte  Gleichung,  n&mlich: 
(g)  T7  =  ^  -  ^*  + 


dt  '    a  +  t 

Vergleicht  man  die  Entwickelung  dieser  auf  den  letzten  Fall  be- 
züglichen Gleichungen  (f)  und  (g)  mit  der  Entwickelung  der  Gleichung 
(c),  so  sieht  man  leicht,  dass  der  Hauptunterschied  zwischen  den  beiden 
betrachteten  FäUen  darin  besteht,  dass  im  einen  Falle  die  äussere  Ar« 
beit  von  der  Zwischentemperatur  t,  bei  welcher  das  Gefrieren  stattfin- 
det, unabhängig  ist,  im  anderen  Falle  dagegen  von  derselben  abhängt. 
Es  kommt  daher  in  den  Gleichungen  (f )  und  (g)  ein  Glied  vor,  welches 
die  Veränderlichkeit  der  zu  äusserer  Arbeit  verbrauchten  Wärme  dar- 
stellt, während  in  der  Gleichung  (c)  dieses  Glied  fehlt.  Ausserdem  liegt 
noch,  wie  schon  gesagt,  darin  eine  kleine  Verschiedenheit,  dass  die  Grös- 
sen c'  und  h'  nicht  ganz  dieselben  Werthe  haben,  wie  c  und  h.  Diese 
Verschiedenheit  kann  aber  nach  dem,  was  man  über  die  geringen  Tem- 
peraturveränderungen weiss,  welche  durch  Druckänderungen  in  Wasser 
oder  Eis  hervorgerufen  werden,  nur  sehr  unbedeutend  sein. 

Im  letzten  Absätze  der  vorstehenden  Notiz  ist  noch  die  von  Per- 
son gemachte  Bemerkung  erwähnt,  dass  das  Eis  in  der  Nähe  von  0® 
etwas  weicher  sei,  als  bei  tieferen  Temperaturen,  und  dass  dieser 
Umstand  auf  die  latente  Wärme  einen  merklichen  Einfluss  übe.  Wenn 
die  (Tohäsion  des  Eises  sich  ändert,  so  muss  natürlich  auch  die  innere 
Arbeit,  welche  mit  dem  Acte  des  Schmelzens  oder  des  Erstarrens  ver- 
bunden ist,  und  die  zu  dieser  Arbeit  gehörende  Wärme  eine  entspre- 
chende Aenderung  erleiden.  Zugleich  aber  ist  zu  bemerken,  dass  zur 
Verringerung  der  Cohäsion  des  Eises  auch  eine  gewisse  innere  Arbeit 
nöthig  ist,  und  dass  die  zu  dieser  Arbeit  verbrauchte  Wärme  in  der 
specifischen  Wärme  des  Eises  enthalten  sein  muss.      Man  muss    daher 

dr  f         dr\ 
schliessen,  dass,  wenn  der  Differentialcoefficient  —  (  resp.  —  j  in  der 

Nähe  von  0®  beträchtlich  abnimmt,  dann  die  an  der  rechten  Seite  der 
vorstehenden  Gleichungen  mit  dem  negativen  Vorzeichen  stehende  Grösse 
A  (resp.  V)  eben  so  beträchtlich  zunimmt.  Die  Gültigkeit  der  Gleichun- 
gen selbst  kann  durch  diese  inneren  Vorgänge  durchaus  nicht  beein- 
trächtigt werden,  denn  die  Gleichungen  sind  aus   allgemein   gtütigen 
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Principien  in  solcher  Weise  abgeleitet,  dass  dabei  die  inneren  Vorg&nge, 
welche  im  Eise  und  im  Wasser  während  der  Temperaturändeningen 
stattfinden,  gar  nicht  zur  Sprache  gebracht  zu  werden  brauchten. 

Zum  Schlüsse  will  ich  noch  erwähnen,  was  sich  übrigens  auch  ganz 
von  selbst  versteht,  dass  die  vorstehenden  Entwickelangen,  welche  nur 
heispielsfveise  speciell  auf  das  Wasser  bezogen  sind,  sich  eben  so  gut 
auf  jede  andere  Flüssigkeit  beziehen  lassen.  Dabei  ergiebt  sich  in  Be- 
trefif  der  Umstände,  bei  welchen  die  Dififerenz  s  —  <5  in  Betracht  kommt» 
ein  dem  Wasser  analoges  oder  ein  entgegengesetztes  Verhalten,  je  nach- 
dem die  Stofife  im  festen  Zustande  ein  grösseres  oder  ein  kleineres  Vo- 
lumen einnehmen  als  im  flüssigen  Zustande. 


ABHANDLUNG  IL 


Ueber  das  Verlxalten  des  Dampfes  bei  der  Ausdeliniuig 

unter  versohiedenen  Umständen. 

Pogg.  Ann.  Febniarheft  1861,  Bd.  LXXXII,  S.  268;  PhU.Mag.  4ti>   Ser., 

Vol.  I,  p.  S98. 


Es  ist  yor  Kurzem  ziemlich  gleichzeitig  von  Hrn.  Rankine^) 
und  von  mir ')  der  Satz  ausgesprochen,  dass  gesättigter  Wasser- 
dampf,  welcher  sich  in  einem  für  Wärme  undurchdringlichen  6e- 
fasse  befindet,  wenn  er  zusammengedrückt  wird,  nicht  gesättigt 
bleibt,  sondern  ohne  sich  niederzuschlagen  noch  eine  gewisse 
Wärmemenge  abgeben  kann,  und  dass  er  umgekehrt,  wenn  er 
sieb  unter  denselben  Verhältnissen  ausdehnt,  eine  gewisse  Wärme- 
menge von  aussen  empfangen  muss,  wenn  er  sich  nicht  theil- 
weise  niederschlagen  soll. 

In  Bezug  auf  diesen  Satz  weist  Hr.  W.  Thomson  in  einem 
Briefe  an  Hrn.  Joule^)  darauf  hin,  dass  „man  die  Hand  ohne 
Gefahr  in  einen  aus  der  Sicherheitsklappe  eines  Hochdruck-Kes- 
sels hervorkommenden  Dampfstrom  stecken^^  könne.    Er  schliesst 


1)  Transactions  of  the  Boy,  Soe.  of  Edinh.  Vol.  XX,  Pt,  I,  p.  147, 
and  im  Auszüge:  Pogg.  Ann.  Bd.  81,  S.  172. 

*)  Pogg.  Ann.  Bd.  79,  S.  368  und  500,  und  im  Auszüge:  Monatsberichte 
der  König].  Prenss.  Acad.  der  Wiss.  Febmar  1850.  [Abhandlung  I.  dieser 
Sammlung.] 

»)  Phil  Mag.  Vol  XXXVII,  p.  387  und  Pogg.  Ann.  Bd.  81,  S.  477. 
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hieraus,  dass  der  Dampfstrom  kein  tropfbar  flüssiges  Wasser 
mit  sich  führe,  uüd  meint,  dass  diese  Thatsache  mit  jenem  Satze 
im  Widerspruche  stehe,  wenn  sich  nicht  eine  Quelle  nachweisen 
lasse,  aus  welcher  der  Dampf  beim  Ausströmen  die  Wärme  ent- 
nehme, welche  nöthig  ist,  um  ihn  dampfförmig  zu  erhalten.  Diese 
Quelle  findet  er  in  der  beim  Ausströmen  stattfindenden  Reibung, 
durch  welche  Wärme  erzeugt  werde. 

Obwohl  Hr.  1'homson  im  weiteren  Verlaufe  seines  Briefes 
selbst  erwähnt,  dass  nach  der  mechanischen  Wärmetheorie  durch 
die  Verschiedenheit  der  Art,  in  welcher  die  Ausdehnung  des  Dam- 
pfes stattfindet,  Unterschiede  in  seinem  Zustande  bedingt  wer- 
den, so  scheint  er  doch  bei  der  vorstehenden  Bemerkung  diese 
Unterschiede  nicht  berücksichtigt  zu  haben,  indem  er  jenen  Satz 
auf  einen  Fall  anwendet,  auf  welchen  er  seiner  Entwickelung 
nach  gar  nicht  passt.  Für  einen  aus  dem  Kessel  in  die  Luft  aus- 
tretenden Dampfstrom  giebt  die  Theorie  ein  durchaus  anderes 
Resultat,  welches  sich  ebenfalls  leicht  ableiten  lässt. 

Wir  wollen  das  Verhalten  des  Dampfes  bei  der  Ausdehnung, 
welches  unzähligen  Modificationen  unterworfen  ist,  in  drei  ver- 
schiedenen Fällen  neben  einander  betrachten,  welche  wohl  als 
die  wichtigsten  anzusehen  sind,  und  in  denen  die  wesentlichen 
Unterschiede  besonders  klar  hervortreten. 

Wir  stellen  nämlich  die  beiden  Bedingungen,  dass  der  Dampf 
entweder  bei  seiner  Ausdehnung  einen  seiner  ganzen  Expansiv- 
kraft entsprechenden  Widerstand  zu  überwinden  hat,  oder  dass 
er  in  die  Atmosphäre  ausströmt,  wobei  ihm  nur  der  atmosphä- 
rische Druck  entgegensteht;  und  bei  der  letzten  Bedingung  ma- 
chen wir  noch  den  Unterschied,  ob  der  Dampf  in  dem  Gefasse. 
aus  welchem  er  ausströmt,  getrennt  von  Wasser  i),  nur  sich  selbst 
überlassen  ist,  oder  ob  sich  in  dem  Gefässe  auch  Wasser  befindet, 
welches  den  entweichenden  Dampf  immer  wieder  durch  neuen 
ersetzt. 

Es  sei  also  erstens  eine  Gewichtseinheit  Dampf  in  einem  Ge- 
fässe abgesondert  vom  Wasser  im  Maximum  seiner  Dichte  gege- 
ben, und  dieser  Dampf  dehne  sich  nun  aus,  indem  er  z.  B.  einen 
Stempel    zurückschiebe.     Er  soll   dabei  gegen  den  Stempel  die 


^)  Tch  werde  im  Folgenden  der  Kürze  wegen  immer  ton  Wasser 
Spreeben,  obwohl  dasselbe  im  WeBentlicben  auch  für  jede  andere  Flüssig- 
keit gilt 
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ganae  Expansivkraft,  welche  er  in  jedem  Stadium  seiner  Ausdeh- 
nung noch  hesitzt,  entwickeln,  wozu  nur  nöthig  ist,  dass  der  Stem- 
pel so  langsam  zurückweicht,  dass  der  ihm  folgende  Dampf  seine 
Expansivkraft  stets  mit  dem  im  übrigen  Geßlsse  befindlichen  voll- 
ständig ausgleichen  kann.  Während  der  Ausdehnung  soll  dem 
Dampfe  so  viel  Wärme  entzogen  oder  mitgetheilt  werden,  wie 
nöthig  ist,  damit  er  vollkommen  dampfförmig  und  zugleich  gesät- 
tigt bleibe.  Es  fragt  sich  nun,  wie  gross  die  dazu  erforderliche 
Wärmemenge  ist. 

Auf  diesen  Fall  bezieht  sich  der  von  Hrn.  Bankine  und 
mir  ausgesprochene  Satz.  Die  Arbeit,  welche  der  Dampf  hierbei 
verrichtet,  und  die  dazu  verbrauchte  Wärme  ist  nämlich  so  be- 
deutend, dass,  wenn  die  letztere  ganz  durch  die  freie  Wärme  des 
Dampfes  ersetzt  werden  sollte,  er  sich  zu  sehr  abkühlen  würde, 
um  noch  vollständig  dampfförmig  zu  bleiben,  und  es  muss  ihm 
daher  Wärme  von  Aussen  mitgetheilt  werden. 

Die  Menge  der  bei  einer  Temperaturänderung  um  dt  noth- 
wendigen  äusseren  Wärme  habe  ich  in  meinem  früheren  Aufsatze 
mit  hdt  bezeichnet,  wo  h  eine  negative  Grösse  ist,  so  dass  das 
Product  hdt  für  wachsende  Temperaturen  negativ  und  für  abneh- 
mende positiv  wird.  Den  für  Wasserdampf  geltenden  Werth  der 
Grösse  h  habe  ich  als  Function  der  Temperatur  t  in  der  Glei- 
chung (33.)  1)  bestimmt,  nämlich : 

1        A  OAK        606,5  —  0,695  t  -  0,00002  t^  —  0,0000003  t^ ,. 
h  =  0,305 ^73T1 ^' 

Bezeichnet  man  also  die  Wärmemenge,  welche  der  Dampfeinheit 
mitgetheilt  werden  muss,  wenn  ihre  Temperatur  sich  von  ti  bis  t^ 
ändert,  mit  Qi,  so  kommt: 


(1)  e.  -    /    hdt, 


I 


1)  [Oben  S.  74.] 

^)  (In  einer  zu  dieser  Gleichung  hinzugefügten  Anmerkung  habe  ich 
erwähnt,  dass  durch  eine  vereinfachte  empirische  Formel,  welche  ich  für 
die  latente  Wärme  r  vorgeschlagen  habe,  und  welche  die  Regnault' sehen 
BeobacbtangBresnltate  sehr  gut  darstellt,  die  Gleichung  für  h  folgende  Ge- 
stalt annimmt: 

und  dadurch  für  die  Rechnungen  bequemer  wird.     1864.] 
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und  hiernach  kann  man  den  Werth  von  Qi  fiir  jeden  bestimmten 
Fall  leicht  berechnen.  Sei  z.  B.  angenommen,  der  Dampf  habe 
anfangs  eine  Spannkraft  von  5  oder  10  Atmosphären,  und  dehne 
sich  dann  aus,  bis  seine  Spannkraft  auf  Eine  Atmosphäre  herab- 
gesunken sei,  so  muss  man  nach  Regnault's  Bestimmungen  ^ 
resp.  =  1520,2  oder  =  180ö,3  und  tj  =  100«  setzen,  und  erhält 
dadurch  die  Werthe : 

(I-)  Qi  resp.  =  62,1  oder  r=  74,9  Wärmeeinh.     - 

Als  eweiten  Fall  nehmen  wir  an ,  es  sei  wiederum  eine  Ge- 
wichtseinheit gesättigten  Dampfes  bei  einer  Temperatur  ti  über 
100<>,  getrennt  vom  Wasser  in  einem  Gefasse  eingeschlossen,  und 
es  werde  nun  in  dem  Gefässe  eine  Oeffnung  gemacht,  so  dass  der 
Dampf  in  die  Atmosphäre  ausströmen  könne.  Wir  yerfolgen  ihn 
dabei  jenseit  der  Oeffnung  bis  zu  einer  Entfernung,  wo  seine 
Spannkraft  gerade  gleich  dem  Drucke  der  Atmosphäre  ist,  er  sich 
aber  noch  nicht  mit  der  Luft  vermischt  hat,  und  fragen :  wie  yiel 
Wärme  muss  der  ganzen  Dampfinasse  während  der  Ausströmung 
bis  zu  dieser  Entfernung  hin  mitgetheilt  werden,  damit  sie  durch- 
weg dampfförmig  und  gesättigt  bleibe. 

Die  innere  Arbeit,  welche  der  Dampf  bei  dieser  Ausdehnung 
zu  vollbringen  hat,  ist  genau  dieselbe,  wie  im  ersten  Falle,  da  so- 
wohl der  Anfangs-  als  auch  der  Endzustand  dem  dortigen  gleich 
ist.  Die  äussere  Arbeit  dagegen  ist  viel  geringer,  denn  während 
dort  der  Widerstand  zu  Anfang  gleich  der,  der  Temperatur  ti  ent- 
sprechenden Spannung  war,  und  erst  allmälig  bis  zu  Einer  At- 
mosphäre abnahm ,  beträgt  er  hier  schon  von  vorne  herein  nur 
Eine  Atmosphäre.  Demgemäss  ist  auch  die  zu  Arbeit  verbrauchte 
Wärme  geringer,  so  dass  der  Dampf  viel  weniger  Wärme  als  vor- 
her von  Aussen  zu  empfangen  braucht,  um  sich  im  dampfförmigen 
Zustande  zu  erhalten. 

Dass  dieser  Unterschied  in  Bezug  auf  den  Wärmeverbrauch 
wirklich  stattfindet,  ist  schon  mit  vollkommener  Bestimmtheit  bei 
der  atmosphärischen  Luft  von  Hrn.  Joule  experimentell  nach- 
gewiesen 1).  Dieser  fand  nämlich,  dass  beim  Einpumpen  von  Luft 
in  ein  festes  Gefäss,  wobei  die  Art  der  Zusammendriickung  dem 
ersten  der  beiden  vorigen  Fälle  analog  war,  viel  mehr  Wärme 
zum  Vorschein  kam,  als  beim  Ausströmen  der  comprimirten  Luft 


^)  On  the  Changes  of  Temper atitre  produced  hy  the  Rarefaction  and 
Condensaiion  of  Air,  by  J,  P.  Joule,    Phil.  Mag.  Vol,  XX VI,  pag.  369. 
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in  einen  unter  dem  atmosphärischen  Drucke  stehenden  Raum, 
also  unter  Umständen,  welche  dem  zweiten  Falle  analog  waren, 
verschwand.  Diese  beiden  Wärmemengen  yerhielten  sich  ziemlich 
nahe  so,  wie  die  nach  den  vorher  angedeuteten  Principien  be- 
rechneten Arbeitsgrössen. 

Um  nun  für  unseren  Fall  die  Berechnung  anzustellen ,  müs- 
sen eigentlich  ausser  dem  Widerstände  der  Atmosphäre  noch  zwei 
andere  Grössen  berücksichtigt  werden,  nämlich  der  Widerstand, 
den  der  Dampf  beim  Ausströmen  durch  die  Reibung  erfahrt,  und 
die  Arbeit,  welche  dazu  verwandt  werden  musste,  um  dem  Dampfe 
selbst  die  Bewegung  mitzutheilen,  welche  er  an  den  Punkten,  wo 
seine  Spannung  dem  atmosphärischen  Drucke  gleich  ist,  und  wo 
wir  ihn  zuletzt  betrachten,  noch  besitzt.  Um  die  Reibung  zu 
überwinden,  muss  eine  gewisse  Wärmemenge  verbraucht  werden; 
durch  die  Reibung  selbst  aber  wird  wieder  Wärme  erzeugt,  und 
wenn  diese  auch  zum  Theil  in  die  Wände  des  Gefasses  übergeht 
und  von  diesen  fortgeleitet  wird,  so  kommt  doch  der  übrige  Theil 
dem  Dampfe  wieder  zu  Gute.  Es  ist  also  ersieh thch,  dass  die 
Wirkung  der  Reibung  nicht,  wie  Hr.  Thomson  meint,  in  einem 
Geunnne,  sondern  vielmehr  in  einem  Verluste  von  Wärme  besteht, 
dass  dieser  letztere  aber  nicht  der  ganzen  auf  die  Reibung  ver- 
wandten xVrbeit,  sondern  nur  einem  Theile  derselben  entspricht. 
Wir  wollen  diesen,  und  ebenso  auch  den  von  dem  zweiten  erwähn- 
ten Umstände  herrührenden  Wärmeverlust,  der  unzweifelhaft  nur 
gering  ist  ^),  vernachlässigen^  wodurch  die  Rechnung  sehr  einfach 
wird. 


^)  [Die  StrömoDgsgeschwindigkeit  und  demgemäss  auch  die  in  der 
Strömungsbewegung  liegende  lebendige  Kraft  ist  in  verschiedenen  Abstän-, 
den  von  der  AusfiussÖfinung  sehr  verschieden.  Tn  der  Oeffiinng  selbst  fin- 
det eine  bedeutende  Geschwindigkeit  statt,  deren  Entstehung  aus  der  Dif- 
ferenz Ewischen  dem  im  Gefasse  und  dem  in  der  Ausflussöffnung  herrschen- 
den Drucke  leicht  erklärlich  ist.  Jenseit  der  Oeffnung,  in  dem  Räume,  wo 
ner  Dampfstrom  sich  ausbreitet,  nimmt  die  Geschwindigkeit  schnell  wieder 
ab.  lieber  den  Grund  dieser  Geschwindigkeitsabnahme  wird  in  dem  dieser 
Abhandlung  folgenden  Zusätze  noch  die  Rede  sein;  aber  auch  ohne  diese 
speciellere  Betrachtung  kann  man  mit  Sicherheit  voraussetzen,  dass  mit  der 
Abnahme  der  lebendigen  Kraft  der  Strömungsbewegung  eine  entsprechende 
Zunahme  der  lebendigen  Kraft  der  Molecularbewegungen  verbunden  ist, 
oder,  mit  anderen  Worten,  dass  far  die  aufhörende  lebendige  Kraft  der 
Strömungsbewegung  Wärme  entsteht.  Wenn  nun,  wie  im  vorliegenden 
Falle,  nicht  die  Aufgabe  gestellt  ist,  alle  in  den  verschiedenen  Stadien  der 
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Man  braucht  nämlich  von  der  im  Yorigen  Falle   geltenden 

Wärmemenge    1  hdi  nur  die  Wärmemenge  abzuziehen,  welche 

dem  Unterschiede  der  in  beiden  Fällen  geleisteten  äusseren  Ar- 
beit entspricht. '  Sei  p  die  Spannkraft  des  Dampfes  fiir  die  Tem- 
peratur t^  und  s  das  dazugehörige  Volumen  einer  Gewichtseinheit. 
Seien  ferner  pi  und  p^  die  Werthe  von  p,  und  Si  und  s%  die 
Werthe  von  s  zu  Anfang  und  zu  Ende  der  Operation,  unter  denen 
Pi  unserer  Voraussetzung  nach  den  Druck  von  einer  Atmosphäre 
bedeutet,  so  ist  die  äussere  Arbeit: 


im  ersten  Falle  =    1  pds^ 


-f' 


im  zweiten  Falle  =    I  p^ds. 


«I 


Die  dazu  gehörigen  Wärmemengen  erhält  man,  wenn  man  diese 
Grössen  mit  dem  Wärmeäquivalente  fiir  die  Einheit  der  Arbeit, 
welches  ich  mit  Ä  bezeichnet  habe,  multiplicirt  Demnach  muss 
man,  wenn  Qi  die  gesuchte  Wärmemenge  bedeutet,  welche  die 
Dampfeinheit  beim  Ausströmen  bedarf,  setzen : 


(2) 


.(^2  =    /  hdi  —  A  I  pds  +  Ä  j p^ds. 


h 

Nun  ist  aber  oflfenbar: 


/ 


j)2  d$  =  P2  (5a  —  8i) 


Aasströrnttngsbewegung  stattfindenden  Vorgänge  ins  Einzelne  zu  verfolgen, 
Bondem  nur,  die  Wärmemenge  zu  bestimmen,  welche  dem  Dampfe  im  Gan- 
zen mitgetheilt  werden  muss,  um  zu  bewirken,  dass  er,  ohne  sich  theilweise 
niederzuschlagen,  gerade  im  Maximum  seiner  Dichte  bleibt,  so  kann  man 
die  Wärmemengen,  welche  bei  der  Hervorbringung  von  Bewegung  ver- 
braucht und  bei  der  Abnahme  der  Bewegung  wieder  erzeugt  werden,  welche 
also  in  der  Rechnung  positiv  und  negativ  vorkommen  und  sich  daher  ge- 
genseitig anfheben  würden,  von  vorne  herein  ausser  Acht  lassen.  Nehmen 
wir  nun  an,  dass  an  der  Stelle,  wo  wir  den  Dampf  zuletzt  betrachten,  seine 
Strömungsgeschwindigkeit  so  gering  ist,  dass  wir  die  dieser  Geschwindig- 
keit entaprechende  lebendige  Kraft  vernachlässigen  können,  so  brauchen 
wir  in  unserer  Rechnung  auf  die  Strömungsgeschwindigkeit  überhaupt  keine 
Rücksicht  zu  nehmen.    1864.] 
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und: 

I pds  =pi  (Si  —  6)—  jpi  (si  —  6)  —  I  {s  —  6)dp 


PI 

dp 


=  i>2   (52    —  <J)  —  JPi   (Si    —   <y)  —      Hs   -     6)  "^dt, 

h 

worin  0  eine  beliebige  Constante  ist^),  für  welche  wir  das  Volu- 
men einer  Gewichtseinheit  Wasser  setzen  wollen,  dessen  Verän- 
derlichkeit mit  der  Temperatur  wir  um  so  mehj  vernachlässigen 
können,  als  das  ganze  Volumen  des  Wassers  kaum  in  Betracht 
kommt     Diese  Ausdrücke  in  (2)  eingesetzt,  giebt : 

(3)  Q,  =j[h  +  A  (s-<y)  ^^dt  +  Ap,  {s,-6)  (l  -  !;)• 

Die  Summe  ä  +  -4  (5  —  <J)  -^  ist  nach  Gleichung  (III.)  meines 

früheren  Aufsatzes  ^)  =  jr  -|-  c  und  diese  Summe  wiederum  nach 

Regnault's  Bestimmungen  eine  nahe  constante  Grösse,  nämlich 
0,305,  so  dass  (3)  übergeht  in : 

(4)  «,  =  -  0,305  {h  —  U)-\-  Ap,  (5i  ^6)(\-^y 

Hierin  ist  nur  noch  die  Grösse  Api  (si  —  <J)  unbekannt,  und 
diese  wird  als  Function  der  Anfangstemperatur  ti  durch  die  Glei- 
chung (26)  meines  früheren  Aufsatzes^)  bestimmt,  so  dass  Q^  für 

1)  [Setzt  man  nämlich,  indem  man  unter  <r  irgend  eine  Constante  ver- 
steht, an  die  SteUe  von  ds  das  gleichbedeutende  Differential  d  (8  —  <r),  so 
gilt  bekanntlich  die  Gleichung: 

fpd  («  —  ff)  =  j)  (ä  —  (j)  —  J\8  —  ü)  dp, 

und  wenn  man  sich  hierin  die  Integration  zwischen  den  bestimmten  Gran- 
zen,  welche  den  angenommenen  Gränztemperaturen  t^  und  t^  entsprechen, 
ausgeführt  denkt,  so  erhalt  man  die  im  Texte  angeführte  Gleichung.  1864.] 

2)  [Oben  ,S.  38.] 

3)  [Oben  S.  66.  Man  kann  natürlich  statt  der  Gleichung  (26),  in  wel- 
cher eine  für  die  numerische  Rechnung  bestimmte  empirische  Formel  ge- 
geben ist,  auch  die  Hauptgleichung  (V  a.)  S.  58  anwenden.  Aus  dieser  er- 
giebt  sich  sofort: 

^(»-  •)  = ^^-37' 
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jeden  anfanglichen  Dmck  und  die  dazugehörige  anfangliche  Tem- 
peratur berechnet  werden  kann.  Nimmt  man  z.  B.  den  anfäng- 
lichen Druck  wieder  zu  5  oder  10  Atmosphären  an,  so  kommt: 

(IL)  ^2  resp.  =  19,5  oder  =  17,0  Wärmeeinh. 

Da  Q2  eine  positive  Grösse  ist,  so  folgt,  dass  auch  in  diesem 
Falle  dem  Dampfe  Wärme  nicht  entzogen,  sondern  mügetheüt  wer- 
den muss,  wenn  sich  nicht  ein  Theil  desselben  niederschlagen 
soll,  was  dann  nicht  bloss  an  der  Ausströmungsöffnung,  sondern 
eben  so  gut  auch  im  Innern  des  Gefässes  geschehen  würde.  Die 
Quantität  dieses  niedergeschlagenen  Dampfes  würde  aber  gerin- 
ger sein,  als  im  ersten  Falle,  weil  Q2  geringer  ist  als  Qi. 

Es  kann  vielleicht  auffallen,  dass  die  Gleichung  (ü.)  für  den 
anfanglichen  Druck  von  5  Atmosphären  eine  grössere  Wärme- 
menge giebt,  als  für  den  von  10  Atmosphären.  Das  kommt  aber 
daher,  dass  bei  5  Atmosphären  Druck  das  Volumen  des  Dampfes 
schon  so  gering  ist,  und  bei  einer  Druckvermehrung  bis  zu  10  At- 
mosphären nur  noch  um  einen  so  kleinen  Raum  abnimmt,  dass 
die  dadurch  bedingte  Vermehrung  der  Arbeit  beim  Ausströmen 
überwogen  wird  von  dem  Ueberschusse  der  freien  Wärme  des 
180«,3  warmen  Dampfes  über  die  des  152^,2  warmen. 

Dieser  eben  betrachtete  zweite  Fall  ist  mit  einiger  Annähe- 
rung auf  denjenigen  Dampf  anwendbar,  welcher  aus  dem  Cylinder 
einer  Hochdruck-Maschine  ohne  Expansion  nach  vollbrachter  Ar- 
beit in  die  Atmosphäre  ausströmt,  wenn  man  annimmt,  dass  der 
Dampf,  so  lange  er  mit  dem  Kessel  in  Verbindung  stand,  sich  im 
vollständig  dampfförmigen  und  gerade  gesättigten  Zustande  er- 
halten habe.  Für  Maschinen  mit  Expansion  muss  man  von  dem 
Momente  an,  wo  der  Dampf  vom  Kessel  abgesperrt  wird,  für  die 
Zeit,  in  welcher  er  durch  blosse  Ausdehnung  den  Stempel  weiter 
treibt,  den  ersten  Fall  anwenden.  Vollständige  Anwendung  würde 
dieser  Fall  nur  bei  einer  Maschine  finden,  wo  die  Expansion  so 
weit  ginge,  bis  der  innere  Druck  dem  der  Atmosphäre  gleich 
wäre;  und  selbst  bei  solchen  Maschinen,  wenn  es  deren  gäbe, 
würde  der  Zustand  nicht  ganz  diesem  Falle  entsprechen,  weil  die 
durch  die  Reibung  des  Stempels  im  Cylinder  erzeugte  Wärme 
gewiss  eine  sehr  beträchtliche  Grösse  ist  ^). 


welche  Gleichung  an  der  rechten  Seite  nur  Grössen  enthält,   die  durch  Be- 
obachtungen bekannt  smd.    1864.] 

^)  loh  habe  m  meinem  früheren  Aufsatze  in  Bezug   auf  den   für  den 


H 
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Wir  wenden  uns  nun  endlich  zu  dem  dritten  Falle,  nämlich 
zu  dem,  auf  welchen  sich  die  Bemerkung  des  Hrn.  Thomson 
bezieht.  Das  Gefass  AB  CD  (s.  die  nebenstehende  Figur) 
sei    bis    EF  mit   Wasser   und   von    da  ab  mit  Dampf  gefüllt. 

Yig.  5.  PQ  sei  die   Ausströmungsöfifnung, 

^  und  diese  sei  mit  einem  allmälig  er- 

weiterten Halse  FQKM  versehen, 
um  die  Ausbreitung  des  Dampfstro- 
mes regelmässiger  zu  machen,  was 
aber  nicht  als  ein  nothwendiges  Er- 
forderniss,  sondern  nur  zur  leichte- 
ren Anschauung  des  Folgenden  an- 
genommen ist  Das  .Wasser  werde 
durch  irgend  eine  Wärmequelle  con- 
stant  auf  der  Temperatur  ^i  erhal- 
ten, so  dass  es  fortwährend  den  aus- 
strömenden Dampf  durch  neu  ent- 
wickelten ersetze,  und  der  ganze 
Ausströmungszustand  stationär  sei. 
Es  stelle  nun  G^lTeT' eine  Fläche  dar,  in  welcher  der  hindurch- 
gehende Dampf  noch  durchweg  die  Expansivkraft  pi,  die  Tempe- 
ratur ti  und  das  Volum  Si  hat,  welche  im  Inneren  des  Gefasses 
stattfinden,  und  mit  welchen  auch  der  neue  Dampf  sich  ent- 
wickelt ^).  KLM  dagegen  stelle  eine  Fläche  dar,  in  welcher  der 
hindurchgehende  Dampf  schon  durchweg  die  Expansivkraft  j)^, 
nämlich  die  von  Einer  Atmosphäre  hat,  ohne  sich  doch  noch  mit 
atmosphärischer  Luft  gemischt  zu  haben.     Auf  dem  Wege  von 


E.^^ 


B 


ersten  Fall  geltenden  Satz  die  Beobachtungen  angeführt,  welche  Pambour 
an  dem  ans  einer  Hochdrack-Maschine  nach  vollbrachter  Arbeit  ausströ- 
menden Dampfe  angestellt  hat.  Dabei  genügte  es  mir,  dass  Pambour 
nicht,  wie  es  nach  der  gewöhnlichen  Wärmetheorie  hätte  sein  müssen,  eine 
höhere  Temperatur  gefunden  hat,  als  die,  welche  dem  gleichzeitig  beobach- 
teten Drucke  entsprach.  Von  solchen  Beobachtungen  zu  verlangen,  dass 
sie  auch  genau  die  von  der  Theorie  angegebene  Menge  tropfbar  flüssigen 
Wassers  in  dem  Dampfe  nachweisen  sollen,  würde  aus  den  oben  angeführ- 
ten Gründen  und  wegen  mancher  anderer  noch  mitwirkender  störender 
Einflüsse  nicht  gerechtfertigt  sein. 

1)  Pq  der  dem  ursprünglichen  Abdrucke  dieser  Abhandlung  beigefüg- 
ten Figur  ist  die  Fläche  GHJza  nahe  an  die  Ausflussöffnung  gezeichnet, 
worauf  in  dem  Druckfehlerverzeichnisse  des  betreffenden  Bandes  von  Pogg. 
Ann.  aufmerksam  gemacht  ist.    1864.] 
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GHJ  bis  KLM  werde  dem  Dampfe  fortwährend  so  viel  Wärme 
entzogen  oder  mitgetheilt,  wie  nöthig  ist,  damit  er  vollständig 
dampfförmig  und  gerade  gesättigt  bleibe,  und  also  in  der  Fläche 
-K'If -9f  gerade  die  Temperatur  ^  =  100«  und  das  dazu  gehörige 
Volumen  $2  habe.  Es  fragt  sich,  wie  gross  die  zu  diesem  Zwecke 
erforderliche  Wärmemenge  Q^  für  die  Gewichtseinheit  ausströ- 
menden Dampfes  sei. 

Die  innere  Arbeit,  welche  der  Dampf  beim  Ausströmen  voll- 
bringt, ist  in  diesem  Falle  wieder  genau  dieselbe  wie  die  im  vo- 
rigen; in  Bezug  auf  die  äussere  Arbeit  dagegen  tritt  ein  neuer 
von  den  vorigen  wesentlich  verschiedener  Umstand  ein. 

Wir  müssen  nämlich  hier  die  in  den  beiden  Flächen  GHJ 
und  jE'L  Jf  geleistete  Arbeit  betrachten.  Durch  die  Fläche  GHJ 
wird  die  Gewichtseinheit  Dampf  mit  dem  Volumen  Sx  und  dem 
Drucke  p^  getrieben,  und  somit  die  Arbeit 

P)   •  Si 

geleistet.  Diese  Arbeit  geht  von  dem  Dampfe  im  Inneren  des 
Gefässes  aus,  und  zwar  nur  von  demjenigen,  welcher  sich  wäh- 
rend der  Zeit  des  Ausströmens  vom  Wasser  neu  entwickelt  Denn 
dieser,  indem  er  sich  Raum  verschafft,  drängt  die  nächste  Schicht 
vorwärts,  diese  wieder  die  folgende  u.  s.  f.,  und  so  dienen  alle 
darüber  befindlichen  Schichten  nur  dazu,  die  Arbeit  von  der 
Oberfläche  des  Wassers  bis  zu  der  Ausströmungsöffnung  zu  über- 
tragen. Die  zu  dieser  Arbeit  verbrauchte  Wärme  ist  schon  in 
der  latenten  Wärme  des  neu  entwickelten  Dampfes  enthalten, 
und  braucht  hier  gar  nicht  weiter  betrachtet  zu  werden. 

Wenn  nun  in  der  Fläche  KLM  gerade  dieselbe  Arbeit  ge- 
leistet würde,  wie  in  G  HJ^  so  käme  auf  den  Raum  zwischen  den 
beiden  Flächen  gar  keine  eigene  Arbeit,  indem  nur  die  Arbeit 
von  der  einen  Fläche  auf  die  andere  übertragen  wäre.  Wird  da- 
gegen in  KLM  eine  andere  Arbeit  als  in  GHJ  vollbracht,  so 
kommt  auf  den  Zwischenraum  die  Differenz  jener  beiden  Grössen 
als  eigene  Arbeit.  Nun  wird  durch  KLM  die  Gewichtseinheit 
Dampf  mit  dem  Volumen  s^  und  dem  Drucke  2)2  getrieben,  also 
die  Arbeit 

geleistet,  und  die  in  dem  Zwischenräume  vollbrachte  Arbeit  ist 
somit : 
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welches  eine  negative  Grosse  ist,  wodurch  angezeigt  wird,  dass  in 
diesem  Räume  sogar  ein  Theil  der  schon  vollbrachten  äusseren 
Arbeit  wieder  verloren  geht  *), 

Mit  der  Grösse  p^  ,  S2  —  pi  .  Si  muss  man  nun  ebenso  ver- 

H 

fahren,  wie  im  zweiten  Falle  mit  der  Grösse  f  p^ds,  und  erhält 
dadurch,  der  Gleichung  (2)  entsprechend,  die  Gleichung: 

(5)  Qi  =    I  hdt  —  A  I  pds  +  Ä  (pi  ,  S2  —  jpi  .  Si). 

Wenn  man  mit  dieser  Gleichung  dieselben  Veränderungen  vor- 
nimmt, wie  die,  mittelst  deren  aus  der  Gleichung  (2)  die  Glei- 
chung (4)  abgeleitet  wurde,  und  dann  die  mit  dem  Factor  6  be- 
hafteten Glieder  vernachlässigt,  so  kommt: 

(6)  Qb  =  —  0,305  (^  -  U) «), 

^)  [Der  Vorgang  innerhalb  des  zwischen  den  beiden  Fläohen  QHJ 
und  KLM  liegenden  Raumes  ist  durchaus  kein  einfacher,  indem  die  Strö- 
mungsgeschwindigkeit von  der  ersteren  Fläche  bis  zur  Ausflussöfihung  PQ 
stark  beschleunigt,  und  von  hier  bis  zur  letzteren  Fläche  wieder  angenä- 
hert eben  so  stark  verzögert  wird.  Indessen  ist  es,  wie  schon  in  einer  frü- 
heren Anmerkung  gesagt  wurde,  bei  der  Bestimmung  der  Wärmemenge, 
welche  dem  Dampfe  im  Ganzen  mitgetheilt  werden  muss,  nicht  nöthig,  auf 
die  Einzelnheiten  dieses  Vorganges  Rücksicht  zu  nahmen,  denn  so  viel 
kann  im  Voraus  als  sicher  betrachtet  werden,  dass  bei  der  Vermehrung 
der  lebendigen  Kraft  der  Strömungsbewegung  Wärme  verbraucht,  und 
ebenso  bei  der  Verminderung  dieser  lebendigen  Kraft  Wärme  erzeugt  wird. 
Es  genügt  also,  zu  wissen,  was  in  den  beiden  zur  Betrachtung  ausgewähl- 
ten Gränzflächen  vorgeht^  und  wenn  die  lebendige  Kraft  in  diesen  Flächen 
so  gering  ist,  dass  man  sie  vernachlässigen  kann,  so  braucht  man  nur  die 
mechanische  Arbeit  zu  berücksichtigen,  welche  in  jeder  der  beiden  Flächen 
von  dem  dort  herrschenden,  im  Sinne  der  Strömung  genommenen  Drucke 
beim  Hindurchströmen  des  Dampfes  gethan  wird.    1864.] 

')  [Es  gilt  nämlich,  wie  bei  der  Umformung  der  Gleichung  (2)  gesagt 
wurde,  die  Gleichung: 

J'pda  =  |)2  («2  —  ir)  -  _p,  (sj  —  ff)  -  J\8  -  <^)  ^  dt, 

durch  deren  Anwendung  die  Gleichung  (6)  übergeht  in: 

Q^  =  f\h  +  ^  (g  _  ff)  J|l  d«  -  Äa  (p,  -  i)a). 
ti 

Setzt  man  hierin  für  den  Ausdruck   h  -^  A  (s  —  c)  ^    den  ihm  gleichen 

Clansius,  mech.  Wftnnetheorie.  g 
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und  wenn  man  hieraus  wieder  die  Zahlenwerthe  von  Q^  für  einen 
anfanglichen  Druck  von  5  oder  10  Atmosphären  berechnet,  so 
erhält  man : 
(OL)        Qi  resp.  =  —  15,9  oder  =  —  24,5  Wärmeeinh. 

Aus  dem  Umstände,  dass  die  Werthe  von  Q^  negativ  sind, 
folgt,  dass  für  diesen  Fall  dem  Dampfe  nicht  Wärme  mitgetheilt, 
sondern  entzogen  werden  muss,  und  zwar  dieselbe  Menge,  welche 
man  auch  nach  der  gewöhnlichen  Wärmetheorie  finden  würde. 
Wenn  diese  Wärmeentziehung  bis  zu  der  betrachteten  Stelle 
nicht  hinlänglich  stattfindet,  so  wird  dort  der  Dampf  wärmer  als 
100<>  und  somit,  falls  er  nicht  mechanisch  mit  fortgerissenes  Was- 
ser enthält,  vollkommen  trocken  sein. 

Man  sieht  also,  dass  man  zur  Erklärung  der  von  Ulm.  Thom- 
son angeführten  Thatsache  der  Reibung  nicht  bedarf.  ImGegen- 
theil  wird,  wie  schon  erwähnt,  durch  die  Keibung  ein  Wärme- 
verlust  bedingt,  welcher  im  Vorigen  nicht  mitgerechnet  ist,  der 
aber  auch  in  solchen  Fällen,  wie  beim  Ausströmen  des  Dampfes 
aus  dem  Sicherheitsventile  eines  Hochdruck-Kessels,  durchaus 
nicht  hinreichen  wird,  die  in  (6)  gefundene  Wärmemenge  zu  ver- 
zehren. 


Aosdrack  J7  +  C|   ^md   vernachlässigt  das   mit  dem   Factor  <r  behaftete 
Glied,  so  kommt: 


«3  =  /(5-'  +  «)'^'- 

h 

Wemi  man  diese  Gleichung  speciell  auf  Wasserdampf  anwendet,  und  dabei 
nach  Regnault  setzt: 

|r +  0  =  0^5, 

so  erhält  man  die  Gleichung  (6).     1864.] 


ZUSATZ    ZU    ABHANDLUNG    II.     (1864.) 


Ueber  die  DruokTerschiedenheiten  in  einem  sioli  auBbreitenden 
OftBStrome. 


In  der  Toretebenden  ÄbbandluDg  ist  davon  die  Rede  gewesen,  dass 
in  dem  allmSlig  erweiterten  Halse  PQKM,  welcher  an  dem  anf  S.  111 
geEcichneten  Geftlsse  als  Fortsatz  der  Ausflussöffnung  angebracht  ist, 
die  StrÖniimgsgeachwindigkeit  von  der  OefFnung  PQ  bis  zur  Fläche 
KLM  bedeutend  abnimmt.  Die  Kraft,  welche  diese  Verminderung  der 
Strömungsgeschwindigkeit  bewirkt,  ist  in  einer  Differenz  zwischen  dem 
in  der  Nähe  der  Oeffnung  und  dem  in  der  Fläche  KLM  herracbenden 
Dmcke  zu  suchen. 

Eine  solche  Druckdifferenz  bildet  sich  in  allen  Fällen,  wo  ein  Strom 
eines  gasförmigen  Körpers  sieb  ausbreitet,  und  ihr  Vorhaudensein  lässt 
sich  sehr  onscbanlich  dnrch  einen  bekannten  kleinen  Apparat  nacbwei- 
f^g  g  Ben.     Eb   sei  AB  in  der  nebenste- 

henden Figur  eine  enge  Röhre,  wel- 
che mittelst  emes  Korkes  in  eine 
weitere  Röhre  CDEF  eingefügt  ist, 
so  dass  ein  in  der  Richtung  von  A 
noch  B  durch  die  enge  Röhre  ge- 
triebener Luftstrom  sich,  bevor  er 
die  freie  Atmosphäre  erreicht,  in  der 
weiten  Röhre  auBbreiten  kann.  Die 
letztere  sei  in  der  Nähe  der  Stelle, 
wo  die  enge  Röhre  mündet,  mit  einer 
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nach  unten  gehenden  heberformig  gebogenen  Röhre  Q-HK  versehen, 
welche  zum  Theil  mit  einer  Flüssigkeit  gefüllt  sei.  Wenn  man  nun 
durch  die  enge  Röhre  AB  bläst,  so  sieht  man  die  in  der  heberformigen 
Röhre  befindliche  Flüssigkeit  in  dem  mit  der  weiten  Röhre  verbnnde- 
nen  Schenkel  HG  steigen  und  in  dem  nach  der  Atmosphäre  geö£fneten 
Schenkel  ^JT  sinken,  woraus  folgt,  dass  während  des  Blasens  in  der 
weiten  Röhre  in  der  Nähe  von  B  ein  geringerer  Druck  herrscht  als 
der  äussere  atmosphärische  Druck.  Demnach  ist  in  dem  Luftstrome, 
welcher  in  der  weiten  Röhre  von  B  nach  EF  geht,  der  Druck  bei  B 
schwächer,  als  in  der  Fläche  EF^  wo  der  atmosphärische  Druck  statte 
findet,  und  diese  Druckdifferenz  ist  es,  welche  verzögernd  auf  den  Luft- 
strom einwirkt  und  eine  solche  Geschwindigkeitsabnahme  verursacht, 
dass  dieselbe  Luftmenge,  welche  wahrend  einer  Zeiteinheit  durch  den 
engen  Querschnitt  bei  B  geht,  auch  den  weiten  Querschnitt  EF  wfth- 
rend  einer  Zeiteinheit  ausfüllen  kann. 

Die  Entstehung  dieser  Druckdifferenz  erklärt  sich  daraus,  dass  der 
Luftstrom  in  dem  in  der  Nähe  der  Ausflussöffnung  B  gelegenen  Theile 
der  weiten  Röhre,  wo  er  sich  noch  nicht  so  ausgebreitet  hat,  dass  er 
die  ganze  Röhre  gleichmässig  ausfüllt,  die  ihn  seitlich  umgebende  Luft 
mit  sich  fortzureissen  sucht.  Durch  diese  Wirkung  wird  beim  Beginne 
des  Luftstromes  ein  Theil  der  in  dem  seitlichen  Räume  befindlichen 
Luft  entfernt  und  dadurch  eine  Luftverdünnung  hervorgebracht,  welche 
so  lange  anhält,  wie  der  Strom  dauert. 

Ein  ganz  ähnliches  Verhalten,  wie  man  es  in  dem  eben  beschrie- 
benen kleinen  Apparate  beobachtet,  muss  auch  in  dem  vorher  erwähn- 
ten, sich  allmälig  erweiternden  Ansätze  P  QK3£  unseres  AusstrÖmungs- 
gefi&sses  stattfinden.  Auch  hier  muss  in  der  Nähe  der  engen  Oeffuung 
PQ  der  Druck  geringer  sein,  als  in  den  weiteren  Theilen  des  Ansatzes, 
und  dadurch  der  von  der  engen  Stelle  nach  den  weiteren  Theilen  gehende 
Dampfstrom  verzögert  werden.  Wenn  an  der  Ausfiussöffnung  des  Gre- 
fässes  jener  allmälig  weiter  werdende  Ansatz,  welcher  den  Dampfstrom 
während  seiner  ersten  Ausbreitung  und  der  damit  verbundenen  Verzö- 
gerung von  der  äusseren  Luft  abschliesst,  nicht  angebracht  ist,  sondern 
der  Dampf  mit  seiner  vollen  Ausflusegesch windigkeit  direct  in  die  At- 
mosphäre tritt,  so  findet  insofern  ein  Unterschied  statt,  als  der  Dampf- 
strom fortwährend  eine  gewisse  Menge  der  ihn  seitlich  umgebenden 
Luft  mit  in  Bewegung  setzt,  indem  die  mit  fortgerissene  Luft  immer 
wieder  durch  neue  seitwärts  zuströmende  I^uft  ersetzt  wird.  Der  Haupt- 
sache nach  aber  müssen  die  Erscheinungen  auch  unter  diesen  Umstän- 
den den  vorher  betrachteten  ähnlich  sein. 

In  dem  in  der  vorstehenden  Abhandlung  citirten,  von  W.  Thom- 
son an  Joule  geschriebenen  Briefe  geht  Thomson    davon  aus,  den 
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Fall,  wo  Dampf  ans  dem  Sicherheitsventile  eines  Dampfkessels  ausströmt, 
mit  demjenigen  Falle  zu  vergleichen,  wo  Dampf,  welcher  ohne  Flüssig- 
keit in  einem  Gefasse  enthalten  ist,  sich  unter  Ueberwindung  eines  sei- 
ner ganzen  Expansivkraft  entsprechenden  Widerstandes  ausdehnt.  In 
diesem  letzteren  Falle  muss  dem  Dampfe,  wenn  er  sich  nicht  zum  Theile 
niederschlagen  soll,  eine  gewisse  Wärmemenge  mitgetheilt  werden,  und 
in  Bezug  hierauf  meint  Thomson,  beim  Ausströmen  des  Dampfes  werde 
eben  diese  Wärmemenge,  welche  ihn  verhindere,  sich  während  der  Aus- 
dehnung theilweise  niederzuschlagen,  hervorgebracht  y^hy  the  friction  of 
the  steam^  as  it  rushes  through  the  orifice^.  Diesen  Ausdruck  habe  ich 
so  verstanden,  dass  damit  die  Reibung  des  Dampfes  in  der  Ausfluss- 
öffiiung  selbst,  also  an  ihren  festen  Wänden,  an  denen  der  Dampf  vor- 
beiströmen muss,  gemeint  sei,  und  in  diesem  Sinne  habe  ich  Thom- 
son's  Ansicht  in  der  vorstehenden  Abhandlung  angefahrt.  Bei  der 
Yergleichung  mit  dem  Wortlaute  des  Ausdruckes  wird  man  meine  Auf- 
fassung sehr  natürlich  finden;  auch  hat  Thomson  in  seiner  Erwide- 
rung ')  nicht  gesagt,  dass  ich  den  Sinn  jenes  Ausdruckes  unrichtig  auf- 
gefas8t  habe.  Er  hat  aber  in  dieser  Erwiderung,  ohne  den  Grund  da- 
für anzugeben  oder  auf  den  Unterschied  aufmerksam  zu  machen,  bei 
Erwähnung  seiner  früheren  Erklärung  einen  anderen  Wortlaut  gewählt. 
Er  sagt  nämlich  hier,  er  habe  die  Erklärung  gegeben,  dass  die  betref- 
fende Wärmemenge  erzeugt  werde  ^hy  the  fluid  friction  in  the  neigh- 
hourhood  of  the  aperture^.  Wenn  Thomson  diesen  letzteren  Ausdruck, 
den  ich  mit  dem  früheren  nicht  als  identisch  betrachten  kann,  von  An- 
fang an  gebraucht  hätte,  so  wäre  dadurch  die  zwischen  uns  entstandene 
Meinungsverschiedenheit,  wenn  auch  nicht  ganz ,  so  doch  theilweise 
vermieden.  Es  ist  nämlich  weiter  oben  gesagt,  die  Druckdifferenz, 
welche  den  Dampfstrom  oder  einen  anderen  sich  ausbreitenden  Gasstrom 
verzögert  (mit  welcher  Verzögerung  auch  Wärmeerzeugung  verbunden 
ist),  entstehe  dadurch,  dass  der  Gasstrom  die  ihn  umgebenden  Gastheile 
mit  sich  fortzureissen  suche,  und  hieraus  ist  klar,  dass  die  Erscheinung 
»cjiliesslich  auf  Einwirkungen  der  Gastheile  unter  einander  zurückzu- 
führen ist,  welche  man,  obwohl  sie  von  nicht  ganz  einfacher  Art  sind, 
unter  dem  Worte  Reibung  zusammenfassen  kann.  Den  Einfluss  diesei' 
Reibung,  welche  jenseit  der  Ausflussöffnung  in  dem  Gasstrome  statt- 
findet, habe  ich  auch  durchaus  nicht  bestreiten  wollen,  sondern  nur  die 
zu  grosse  Rolle,  welche,  wie  es  mir  schien,  der  Reibung  an  den  Wän- 
den der  Ausflussöffiiung  zugeschrieben  wurde. 

Indessen  kommt  gegenwärtig  wenig  darauf  an,  ob  jene  Meinungs- 
verschiedenheit, welche  mir  zu  der  vorstehenden  Abhandlung  Veranlaß- 


^)  Phil,  Mag,  4"'  Ser.   Vol  /,  p.  474. 
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sung  gab,  eine  wesentliche  war,  oder  ob  und  in  wie  weit  sie  nur  auf 
einem  unzweckmässig  gewählten  Ausdrucke  beruhte.  Die  Abhandlung 
selbst  wird  kaum  davon  berührt,  und  ich  glaube,  dass  die  in  ihr  ent- 
haltene Auseinandersetzung,  namentlich  die  genaue  Unterscheidung  der 
drei  in  ihr  behandelten  Fälle,  und  im  letzten  Falle  die  Berücksichtigung 
der  in  der  Fläche  QHJ  gethanen  Arbeit,  welche  Thomson  unerwähnt 
gelassen  hat,  auch  ganz  abgesehen  von  jener  speciellen  Veranlassung, 
nicht  ohne  wissenschaftliches  Interesse  ist. 


ABHANDLUNG  IH. 


lieber  den  theoretisclieii  Znaammenhang  zweier  empi- 
risch aufgestellter  Gesetze  über  die  Spannung  und  die 
latente  Wärme  versohiedener  Dämpfe. 

Pogg.  ADD.  Febroarheft  1851,  Bd.  LXXXII,  S.  274;   Phil.  Mag.  4»»»  Ser. 

Vol.  II,  p.  483. 


Man  sieht  schon  bei  oberflächlicher  Betrachtung  der  Span- 
nungsreihen,  welche  experimentell  für  die  Dämpfe  verschiedener 
Flüssigliceiten  ermittelt  sind,  dass  darin  eine  gewisse  Gleichför- 
migkeit obwaltet,  und  man  hat  sich  daher  vielfach  bemüht,  in 
dieser  Beziehung  ein  bestimmtes  Gesetz  aufzuflnden,  mittelst  des- 
sen man  die  für  Eine  Flüssigkeit,  z.  B.  für  Wasser,  geltende  Reihe 
auch  auf  andere  Flüssigkeiten  anwenden  könnte. 

Ein  sehr  einfaches  Gesetz  der  Art  wurde  von  Dalton 
ausgesprochen,  welches  dahin  ging,  dass,  wenn  man  die  zu  glei- 
chen Spannungen  gehörenden  Temperaturen  etUsprechende  Tem- 
peraturen nennt,  dann  bei  irgend  zwei  Flüssigkeiten  edle  Differen- 
zen ztoischen  entsprechenden  Temperaturen  gleich  seien. 

Dieses  Gesetz  stimmt  bei  Flüssigkeiten,  deren  Kochpunkte 
nicht  weit  von  einander  entfernt  liegen,  auch  ziemlich  gut  mit 
der  Erfahrung  überein;  bei  solchen  aber,  die  eine  sehr  verschie- 
dene Flüchtigkeit  besitzen,  wird  es  ungenau.  Dieses  zeigt  sich 
z.  B.  bei  der  Yergleichung  des  Quecksilberdampfes  nach  den  Be- 
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obachtuBgen  von  Avogrado')  mit  dem  Wasserdampfe,  und  noch 
vollständiger  hat  es  sich  durch  die  Untersuchungen  von  Fara- 
day^)  über  die  Condensation  der  Gase  herausgestellt. 

In  den  Zusatzbemerkungen  zu  seiner  Abhandlung  spricht 
dieser  sich,  nachdem  er  die  Anwendung  des  Dalton'schen  Ge- 
setzes auf  die  Gase  zurückgewiesen  hat,  folgendermaassen  aus: 
„Sofern  die  Beobachtung  der  folgenden  Substanzen,  nämlich: 
Wasser,  schweflige  Säure,  Cyan,  Ammoniak,  Arsenikwasserstoff, 
Schwefelwasserstoff,  Chlorwasserstoffsäure,  Kohlensäure,  ölbilden- 
des  Gas  etc.  einen  Schluss  auf  ein  allgemeines  Gesetz  rechtferti- 
gen, möchte  es  scheinen,  als  ob,  je  flüchtiger  ein  Körper  sei,  desto 
schneller  die  Kraft  seines  Dampfes  bei  weiterer  Zunahme  der 
Wärme  wachse,  wenn  man  bei  allen  von  einem  gegebenen  Punkte 
des  Druckes  anfängt;"  und  weiterhin:  „Es  scheint  somit  aller 
Grund  zu  sein,  zu  erwarten,  dass  die  Zunahme  der  Elasticität 
sich  direct  wie  die  Flüchtigkeit  der  Substanz  verhalte,  und  dass 
bei  fernerer  und  genauerer  Beobachtung  der  Kräfte  ein  allgemei- 
nes Gesetz  abgeleitet  werden  möge,  mit  Hülfe  dessen  aus  einer 
einzigen  Beobachtung  der  Kraft  irgend  eines  Dampfes  in  Berüh- 
rung mit  seiner  Flüssigkeit  seine  Elasticität  für  jede  andere  Tem- 
peratur erhalten  werden  kann ")." 


^)  Im  Aaszuge  Ann,  de  chim,  et  de  phys,  XLIX,  p.  369  and  Pogg. 
Annalen  Bd.  XXVII,  S.  60;  vollständig  MSm.  de  VAcad.  de  Turin  Voh 
XXXVL 

3)  Phil  Trans,  of  the  Royal  Soc,  of  London  for  1845  p.  155  und 
Pogg.  Ann.  Bd.  72  a,  S.  193. 

^)  [In  neuerer  Zeit  ist  durch  das  Erscheinen  des  zweiten  Bandes  von 
Kegnault's  experimentellen  Untersuchungen,  in  welchem  für  eine  bedeu- 
tende Anzahl  von  Stoffen  umfangreiche  SpannungsreUien  mitgetheilt  sind, 
Gelegenheit  geboten,  das  gegenseitige  Verhalten  der  verschiedenen  Span- 
nungsreihen noch  genauer  zu  prüfen,  als  es  nach  den  früheren  Daten  mög- 
lich war.  Ich  will  hier,  um  das  im  Texte  Gesagte  zu  erläutern,  einige  zur 
Vergleichung  geeignete  Zahlen,  welche  sich  aus  den  Kegnault'schen  Be- 
obachtungen ergeben,  tabellarisch  zusammenstellen.  Die  erste  Horizontal- 
reihe der  Zahlen  enthält  für  die  darüber  stehenden  Stoffe  die  Siedepuncte, 
also  diejenigen  einander  entsprechenden  Temperaturen,  zu  welchen  die 
Dampfspannung  von  1  Atmosphäre  gehört.  Die  zweite  Reihe  enthält  eben- 
falls lauter  einander  entsprechende  Temperaturen,  nämlich  diejenigen,  zu 
welchen  die  Dampfspannung  von  5  Atmosphären  gehört.  Die  unterste 
Reihe  endlich  enthält  die  Differenzen  zwischen  den  Zahlen  der  beiden 
ersten  Reihen: 
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Dasselbe,  was  Farad ay  hier  mit  sicbtUcher  Zurückhaltung 
und  Vorsicht  ausspricht,  findet  man  noch  einmal,  und  zwar  in 
der  Form  einer  bestimmten  Gleichung  ausgedrückt,  in  einem  spä- 
teren Aufsatze  von  Hrn.  Groshans^).  Die  Gleichung  (3)  dieses 
Aufsatzes  enthält  nämlich  implicite  folgendes  Gesetz :  Wenn  man 
alle  Temperaturen  van  —  273®  0.  ab  (d.  h.  von  derjenigen  Tempe- 
ratur ab,  welche  durch  den  umgekehrten  Werthdes  Ausdehnungs- 
coefficienten  der  Luft  bestimmt  wird)  BoMt,  so  sind  für  irgend 
Btoei  Flüssigkeiten  alle  entsprechenden  Temperaturen  prapartianat 

Obwohl  dieses  Gesetz  an  sich,  wenigstens  als  angenähertes 
Gesetz,  viel  Wahrscheinlichkeit  für  sich  hat,  und  auch  durch  seine 
Uebereinstimmung  mit  den  experimentellen  Untersuchungen  von 
Faraday  und  Avogrado  unzweifelhaft  mehr  empfohlen  wird, 
als  das  Dalton'sche,  so  lässt  doch  die  Art,  wie  Hr.  Groshans 
seine  Gleichung  ableitet,  Manches  zu  wünschen  übrig.  Er  schickt 
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Nach  dem  Da Iton 'sehen  Gesetze  mässten  die  in  der  untersten  Hori- 
zontalreihe stehenden  Differenzen  unter  einander  gleich  sein;  man  sieht 
aber,  dass  dieses  nicht  der  Fall  ist,  sondern  dass  die  Differenzen  im  Allge- 
meinen um  so  grösser  werden,  je  höher  die  Siedepuncte  der  betreffenden 
Flüssigkeiten  liegen.  Dieses  Fortschreiten  findet  zwar  nicht  in  so  regel- 
massiger  Weise  statt,  dass  jede  folgende  Zahl  grösser  ist,  als  die  vorher- 
gehende, aber  im  Ganzen  genommen,  und  namentlich  bei  der  Y ergleichung 
solcher  Flüssigkeiten,  deren  Siedepuncte  weit  von  einander  entfernt  liegen, 
ist  es  unverkennbar.    1864.] 

1)  Pogg.  Ann.  Bd.  78,  S.  112. 
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zuefst  zwei  Gleichungen  voraus,  welche  nur  als  annäherungsweise 
richtig  zugestanden  werden  können,  indem  sie  den  Ausdruck  des 
Mariotte' sehen  und  Gay-Lussac'schen  Gesetzes  für  Dämpfe 
im  Maximum  der  Dichte  bilden.  Dann  aber  wendet  er  zur  wei- 
teren Entwickelung  den  folgenden  Satz  an :  Wenn  bei  zwei  Däm- 
pfen die  Temperaturen  so  gewählt  werden,  dass  ihre  Spannkräfte 
gleich  sind,  so  sind  bei  diesen  Temperaturen  auch  ihre  Dichtig- 
keiten gleich,  wenn  die  Dichtigkeit  jedes  Dampfes  bei  der  be- 
trachteten Temperatur  durch  die  Dichtigkeit  desselben  Dampfes 
bei  seinem  Siedepunkte  gemessen  wird.  Diesen  Satz  stellt  der 
Verfasser  in  dem  angeführten  Aufsatze  ganz  ohne  Beweisgründe 
hin;  in  einem  späteren  Aufsätze^)  aber  sagt  er,  dass  er  ihn  dar- 
aus geschlossen  habe,  dass  bei  7  verschiedenen  Körpern,  zusam- 
mengesetzt aus  pC  -{-  qH  -\-  r  0^  die  Dichtigkeit  der  Dämpfe  bei 
ihren  Siedepunkten,  verglichen  mit  der  Dichte  des  Wasserdam- 
pfes bei  100^  durch  die  Formel 

n_P  +  g  +  r 
3 

ausgedrückt  werden  könne;  und  bald  darauf  >)  sagt  er  selbst: 
„Es  giebt  viele  Körper,  auf  welche  die  Formel 

n  —  P  +  g  +  ^ 
3 

nicht  anwendbar  ist.^'  Hiernach  darf  man  die  Begründung  jenes 
Satzes  wohl  nicht  als  überzeugend  betrachten,  und  es  scheint  mir 
daher  auch,  als  ob  das  oben  erwähnte  Gesetz  durch  Hrn.  Gros- 
hans  zwar  eine  bestimmtere  Form,  als  in  Faraday's  Aussprü- 
chen, nicht  aber  eine  grössere  Zuverlässigkeit  gewonnen  habe. 

Bei  dieser  Unsicherheit  verdient  jeder  neue  Gesichtspunkt, 
von  welchem  aus  man  einen  erweiterten  Ueberblick  über  das 
Verhalten  der  Flüssigkeiten  beim  Verdampfen  gewinnen  kann, 
Beachtung,  und  es  wird  daher  vielleicht  nicht  ohne  Interesse  sein, 
zwischen  jenem  Gesetze  über  die  Spannkraß  der  Dämpfe  und 
einem  anderen  Gesetze  über  ihre  latente  Wärme,  welches  man 
ganz  unabhängig  von  jenem  ebenfalls  empirisch  als  näherungs- 
weise richtig  gefunden  hat,  einen  solchen  Zusammenhang  zu  er- 
halten, dass  das  eine  als  nothwendige  Folge  des  anderen  erscheint. 


1)  Pogg.  Ann.  Bd.  79,  S.  290. 

2)  A.  a.  0.  S.  292. 
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Ich  meine  nämlich  das  Gesetz,  dass  die  latente  Wärme  einer 
Volumeneinheit  des  beim  Siedepunkte  entwickelten  Dampfes  bei 
(dien  Flüssigkeiten  gleich  sei.  Obwohl  sich  dieses  bei  den  bishe- 
rigen Versuchen  nicht  vollkommen  bestätigt  hat,  was  auch,  selbst 
wenn  es  vollkommen  richtig  wäre,  schon  deshalb  nicht  gesche- 
hen könnte,  weil  das  Volumen  der  Dämpfe  im  Maximum  ihrer 
Dichte  noch  zu  wenig  bekannt  ist,  so  bietet  es  doch  eine  Annä- 
herung an  die  Wirklichkeit  dar,  welche  unmöglich  zufällig  sein 
kann.  Wir  wollen  es  daher  vorläufig  als  richtig  annehmen,  um 
es  zu  weiteren  Folgerungen  zu  benutzen. 

Zunächst  ist  klar,  dass,  wenn  es  für  die  Siedepunkte  aller 
Elüssigkeiten  gilt,  es  auch  für  jedes  andere  System  entsprechender 
Temperaturen  gelten  muss,  da  die  Siedepunkte  ja  nur  von  dem 
zufälligen  Drucke  der  Atmosphäre  abhängen,  und  demnach  kann 
man  es  gleich  dahin  erweitern,  dass  die  nach  dem  Volumen  des 
Dampfes  gerechnete  latente  Wärme  eine  für  alle  Flüssigkeiten 
gleiche  Function  der  Spannung  sei.  Bezeichne  daher  r  die  la- 
tente Wärme  einer  Gewichtseinheit  eines  Dampfes  bei  der  Tem- 
peratur tj  bei  welcher  das  Volumen  der  Gewichtseinheit  =  s  ist, 
!         so  dass  die  latente  Wärme  einer  Volumeneinheit  durch  den  Bruch 

'        —  dargestellt  wird,   und  sei  p  diß  dazu  gehörige  Spannung,  so 
s 


kann  man  das  Gesetz  durch  die  Gleichung 


s 


ausdrücken,  worin  /  das  Symbol  einer  für  alle  Flüssigkeiten  glei- 
chen Function  ist. 


r 


Substituirt  man  diese  Function  für  —  in  der  Gleichung  (V  a.) 

s 

meines  Aufsatzes  über  die  bewegende  Kraft  der  Wärme  i),  indem 


^)  [Oben  S.  68.    Die  citirte  Gleichung  (Ya.)  laatet: 


worauB  folgt: 


r  =  ^  (a  +  «)  (5  -  a)  ^, 


r  r 

und  hierin  kann  man  fär mit  grosser  Annäherung  —  setzen.    1864.] 


8  —  <r         "  ^8 
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man  darin  das  Volumen  6  einer  Gewichtseinheit  Wasser  gegen 
das  des  Dampfes  vernachlässigt,  so  kommt: 

worin  Ä  und  a  zwei  Constante  sind,  von  denen  die  letztere  die 
Zahl  273  bedeutet,  so  dass  a  -f  ^  die  von  —  273^  C.  ab  gezählte 
Temperatur  des  Dampfes  ist.  Führt  man  für  diese  der  Kürze 
wegen  das  einfache  Zeichen  T  ein,  so  heisst  die  Gleichung: 

dT       A.dp 

und  daraus  erhält  man  durch  Integration: 

c.T=F{p), 

worin  F  das  Symbol  einer  anderen,  ebenfalls  für  alle  Flüssigkei- 
ten gleichen  Function,  c  dagegen  eine  willkürliche  Constante  ist, 
welche  für  jede  Flüssigkeit  besonders  bestimmt  werden  muss  ^). 
Denkt  man  sich  diese  Gleichung  nach  j>.  aufgelöst,  so  nimmt  sie 
die  Form 
(IL)  p  =  ^{c.T) 

an,  worin  q>  das  Symbol  einer  dritten  für  alle  Flüssigkeiten  iglei- 
chen  Function  ist. 


^)  [Die  Integration  giebt  nämlich  zunächst: 

PI 
worin  Pi  irgend  eine  für  alle  Flüssigkeiten  gleiche  Anfangsspannang  bedeu- 
ten soll,  als  welche  man  z.  B.  die  Spannung  von  1  Atm.  wählen  kann,  and 
k  eine  willkürliche  Constante  darstellt.     Hieraus  folgt:  . 

p 

f' A  .  dp 

'1  TTpT 

oder  auch: 

/A   .  dp 
TW 

e-Jt  .  T  =  eP' 
Führt  man  nun  folgende  abgekürzte  Zeichen  ein: 

p 

J    f  (P) 
e ''»  =  F  [p) 

80  erhält  man  die  im  Texte  angeführte  Gleichung.     1804.J 
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Diese  Gleichung  ist  offenbar  der  mathematische  Ausdruck 
des  oben  erwähnten  Gesetzes  über  die  Spannkräfte,  indem  man 
in  ihr,  um  dieselbe  Function,  welche  für  Eine  Flüssigkeit  die 
Spannkraft  aus  der  Temperatur  bestimmt,  auch  auf  irgend  eine 
andere  Flüssigkeit  anzuwenden,  nur  die  Temperatur  mit  einer 
anderen  Constanten  zu  multipliciren  hat,  welche  man  sogleich 
bestimmen  kann,  wenn  man  für  eine  einzige  Temperatur  die  Span- 
nung kennt. 

Es  hat  sich  also,  sofern  man  die  Richtigkeit  der  Gleichung 
(Va.)  zugesteht,  ergebeii,  dass  die  beiden  durch  die  Gleichungen 
(L)  und  (U.)  dargestellten  Gesetze  so  zusammenhängen,  dass, 
wenn  eins  derselben  vollkommen  richtig  ist,  es  nothwendig  auch 
das  andere  sein  muss. 

Falls  aber,  wie  es  mir  wahrscheinlicher  ist,  beide  Gesetze  der 
Wirklichkeit  nur  angenähert  entsprechen,  so  kann  die  Gleichung 
(Va.),  welche  durch  Einführung  von  T  anstatt  t  in 

s^ö-  ^  '  ^  dT 

übergeht,  wenigstens  dazu  dienen,  um  aus  dem  Sinne  und  dem 
Grade,  in  welchem  zwei  Dämpfe  in  Bezug  auf  ihre  latente 
Wärme  von  einander  abweichen,  auch  auf  die  Abweichung  ihrer 
Spannungsreihen  zu  schliessen,  und  umgekehrt  i).  So  zeigt  es 
sich  z.  B.  bei  der  Vergleichung  des  Wassers  mit  anderen.  Flüs- 
sigkeiten, dass  die  Spannkraft  des  Wasserdampfes  mit  der  Tem« 
peratur  verhältnissmässig  schneller  wächst,  als  die  Spannkräfte 
anderer  Dämpfe,  und  damit  stimmt  es  vollkommen  überein,  dass 
nach  den  Versuchen  von  Andrews  der  Wasser  dampf  eine  gros- 


1)   [Wenn  nämlich   der   auf  den  Siedepunkt  bezogene   Bruch   

f 
(welcher  mit  —  fast  gleichbedeutend  ist),  bei  einer  Flüssigkeit  einen  grosse- 

ren  Werth  hat,  als  bei  anderen  Flüssigkeiten,  so  muss  man  schliessen,  dass 

bei  dieser  Flüssigkeit  auch  das  Product  T  -ri,  grösser  ist,  als  bei  anderen 

Flüssigkeiten,  dass  also  die  Dampfspannung  in  der  Nähe  des  Werthes  von 
1  Atm.  mit  wachsender  Temperatur  schneller  zunimmt,  als  man  nach  der 
Höhe  des  Siedepunctes  der  Flüssigkeit  erwarten  sollte.  Ebenso,  wenn  bei 
einer  Flüssigkeit  eine  vorzugsweise  schnelle  Zunahme  der  Dampfspannung 
stattfindet,  so  ist  daraus  zu  schliessen,  dass  auch  die  nach  dem  Dampfvolu- 
men gerechnete  latente  Wärme  einen  ungewöhnlich  grossen  Werth  hat.  1864.] 
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sere  latente  Wärme  besitzt,  als  ein  gleiches  Volumen  irgend  eines 
anderen  der  von  Andrews  untersuchten  Dämpfe,  mit  Ausnahme 
des  Alkoholdampfes,  welcher  ihn  noch  ein  wenig  übertrifft.  Dar- 
aus sieht  man,  dass  es  für  die  Anwendbarkeit  jener  beiden  Ge- 
setze durchaus  nicht  vortheilhaft  ist,  gerade  das  Wasser,  wie  es 
gewöhnlich  geschieht,  als  Vergleichungsflüssigkeit  auszuwählen, 
und  dass  vielmehr  die  Vergleichung  des  Wassers  mit  den  Flüs- 
sigkeiten von  niedrigeren  Kochpunkten  ganz  besonders  dazu  ge- 
eignet war,  das  Dalton'sche  Gesetz  zu  unterstützen  i). 


1)  [Da  beim  Wasser  der  Bruch  —  grösser  ist,  als  bei  den  meisten  an- 

deren  Flüssigkeiten,  so  muss  nach  dem,  was  in  der  vorigen  Anmerkung 
gesagt  wurde,  die  Dampfspannung  beim  Wasser  in  der  Nähe  des  Siede- 
punctes  schneller  zunehmen,  und  demnach  die  DiiTerenz  zwischen  zwei  ent- 
sprechenden Temperaturen  kleiner  sein,  als  man  nach  der  Höhe  des  Siede- 
punctes  erwarten  sollte,  so  dass  das  Wasser  sich  in  dieser  Beziehung  an 
die  Flüssigkeiten  von  tieferen  Siedepuncten  anschliesst.  In  noch  stärkerem 
Grade  muss  dasselbe  beim  Alkohol  der  Fall  sein,   bei   welchem   der  Brach 

f 

—  noch  grösser  ist,  als  beim  Wasser.     Dieses  findet  sich  durch  die  weiter 

oben  S.  121  in  einer  Anmerkung  zusammengestellte  kleine  Tabelle  bestätigt 
Vergleicht  man  nämlich  die  Differenzen  zwischen  den  beiden  dort  zur  Be- 
trachtung ausgewählten  Systemen  von  entsprechenden  Temperaturen,  so 
findet  man,  dass  diese  Differenzen  beim  Wasser  und  Alkohol  kleiner  sind, 
als  bei  den,  den  Siedepuncten  nach,  unter  ihnen  stehenden  Flüssigkeiten 
Schwefelkohlenstoff  und  Aether.     1864.] 


ABHANDLUNG  IV. 


TJeber  eine  veränderte  Form  des  zweiten  Hauptsatzes 

der  meolianisolien  Wärmetheorie. 

Pogg.  Ann.  Decemberheft  1854,    Bd.  XCIII,  S.  481 ;  Phil.  Mag.  4tb  3er.  Vol.  XIT, 

p.  81;   Jottrn.  de  Liouville  t.  XX,  p.  68. 


In  meiner  Abhandlung  „über  die  bewegende  Kraft  der  Wärme 
und  die  Gesetze,  welche  sich  daraus  für  die  Wärmelehre  selbst 
ableiten  lassen^^  i)  habe  ich  gezeigt,  dass  der  Satz  von  der  Aequi- 
ralenz  von  Wärme  und  Arbeit  und  der  Carnot'sche  Satz  sich 
nicht  als  einander  ausschliessend  gegenüber  stehen,  sondern  dass 
sie  durch  eine  geringe  Aenderung  des  letzteren,  welche  den  Haupt- 
tbeil  seines  Inhaltes  nicht  berührt,  mit  einander  in  Einklang  ge- 
bracht werden  können.  Mit  Ausnahme  dieser  dem  Principe  nach 
nothwendigen  Aenderung  Hess  ich  den  Carnot'schen  Satz  in  sei- 
ner ursprünglichen  Form,  indem  es  mir  damals  hauptsächlich 
darauf  ankam,  durch  Anwendung  beider  Sätze  auf  specielle  Fälle 
zu  Schlüssen  zu  gelangen,  welche,  je  nachdem  sie  sich  auf  schon 
bekannte  oder  noch  unbekannte  Eigenschaften  der  Körper  bezo- 
gen, geeignet  waren ,  entweder  als  Beweise  für  die  Zuverlässig- 
keit der  Sätze  oder  als  Beispiele  für  ihre  Fruchtbarkeit  zu  dienen. 

Diese  Form  ist  aber,  wenn  sie  auch  zur  Ableitung  der  auf 
dem  Satze  beruhenden  Gleichungen  genügt,  doch  in  sofern  un- 
vollkommen, als  sie  das  eigentliche  Wesen  des  Satzes  und  seinen 


^)  [Abhandlung  I.  dieser  Sammlung.] 
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Zusammenhang  mit  dem  ersten  Hauptsatze  nicht  deutlich  genug 
erkennen  lässt,  und  ich  glauhe  daher,  dass  es  nicht  ohne  In- 
teresse sein  wird,  wenn  ich  im  Folgenden  eine  andere  Form  mit- 
theile, welche,  wie  es  mir  scheint,  jener  Anforderung  besser  ent- 
spricht, und  zugleich  für  die  Anwendung  ausserordentlich  be- 
quem ist 

Bevor  ich  zu  dieser  Untersuchung  des  zweiten  Satzes  schreite, 
sei  es  mir  gestattet,  so  yiel,  wie  zur  Uebersicht  des  Ganzen  nötbig 
ist,  über  den  ersten  Satz  vorauf  zu  schicken.  Ich  könnte  dieses 
zwar  aus  meiner  eigenen  früheren  Abhandlung  und  aus  den  Ab- 
handlungen anderer  Autoren  als  bekannt  voraussetzen,  indessen 
würde  das  Nachschlagen  derselben  unbequem  sein,  und  ausser- 
dem glaube  ich,  dass  die  Auseinandersetzung,  welche  ich  hier  ge- 
ben will,  vor  meiner  früheren  den  Vorzug  verdient,  indem  sie  zu- 
gleich allgemeiner  und  kürzer  ist. 

Satz  von  der  Aequivalenz  von  Wärme  und  Arbeit. 

Wenn  durch  die  Wärme  eine  bewegende  Kraft  entsteht,  welche 
einer  andern  Kraft  entgegenwirkt,  so  wird  bei  jeder  nach  der 
einen  oder  anderen  Richtung  eintretenden  Bewegung  gleichzeitig 
von  der  einen  Kraft  eine  positive  und  von  der  andern  eine  nega- 
tive Arbeit  gethan.  Da  nun  diese  Arbeit  in  der  Rechnung  nur 
einfach  berücksichtigt  wird,  so  hat  man  es  in  seiner  Willkür, 
welche  der  beiden  Kräfte  man  zur  Bestimmung  ihres  Vorzeichens 
als  die  maassgebende  wählen  will.  In  den  Untersuchungen,  welche 
sich  speciell  auf  die  bewegende  Kraft  der  Wärme  beziehen,  pflegt 
man  nach  dieser  auch  das  Vorzeichen  der  Arbeit  zu  bestimmen, 
indem  man  die  durch  die  Wärme  bewirkte  Ueberwindung  irgend 
einer  anderen  Kraft  als  Arbeit  der  Wärme  positiv,  und  die  von 
einer  anderen  Kraft  gethane  Arbeit  negativ  rechnet.  Bei  dieser 
Bestimmungsweise  kann  man  den  Satz  von  der  Aequivalenz  von 
W^ärme  und  Arbeit,  welcher  nur  einen  speciellen  Fall  der  allge- 
meinen Beziehung  zwiFchen  lebendiger  Kraft  und  mechanischer 
Arbeit  bildet,  kurz  so  aussprechen : 

Es  lässt  sich  Arbeit  in  Wärme  und  ufngekehrt  Wärme  in  Ar- 
beit  vericandehif  wobei  stets  die  Grösse  der  einen  der  der  anderen 
proportional  ist 

Die  Kräfte,  welche  hier  in  Betracht  kommen,  lassen  sich  in 
zwei  Classen  theilen,  diejenigen,  welche  die  Atome  eines  Körpers 
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unter  einander  ausüben,  und  welche  daher  in  der  Natur  des  Kör- 
pers selbst  begründet  sind,  und  die,  welche  von  fremden  Einflüs- 
sen, unter  denen  der  Körper  steht,  herrühren.  Nach  diesen  bei- 
den Classen  von  Kräften,  welche  zu  überwinden  sind,  habe  ich 
die  von  der  Wärme  gethane  Arbeit  in  die  innere  und  äussere  Ar- 
beit getheilt,  welche  beide  unter  wesentlich  verschiedenen  Ge- 
setzen stehen.  - 

Was  zunächst  die  innere  Arbeit  anbetriSt,  so  ist  leicht  zu 
übersehen,  dass,  wenn  ein  Körper,  von  irgend  einem  Anfangszu- 
stande ausgehend,  eine  Reihe  von  Veränderungen  durchmacht, 
und  schliesslich  wieder  in  seinen  ursprünglichen  Zustand  zurück- 
kehrt, dann  die  dabei  vorkommenden  inneren  Arbeitsgrössen  sich 
gerade  gegenseitig  aufheben  müssen.  Bliebe  nämlich  noch  eine 
gewisse  positive  oder  negative  innere  Arbeit  übrig,  so  müsste 
durch  diese  eine  entgegengesetzte  äussere  Arbeit  oder  eine  Aen- 
derung  der  vorhandenen  Wärraequantität  bewirkt  sein,  und  da 
man  denselben  Process  beliebig  oft  wiederholen  könnte,  so  würde 
man  dadurch  je  nach  dem  Vorzeichen  im  einen  Falle  fortwährend 
Arbeit  oder  Wärme  aus  Nichts  schaffen,  und  im  anderen  Falle 
fortwährend  Arbeit  oder  Wärme  verlieren,  ohne  ein  Aequivalent 
dafür  zu  erhalten,  was  wohl  beides  allgemein  als  unmöglich  an- 
erkannt werden  wird.  Wenn  somit  bei  jeder  Rückkehr  des  Kör- 
pers in  seinen  Anfangszustand  die  innere  Arbeit  Null  wird,  so 
folgt  daraus  weiter,  dass  bei  einer  beliebigen  Zustandsänderung 
des  Körpers,  die  innere  Arbeit  durch  den  Anfangs-  und  Endzu- 
stand vollkommen  bestimmt  ist,  ohne  dass  man  den  Weg,  auf  wels- 
chem er  aus  dem  einen  in  den  andern  gelangte,  zu  kennen  braucht. 
Denkt  man  sich  nämlich  den  Körper  nach  einander  auf  verschie- 
denen Wegen  von  dem  einen  zum  anderen  Zustande  hin-,  und 
immer  auf  einem  und  demselben  Wege  wieder  zu  dem  ersten  Zu- 
stande zurückgeführt,  so  müssen  die  auf  den  verschiedenen  Hinwe- 
gen gethanen  inneren  Arbeitsgrössen  sich  alle  mit  derselben  auf 
dem  Rückwege  gethanen  aufheben,  und  also  auch  unter  einander 
gleich  sein. 

Mit  der  äusseren  Arbeit  verhält  es  sich  anders.  Diese  kann 
bei  demselben  Anfangs-  und  Endzustande  ebenso  verschieden  sein, 
wie  die  äusseren  Einflüsse,  unter  denen  der  Körper  während'  der 
Zustandsänderungen  stehen  kann. 

Betrachten  wir  nun  die  bei  einer  Zustandsänderung  gethane 
innere  und  äussere  Arbeit  zusammen,  so  können  sich  beide,  wenn 

Glantins,  oiMh.  WftimotlMOxie.  9 
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sie  TOD  entgegengesetzteu  Vorzeichen  sind,  theilweise  gegenseitig 
aufheben,  und  dem  Keste  muss  dann  die  gleichzeitig  eintretende 
Aendeping  der  Wärmequantität  äquivalent  sein.    Für  die  Rech- 
nung aber  kommt  es  auf  dasselbe  hinaus,  wenn  man  für  jede  von 
beiden  einzeln  eine  äquivalente  Wärmeänderung  annimmt.     Sei 
daher  Q  die  ganze  Wärmemenge,  welche  man  einem  Körper,  wäh- 
rend er  auf  einem  bestimmten  Wege  aus  einem  Zustande  in  einen 
andern  übergeht,  mittheilen  muss  (wobei  eine  entzogene  Wärme- 
menge als  mitgetheilte  negative  Wärmemenge  gerechnet  wird),  so 
zerlegen  wir  diese  in  drei  Theile,  von  denen  der  erste  die  Ver- 
mehrung der  wirklich  in  dem  Körper  vorhandenen  Wärme,  der 
zweite  die  zu  innerer  und  der  dritte  die  zu  äusserer  Arbeit  ver- 
brauchte Wärme  begreift.     Von  dem  ersten  Theile  gilt  dasselbe, 
was  schon  vom  zweiten  gesagt  ist,  dass  er  von  der  Art,  wie  die 
Veränderung  stattgefunden  hat,  unabhängig  ist,  und  wir  können 
daher  beide  Theile  zusammen  durch  eine  Function  ü  darstellen, 
von  der  wir,  auch  wenn  wir  sie  sonst  noch  nicht  näher  kennen, 
wenigstens  soviel  im  Voraus  wissen,  dass  sie  durch  den  Anfangs- 
und Endzustand  des   Körpers    vollkommen   bestimmt   ist.     Der 
dritte  Theil  dagegen,  das  Aequivalent  der  äusseren  Arbeit,  kann, 
wie  diese  selbst,  erst  dann  bestimmt  werden,  wenn  der  ganze 
Weg  der  Veränderungen  gegeben  ist.    Nennen  wir  die  äussere 
Arbeit  TT,  und  das  Wärmeäquivalent  für  die  Einheit  der  Arbeit  A, 
so  ist  der  Werth  des  dritten  Theiles  Ä .  W,  und  wir  erhalten  da- 
her als  Ausdruck  des  ersten  Hauptsatzes  folgende  Gleichung : 

(I.)  Q=  ü  +  A.W. 

Für  eine  solche  Reihe  von  Veränderungen,  durch  welche  der 
Körper  schliesslich  wieder  in    seinen  Anfangszustand  zurückge- 
langt, und  welche  wir  im  Folgenden  kurz  unter  dem  Namen  eines 
Kreisprocesses  zusammenfassen  wollen,  ist  ?/  =  0,  und  die  vorige 
.  Gleichung  geht  daher  über  in : 

(1)  Q  =  A.W. 

Um  die  Gleichung  (I.)  in  speciellere  Formen  zu  bringen,  in 
welchen  sie  bestimmte  Eigenschaften  der  Körper  ausdrückt,  müs- 
sen wir  über  die  fremden  Einflüsse,  unter  denen  der  Körper  steht, 
specielle  Annahmen  machen.  Wir  wollen  als  eine  solche  An- 
nahme die  wählen,  dass  die  einzige  wirksame  fremde  Kraft,  oder 
wenigstens  die  einzige,  welche  bei  der  Bestimmung  der  Arbeit 
Berücksichtigung  verdient,  ein  äusserer  Druck  sei,  und  dass  die- 
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ser,  wie  es  bei  flüssigen  und  luftförmigen  Körpern,  wenn  keine 
anderen  fremden  Kräfte  mitwirken,  immer  der  Fall  ist,  und  bei 
festen  Körpern  wenigstens  der  Fall  sein  kann,  an  allen  Punkten 
der  Oberfläche  gleich  stark,  und  überall  normal  gegen  die  Ober- 
fläche gerichtet  ist.  Unter  dieser  Bedingung  braucht  man  näm- 
lich zur  Bestimmung  der  äusseren  Arbeit  nicht  die  Gestaltver- 
änderungen des  Körpers,  und  seine  Ausdehnung  oder  JZusammen- 
ziehung  nach  einzelnen  verschiedenen  Richtungen,  sondern  nur 
seine  Volumenveränderung  im  Ganzen  zu  betrachten.  Ferner 
wollen  wir  noch  annehmen,  dass  der  Druck  sich  immer  nur 
ganz  allmälig  ändert,  so  dass  er  in  jedem  Augenblicke  von  der 
ihm  entgegenwirkenden  Ausdehnungskraft  des  Körpers  nur  so 
wenig  verschieden  ist,  dass  beide  in  der  Rechnung  als  gleich  zu 
setzen  sind.  Dann  bildet  der  Druck  eine  Eigenschaft  des  Kör- 
pers selbst,  welche  aus  seinen  übrigen  gleichzeitigen  Eigenschaf- 
ten bestimmt  werden  kann. 

Wir  können  im  Allgemeinen  unter  den  angegebenen  Umstän- 
den den  Druck,  sowie  überhaupt  den  Zustand  des  Körpers,  so- 
weit er  hier  in  Betracht  kommt,  als  bestimmt  ansehen,  wenn  seine 
Temperatur  t  und  sein  Volumen  v  gegeben  sind.  Diese  beiden 
Grössen  wollen  wir  daher  als  die  unabhängigen  Veränderlichen 
wählen,  und  uns  den  Druck  p  und  ebenso  die  in  der  Gleichung  (I.) 
vorkommende  Grösse  U  als  Functionen  von  ihnen  dargestellt 
denken.  Wenn  nun  t  und  v  um  dt  und  dv  wachsen,  so  lässt  sich 
die  dabei  geschehende  äussere  Arbeit  leicht  angeben.  Wächst 
die  Temperatur  ohne  Volumenveränderung,  so  hat  dieses  keine  äus- 
sere Arbeit  zur  Folge;  wächst  dagegen  das  Volumen  um  dv,  so 
wird  dabei,  wenn  wir  Glieder  von  höherer  als  erster  Ordnung  in 
Bezug  auf  die  Differentiale  vernachlässigen,  die  Arbeit  pdv  ge- 
than.  Die  während  des  gleichzeitigen  Wachsens  von  t  und  v  ge- 
thane  Arbeit  ist  daher  ebenfalls 

dW  =  pdv, 

und  wenn  man  dieses  auf  die  Gleichung  ( I. )  anwendet,  so  erhält 

man: 

(2)  dQ  =  dU  +  Ä.pdv. 

Diese  Gleichung  kann  wegen  des  Gliedes  A.pdv  erst  dann 
integrirt  werden,  wenn  eine  Relation  zwischen  t  und  v  gegeben 
wird,  mittelst  deren  sich  i  als  Function  von  v,  und  somit  auch  p 

9* 
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als  Function  von  v  allein  darstellen  lässt  *) ,  und  diese  Relation 
ist  es  dann,  welche,  wie  es  oben  gefordert  wurde,  den  Weg  der 
Veränderungen  angiebt. 

Aus  dieser  Gleichung  lässt  sich  noch  die  unbekannte  Function 
U  eliminiren.    Schreibt  man  sie  nämlich  in  folgender  Form: 

so  sieht  man  leicht,  dass  sie  sich  in  folgende  zwei  Gleichungen 

zerlegen  lässt: 

dQ_dU 

dt  ~   dt 

dQ       dU  .     . 

dv         dv  ^ 

Von  diesen  beiden  Gleichungen  soll  die  erstere  nach  a  und  die 
letztere  nach  i  differentiirt  werden.  Dabei  gilt  für  TJ  der  be- 
kannte Satz,  dass,  wenn. eine  Function  von  zwei  unabhängigen 
Veränderlichen  nacheinander  nach  beiden  diflFerentiirt  wird,  die 
Reihenfolge,  in  welcher  dieses  geschieht,  gleichgültig  ist.  Auf  die 
Grösse  Q  dagegen  findet  dieser  Satz  keine  Anwendung,  und  bei 


^)  [Da  nämlich  A  TJ  für  sich  ein  vollständiges  Differential  ist,  so  musa, 
wenn  die  ganze  rechte  Seite  ein  vollständiges  Differential  sein  soll,  die 
Grösse  A,'gdv  für  sich  ebenfalls  ein  vollständiges  Differential  sein,  was 
nur  dann  der  Fall  ist,  wenn  p  sich  als  Function  von  f)  allein  darstellen 
lässt.    1364.] 

^)  [Ich  habe  in  dieser  und  den  folgenden  Abhandlungen  die  Schreib- 
weise der  partiellen  Differentialcoefficienten  etwas  anders  gewählt,  wie  in 
Abhandlung  L,  indem  ich  die  Klammem,  welche  dort  der  grösseren  Deut- 
lichkeit wegen  angewandt  sind,  um  die  partiellen  Differentialcoefficienten 
als  solche  kenntlich  zu  machen,  hier  fortgelassen  habe,  weil,  wie  in  der 
Einleitung  erwähnt  wurde,  auch  ohne  die  Klammern  kein  Missverständ- 
niss  möglich  ist.  Dieselbe  vereinfachte  Schreibweise  ist  auch  in  dem  vor- 
liegenden erneuten  Abdrucke  angewandt,  um  selbst  die  äussere  Form  der 
Abhandlungen  unverändert  zu  lassen.  Es  würde  freilich  hier,  wo  die  von 
mir  zu  verschiedenen  Zeiten  geschriebenen  Abhandlungen  in  einem  Bande 
zusammengedruckt  sind,  für  den  Leser  bequemer  gewesen  sein,  wenn  eine 
und  dieselbe  Schreibweise  durchgängig  beibehalten  wäre,  indessen  ist  jeder 
Mathematiker  so  sehr  daran  gewöhnt,  für  die  partiellen  Differentialcoeffi- 
cienten bald  diese  bald  jene  Schreibweise  angewandt  zu  sehen,  dass  der 
Unterschied  vielleicht  kaum  beachtet  werden  wird,  und  jedenfalls  auf  die 
Verständlichkeit  und  die  Vergleichbarkeit  der  in  den  verschiedenen  Ab- 
handlungen vorkommenden  Gleichungen  keinen  nachtheiligen  Einfluss  üben 
kann.    1864.] 
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ihr  muss  daher  eine  solche  Bezeichnungsart  gewählt  werden,  dass 
sich  daraus  die  Reihenfolge  der  Differentiationen  erkennen  lässt, 
wie  es  in  den  folgenden  Gleichungen  geschehen  ist: 

dv  \dtj       dtdv 

dt  \dv)~  dtdv  '^        dt' 
Durch  Suhtraction  dieser  beiden  Gleichungen  von  einander  erhält 
man  die  gesuchte  von  ü  befreite  Gleichung: 

^^  dt\dvj       dv\dtj~'^'  dt' 

Die  Gleichungen  (2)  und  (3)  kann  man  nun  noch  weiter  spe- 
dalisiren,  indem  man  sie  auf  bestimmte  Körperclassen  anwendet. 
Für  zwei  der  wichtigsten  Fälle,  nämlich  für  die  permanenten  Gase 
und  die  Dämpfe  im  Maximum  der  Dichtigkeit  habe  ich  diese  spe- 
ciellere  Anwendung  in  meiner  früheren  Abhandlung  ausgeführt, 
und  ich  will  daher  hier  nicht  weiter  darauf  eingehen,  sondern 
wende  mich  jetzt  zum  zweiten  Hauptsatze  der  mechanischen  Wär- 
metheorie. 

Satz  von  der  Aequivalenz  der  Verwandlungen. 

Der  Carnot'sche  Satz,  nachdem  er  mit  dem  ersten  Haupt- 
satze in  Einklang  gebracht  ist,  drückt  eine  Beziehung  zwischen 
zwei  Arten  von  Verwandlungen  aus,  nämlich  der  Verwandlung 
von  Wärme  in  Arbeit  und  dem  Uebergange  von  Wärme  aus  einem 
wärmeren  in  einen  kälteren  Körper,  welchen  wir  als  eine  Ver- 
wandlung von  Wärme  von  höherer  Temperatur  in  solche  von  nie- 
derer Temperatur  bezeichnen  können.  Er  lässt  sich  in  seiner  bis- 
herigen Form  etwa  folgendermaassen  aussprechen.  In  allen  Fällen, 
wo  eine  Wärmemenge  in  Arbeit  verwandelt  wird,  und  der  diese  Ver- 
wandlung vermittelnde  Kih'per  sich  schliesslich  wieder  in  seinem  An- 
fangszusta/nde  befindet,  muss  zugleich  eine  andere  Wärmemenge  aus 
einem  wärmeren  in  einen  kälteren  Körper  übergehen,  und  die 
Grösse  der  letzteren  Wärmemenge  im  Verhältniss  zu/r  ersteren  ist 
nur  von  den  Temperaturen  der  beiden  Körper^  zwischen  welchen 
sie  übergeht,  und  nicht  von  der  Art  des  vermittelnden  Körpers  ab- 
hängig. 

Bei  der  Ableitung  dieses  Satzes  ist  aber  ein  zu  einfacher 
Process  zu  Grunde  gelegt,  bei  dem  nur  zwei  Körper  vorkommen, 
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welche  Wärme  verlieren  oder  empfangen,  und  es  ist  daher  in  ihm 
stillschweigend  vorausgesetzt,  dass  die  in  Arbeit  verwandelte 
Wärme  aus  einem  derselben  beiden  Körper  herstamme,  zwischen 
denen  auch  der  Wärmeübergang  stattfindet.  Indem  auf  diese 
Weise  über  die  Temperatur  der  in  Arbeit  verwandelten  Wärme 
im  Voraus  eine  bestimmte  Annahme  gemacht  ist,  so  ist  dadurch 
der  Einfluss,  welchen  eine  Aenderung  dieser  Temperatur  auf  das 
Verhältniss  der  beiden  Wärmemengen  ausübt,  verdeckt,  und  der 
Satz  ist  also  in  der  obigen  Form  unvollständig. 

Die  Bestimmung  dieses  Einflusses  lässt  sich  zwar  ohne  be- 
deutende Schwierigkeit  dadurch  erreichen,  dass  man  den  Satz  in 
jener  beschränkten  Form  mit  dem  ersten  Hauptsatze  in  Verbin- 
dung bringt,  und  man  könnte  daher  durch  Hinzufügung  des  so 
gewonnenen  Resultates  den  Satz  nachträglich  vervollständigen; 
indessen  würde  das  Ganze  durch  diesen  Umweg  an  Klarheit  und 
Uebersichtlichkeit  verlieren,  und  ich  halte  es  daher  für  zweck- 
mässiger, die  allgemeinere  Form  des  Satzes  unmittelbar  aus  dem- 
selben Grundsatze  abzuleiten,  welchen  ich  schon  in  meiner  frühe- 
ren Abhandlung  zum  Beweise  des  veränderten  Carnot'schen 
Satzes  angewandt  habe. 

Dieser  Grundsatz,  auf  welchem  die  ganze  folgende  Entwicke- 
lung  beruht,  lautet:  es  kann  nie  Wärme  aus  einem  kälteren  in 
einen  wärmeren  Kärper  übergehen,  wenn  nicht  gleichzeitig  eine  an- 
dere damit  zusam/nienhängende    Aenderung   eintritt  *).     Er    wird 


^)  [Man  kann  den  Grundsatz  kürzer  so  aussprechen:  die  Wärme 
kann  nicht  von  selbst  aus  einem  kälteren  in  einen  wärmeren  Körper  über- 
gehen,  in  welcher  Fassung  aber  die  Worte  „von  selbst"  noch  einer  Erläu- 
terung bedürfen.  Ihr  Sinn  wird  zwar  durch  die  im  weiteren  Verlaufe  dieser 
Abhandlung  vorkommenden  Auseinandersetzungen  hinlänglich  klar,  aber 
ich  halte  es  doch  für  zweckmässig,  schon  hier  einige  Worte  darüber  zu 
sagen,  um  über  die  Bedeutung  und  Tragweite  des  Satzes  keinen  Zweifel  zu 
lassen. 

Zunächst  soll  in  dem  Satze  ausgedrückt  sein,  dass  bei  dem  unmittel- 
baren Wärmeaustausche  zwischen  zwei  Körpern ,  wie  er  durch  Leitung  und 
Strahlung  stattfindet,  der  wärmere  Körper  von  dem  kälteren  niemals  mehr 
Wärme  erhält,  als  er  ihm  mittheilt.  Der  Satz  soll  aber  nicht  blos  für  diese, 
sondern  auch  für  alle  anderen  Vorgänge  gelten,  durch  welche  ein  Wärme- 
übergang zwischen  Körpern  von  verschiedenen  Temperaturen  veranlasat 
werden  kann,  unter  welchen  Vorgängen  besonders  die  hervorzuheben  sind, 
wo  der  Wärmeaustausch  durch  einen  oder  mehrere  veränderliche  Körper 
vermittelt  wird,  welche  bei  ihren  Zustandsänderungen  bald  Wärme  aus 
einem  Körper  aufnehmen,   bald  Wärme  an  einen  anderen  Körper  abgeben. 
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durch  Alles,  was  wir  über  den  Wärmeaustausch  zwischen  Körpern 
von  verschiedener  Temperatur  wissen,  bestätigt,  indem  die  Wärme 
überall  das  Bestreben  zeigt,  bestehende  TemperaturdiflFerenzen 
auszugleichen,  und  daher  umgekehrt  aus  den  wärmeren  Körpern 
in  die  kälteren  überzugehen,  und  man  wird  ihn  daher  wohl  ohne 
Weiteres  als  richtig  zugeben. 

Wir  wollen  wieder  für  die  erste  Auseinandersetzung  den  be- 
kannten von  Carnot  ersonnenen  und  von  Clapeyron  graphisch 
dargestellten  Process  benutzen,  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass 
wir  ausser  den  zwei  Körpern,  zwischen  denen  der  Wärmeüber- 
gang stattfindet,  noch  einen  dritten  von  beliebiger  Temperatur 
annehmen,  welcher  die  in  Arbeit  verwandelte  Wärme  hergiebt- 
Da  es  sich  zunächst  nur  um  ein  Beispiel  handelt,  so  wollen  wir 
als  veränderlichen  Körper  einen  solchen  wählen,  dessen  Verän- 


Wenn  man  die  Resultate  solcher  Vorgänge  näher  betrachtet,  so  findet 
man,  dass  es  vorkommen  kann,  dass  einerseits  Wärme  aus  einem  kälteren 
in  einen  wärmeren  Körper  übertragen  wird,  und  andererseits  in  demselben 
Processe  eine  andere  Wärmemenge  aus  einem  wärmeren  in  einen  kälteren 
Körper  übertragen  wird,  während  im  üebrigen  keine  bleibende  Verände- 
rung eintritt.  In  diesem  Falle  hat  man  es  nicht  mit  einem  einfachen 
Wärmeübergange  aus  einem  kälteren  in  einen  wärmeren  Körper,  oder,  wie 
man  kürzer  sagen  kann,  mit  einem  aufsteigenden  Wärmeübergange  zu 
thun,  sondern  mit  zwei  zusammengehörigen  Wärmeübergängen  von  entge- 
gengesetztem Sinne,  einem  aufsteigenden  und  einem  absteigenden,  welche 
sich  gegenseitig  compensiren.  Fem  er  kann  es  vorkommen,  dass  ein  auf- 
steigender Wärmeübergang  zwar  nicht  mit  einem  in  demselben  Processe 
stattfindenden  absteigenden  Wärmeübergange  verbunden  ist,  dass  aber  statt 
dessen  eine  andere  bleibende  Veränderung  eintritt,  welche  die  Eigenthüm- 
lichkeit  hat,  dass  sie  nicht  rückgängig  werden  kann,  ohne  entweder  durch 
eine  neue  bleibende  Veränderung  von  ähnlicher  Art  ersetzt  zu  werden, 
oder  ein«  n  absteigenden  Wärmeübergang  zu  veranlassen.  In  diesem  Falle 
,kann  man  sagen,  dass  der  aufiateigcnde  Wärmeübergang  zwar  nicht  unmit- 
telbar aber  doch  mittelbar  mit  einem  absteigenden  Wärmeübergange  ver- 
bunden ist,  und  jene  bleibende  Veränderung,  welche  die  Stelle  des  letzte- 
ren vertritt,  kann  als|  Compensation   des   aufsteigenden  Wärmeüberganges 

angesehen  werden. 

Auf  diese  Compensationen  nun  bezieht  sich  der  Grundsatz,  und  man 
kann  ihn  unter  Zuziehung  dieses  Begriffes  folgenderraaassen  aussprechen : 
ein  Wärmeübergang  atis  einem  kälteren  in  einen  wärmeren  Körper  kann 
nie  ohne  Compensation  stattfinden.  Die  Worte  „ohne  Compensation"  drü- 
cken dasselbe  aus ,  was  in  der  vorher  erwähnten  Fassung  des  Satzes  mit 
den  Worten  „von  selbst«,  und  in  der  im  Texte  stehenden  Fassung  mit  den 
Worten  „wenn  nicht  gleichzeitig  eine  andere  damit  zusammenhangende 
Aenderung  eintritt"  gemeint  ist.    1864.] 
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Fig.  7. 


derungen  nach  möglichst  einfachen  Gesetzen  geschehen,  was  be- 
sonders bei  permanenten  Gasen  der  Fall  ist  i).  Es  sei  daher  eine 
Quantität  eines  permanenten  Gases  mit  der  Temperatur  t  und  dem 
Volumen  v  gegeben.  Das  Volumen  sei  in  der  nebenstehenden 
Fig.  7  durch  die  Abscisse  oh,  und  der  diesem  Volumen  und  der 

Temperatur  t  entspre- 
chende Druck,  welchen 
das  Gas  ausübt,  durch 
die  Ordinate  ha  dar- 
gestellt. Mit  diesem 
Gase  werden  der  Reihe 
nach  folgende  Verän- 
derungen vorgenom- 
men. 

1.  Man  bringt  das 
Gas  von  der  Tempera- 
tur t  auf  eine  andere 
Temperatur  ^j,  die  beispielsweise  niedriger  als  t  sein  mag,  und 
zwar  dadurch,  dass  man  es  in  einer  für  Wärme  undurchdringli- 
chen Hülle,  so  dass  es  weder  Wärme  aufnehmen  noch  abgeben 
kann,  sich  ausdehnen  lässt.  Die  Abnahme  des  Druckes,  welche 
durch  die  gleichzeitige  Volumenzunahme  und  Temperaturabnahme 
bedingt  wird,  sei  durch  die  Curve  ab  dargestellt,  so  dass,  wenn 
die  Temperatur  des  Gases  bis  ti  gesunken  ist,  sein  Volumen  und 
sein  Druck  in  oi  und  ib  übergegangen  sind. 

2.  Man  setzt  das  Gas  mit  einem  Körper  Ki  von  der  Tem- 
peratur ^1  in  Verbindung,  und  lässt  es  dann  sich  noch  weiter  aus- 
dehnen, wobei  ihm  alle  durch  die  Ausdehnung  verschwindende 
Wärme  von  dem  Körper  wieder  ersetzt  wird.  Von  dem  letzteren 
sei  angenommen,  dass  seine  Temperatur  wegen  seiner  Grösse  oder 
aus  irgend  einem  anderen  Grunde  durch  diese  Wärmeabgabe 
nicht  merklich  erniedrigt  wird,  und  daher  als  constant  zu  be- 
trachten ist.    Dann  behält  auch  das  Gas  während  der  Ausdeh- 


^)  [Man  wird  leicht  sehen,  dass  alles,  was  hier  beispielsweise  von  einem 
Oase  gesagt  ist,  im  Wesentlichen  auch  von  jedem  anderen  Körper,  dessen 
Zustand  durch  seine  Temperatur  und  sein  Volumen  bestimmt  ist,  gesagt 
werden  kann.  Nur  ist  natürlich  die  Gestalt  der  Gurren,  welche  die  Ab- 
nahme des  Druckes  mit  zunehmendem  Volumen  darstellen,  bei  verschiede- 
nen Körpern  verschieden,  so  dass  das  Aussehen  der  Figur  von  der  Wahl 
des  Körpers  abhängt.    1864.] 
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nung  diese  constante  Temperatur,  und  die  Druckabnahme  wird 
daher  durch  ein  Stück  einer  gleichseitigen  Hyperbel  bc  darge- 
stellt    Die  hierbei  von  Ki  abgegebene  Wärmemenge  heisse  ^i. 

3.  Man  trennt  das  Gas  von  dem  Körper  Ki^  und  lässt  es, 
ohne  dass  es  Wärme  aufnehmen  oder  abgeben  kann,  sich  noch 
weiter  ausdehnen,  bis  seine  Temperatur  von  ti  auf  t^  gesunken 
ist.  Die  hierbei  stattfindende  Druckabnahme  sei  durch  die  Curve 
cd  dargestellt,  welche  von  derselben  Natur  ist,  wie  ab. 

4.  Man  setzt  das  Gas  mit  einem  Körper  Kq  von  der  con- 
stanten  Temperatur  tj  in  Verbindung  und  drückt  es  dann  zusam- 
men,  wobei  es  alle  in  ihm  entstehende  Wärme  dem  Körper  K2 
mittheilt.  Diese  Zusammendrückung  setzt  man  so  lange  fort,  bis 
K2  dieselbe  Wärmemenge  ^1  empfangen  hat,  welche  vorher  von 
Kl  abgegeben  wurde.  Der  Druck  nimmt  hierbei  nach  der  gleich- 
seitigen Hyperbel  de  zu. 

5.  Man  trennt  das  Gas  von  dem  Körper  Äi,  und  drückt  es, 
ohne  dass  es  Wärme  aufnehmen  oder  abgeben  kann,  noch  so  lange 
zusammen,  bis  seine  Temperatur  von  t^  auf  den  ursprünglichen 
Werth  t  gestiegen  ist,  wobei  der  Druck  nach  der  Curve  ef  zu- 
nimmt. Das  Volumen  on,  in  welches  das  Gas  auf  diese  Weise  ge- 
bracht wird,  ist  kleiner  als  sein  ursprüngliches  Volumen  0%,  denn, 
da  bei  der  Zusammendrückung  de  der  zu  überwindende  Druck 
und  demgemäss  die  aufzuwendende  äussere  Arbeit  geringer  waren, 
als  die  entsprechenden  Grössen  bei  der  Ausdehnung  bc^  so  musste 
dafür,  wenn  doch  dieselbe  Wärmemenge  Qi  entstehen  sollte,  die 
Zusammendrückung  weiter  fortgesetzt  werden,  als  nöthig  gewesen 
wäre,  wenn  die  Zusammendrückungen  nur  die  Ausdehnungen  hät- 
ten aufheben  sollen. 

6*  Man  bringt  das  Gas  mit  einem  Körper  K  von  der  con- 
stanten  Temperatur  t  in  Verbindung  und  lässt  es  sich  bis  zu  sei- 
nem ursprünglichen  Volumen  oh  ausdehnen,  indem  ihm  K  die 
dabei  verschwindende  Wärme  ersetzt.  Die  dazu  nöthige  Wärme- 
menge heisse  Q,  Wenn  das  Gas  mit  der  Temperatur  t  das  Volu- 
men oh  erreicht,  so  muss  es  auch  wieder  den  ursprünglichen 
Druck  ausüben,  und  die  gleichseitige  Hyperbel,  welche  die  letzte 
Druckabnahme  darstellt,  muss  daher  gerade  den  Punkt  a  treffen. 

Diese  sechs  Veränderungen  bilden  zusammen  einen  Kreis- 
procesSi  da  das  Gas  sich  am  Schlüsse  derselben  genau  wieder  in 
seinem  Anfangszustande  befindet.  Von  den  drei  Körpern  Ä",  Ki 
und  Ki,  welche  bei  dem  ganzen  Vorgange  nur  in  sofern  in  ße- 
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tracht  kommen,  als  sie  als  Wärmequellen  oder  Wärmereservoire 
dienen,  haben  die  beiden  ersten  die  Wärmemengen  Q  und  ^i  ver- 
loren, und  der  letzte  die  Wärmemenge  ^i  empfangen,  was  man 
so  aussprechen  kann,  dass  Qi  aus  Ki  in  Ko  übergegangen  und  Q 
verschwunden  ist.  Die  letztere  Wärmemenge  muss  nach  dem, 
was  bei  dem  ersten  Hauptsatze  gesagt  ist^  in  äussere  Arbeit  ver- 
wandelt sein.  Der  Gewinn  an  äusserer  Arbeit,  welcher  während 
des  Kreisprocesses  dadurch  entstanden  ist,  dass  der  Druck  des 
Gases  bei  der  Ausdehnung  grösser,  als  bei  der  Zusammendrückung, 
und  daher  die  positive  Arbeit  grösser  als  die  negative  war,  ^^i^d, 
wie  man  leicht  übersieht,  durch  den  Flächeninhalt  der  geschlos- 
senen Figur  aftcde/ dargestellt.  Nennen  wir  diese  Arbeit  TF,  so 
muss  nach  Gleichung  ( 1 )  Q  =  Ä.W  sein  i). 

Der  ganze  vorher  beschriebene  Kreisprocess  lässt  sich  auch 
in  umgekehrter  Weise  ausführen,  indem  man  zuerst  in  Verbin- 
dung mit  dem  Körper  K  statt  der  vorher  geschehenen  Ausdeh- 
nung fa  jetzt  die  Zusammendrückung  af  bewirkt,  und  ebenso, 
immer  unter  denselben  Umständen,  wie  vorher  die  entgegengesetz- 
ten Veränderungen,  nach  einander  die  Ausdehnungen /c  und  ed 
und  die  Zusammendrückungen  de,  cb  und  ba  eintreten  lässt. 
Hierbei  werden  offenbar  von  den  Körpern  K  und  Ki  die  Wärme- 
mengen Q  und  Qi  aufgenommen  und  von  K^  die  Wärmemenge 
^1  abgegeben.  Zugleich  ist  jetzt  die  negative  Arbeit  grösser  als 
die  positive,  so  dass  der  Flächeninhalt  der  geschlossenen  Figur 
jetzt  einen  Verlust  an  Arbeit  darstellt.  Das  Resultat  des  umge- 
kehrten Processes  ist  also,  dass  die  Wärmemenge  ^i  von  K^ 
nach  Kj  übergeführt,  und  die  Wärmemenge  Q  durch  Arbeit  er- 
zeugt und  an  den  Körper  K  abgegeben  ist. 

^)  [Der  hier  beschriebene  Kreisprocesfl  unterscheidet  sich  von  dem, 
welcher  in  Abhandlung  I.  S.  27  beschrieben  und  dort  in  Fig.  1  graphisch 
dargestellt  wurde,  nur  dadurch,  dass  dort  nicht  drei,  sondern  nur  zwei  al& 
Wärmereservoire  dienende  Körper  vorkamen.  Wenn  man  in  Bezug  auf 
die  Temperatur  t  des  Körpers  K  die  specielle  Annahme  macht,  dass  sie 
gleich  der  Temperatur  t^  des  Körpers  Ki  sei,  so  kann  man  den  Körper  K 
ganz  fortlassen,  und  statt  seiner  den  Körper  £^|  anwenden,  und  erhält  dann 
das  Resultat,  dass  der  Körper  K^  im  Ganzen  die  Wärmemenge  Q  '\-  Qi 
abgiebt,  und  der  Körper  K2  die  Wärmemenge  Q^  empfängt.  Es  ist  dann 
also  zu  sagen,  dass  von  der  ganzen  Wärmemenge,  welche  der  Körper  Ki 
abgegeben  hat,  der  Theil  Q  in  Arbeit  verwandelt  und  der  Theil  Qi  nach 
dem  Körper  K2  übergeführt  ist,  und  ebenso  war  es  in  dem  früher  beschrie- 
benen Processe,  welcher  somit  nur  als  ein  specieller  Fall  des  hier  beschrie- 
benen zu  betrachten  ist.    1864.] 
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Um  die  gegeDseitige  Abhängigkeit  der  beiden  gleichzeitig  ein- 
tretenden Verwandlungen  kennen  zu  lernen,  wollen  wir  zuerst 
annehmen,  dass  die  Temperaturen  der  drei  Wärmereservoire 
dieselben  bleiben,  aber  die  Kreisprocesse ,  durch  welche  die 
Verwandlungen  bewirkt  werden,  verschieden  seien,  indem  entwe- 
der statt  des  Gases  andere  Körper  ähnlichen  Veränderungen  un- 
terworfen werden,  oder  auch  Kreisprocesse  von  beliebiger  anderer 
Natur  stattfinden,  welche  nur  der  Bedingung  genügen  müssen, 
dass  die  drei  Körper  K^  Ki  und  K2  die  einzigen  sind,  welche 
Wärme  empfangen  oder  abgeben,  und  ausserdem  von  den  beiden 
letzten  der  eine  so  viel  empfängt,  als  der  andere  abgiebt.  Diese 
verschiedrnen  Processe  können  entweder  umkehrbar  sein,  wie  der 
vorher  betrachtete,  oder  nicht,  und  darnach  ändert  sich  auch  das 
für  die  Verwandlungen  geltende  Gesetz.  Indessen  lässt  sich  die 
Aenderung,  welche  das  Gesetz  für  die  nicht .  umkehrbaren  Pro- 
cesse erleidet,  leicht  nachträglich  hinzufugen,  und  wir  wollen  uns 
daher  vorläufig  auf  die  Betrachtung  der  umkehrbaren  Kreispro- 
cesse beschränken. 

Für  diese  lässt  sich  aus  dem  obigen  Grundsatze  beweisen, 
dass  die  von  JSTi  nach  ü  übertragene  Wärmemenge  Qi  zu  der  in 
Arbeit  verwandelten  Q  bei  allen  in  demselben  Verhältniss  stehen 
muss.  Gäbe  es  nämlich  zwei  solche  Processe,  bei  denen,  wenn  Q 
in  beiden  gleich  genommen  wird,  Qi  verschieden  wäre,  so  könnte 
man  nach  einander  den  einen,  bei  welchem  ^1  kleiner  wäre,  direct, 
und  den  anderen  umgekehrt  ausführen.  Dann  würde  die  Wärme- 
menge Q^  welche  durch  den  ersten  Process  in  Arbeit  verwandelt 
wäre,  durch  den  zweiten  wieder  in  Wärme  verwandelt  und  an  den 
Körper  K  zurückgegeben  werden,  und  auch  im  üebrigen  würde 
sich  am  Schlüsse  Alles  wieder  in  dem  ursprünglichen  Zustande 
befinden,  nur  dass  mehr  Wärme  von  Ä^nach^i  als  in  umgekehr- 
ter Richtung  übergeführt  wäre.  Es  hätte  also  im  Ganzen  ein 
Wärmeübergang  von  dem  kälteren  Körper  K2  nach  dem  wärme- 
ren JEi  stattgefunden,  der  durch  nichts  compensirt  wäre,  —  was 
dem  Grundsatze  widerspricht. 

Von  den  beiden  in  einem  solchen  umkehrbaren  Kreisprocesse 
vorkommenden  Verwandlungen,  kann  jede  die  andere,  wenn  diese 
im  entgegengesetzten  Sinne  genommen  wird,  ersetzen,  so  dass, 
wenn  eine  Verwandlung  der  einen  Art  stattgefunden  hat,  diese 
wieder  rückgängig  werden,  und  dafür  eine  Verwandlung  der  an- 
deren Art  eintreten  kann,  ohne  dass  dazu  irgend  eine  sonstige 
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bleibende  Veränderung  nöthig  ist.  Sei  z.B.  aufirgend eine  Weise 
die  Wärmemenge  Q  aus  Arbeit  entstanden  und  von  dem  Körper 
K  aufgenommen,  so  kann  man  sie  durch  den  beschriebenen  Kreis- 
pro cess  dem  Körper  K  wieder  entziehen ,  und  in  Arbeit  zurück 
verwandeln,  aber  es  geht  dafür  die  Wärmemenge  Qi  von  dem  Kör- 
per Kl  zu  Ki  über;  oder  sei  die  Wärmemenge  ^i  vorher  von  Ki 
zu  K2  übergegangen ,  so  kann  man  diese  wieder  nach  Ki  zurück- 
schafifen,  wenn  man  dafür  die  Wärmemenge  Q  von  der  Tempera- 
tur des  Körpers  K  aus  Arbeit  entstehen  lässt. 

Man  sieht  also,  dass  diese  beiden  Verwandlungsarten  als 
Vorgänge  von  gleicher  Natur  zu  betrachten  sind,  und  wir  wollen 
zwei  Verwandlungen,  die  sich  in  der  erwähnten  Weise  gegenseitig 
ersetzen  können,  äquivalent  nennen.  Es  kommt  nun  darauf  an, 
das  Gesetz  zu  finden,  nach  welchem  man  die  Verwandlungen  als 
mathematische  Grössen  darstellen  muss,  damit  sich  die  Aequiva- 
lenz  zweier  Verwandlungen  aus  der  Gleichheit  ihrer  Werthe  er- 
giebt.  Der  so  bestimmte  mathematische  Werth  einer  Verwand- 
lung möge  ihr  Aequivdlen^werth  heissen. 

Was  zunächst  den  Sinn  anbetrifft,  in  welchem  jede  Verwand- 
lungsart als  positiv  zu  rechnen  ist,  so  kann  man  diesen  bei  der 
einen  willkürlich  wählen,  bei  der  anderen  aber  ist  er  dadurch 
gleich  mit  bestimmt,  indem  man  offenbar  eine  solche  Verwand- 
lung als  positiv  annehmen  muss,  welche  einer  positiven  Verwand- 
lung der  anderen  Art  äquivalent  ist.  Wir  wollen  im  Folgenden 
die  Verwandlung  aus  Arbeit  in  Wärme  ^  «md  demgemäss  den  Ue- 
bergang  von  Wärme  von  höherer  zu  niederer  Temperatur  als  po- 
sitive Verwandlungen  rechnen  1). 

In  Bezug  auf  die  Grösse  der  Aequivalenzwerthe  ist  zunächst 
klar,  dass  der  Werth  einer  Verwandlung  aus  Arbeit  in  Wärme 
der  Menge  der  entstandenen  Wärme  proportional  sein  muss,  und 
ausserdem  nur  noch  von  ihrer  Temperatur  abhängen  kann.  Man 
kann  also  den  Aequivaleuzwerth  der  Entstehung  der  W^ärme- 
menge  Q  von  der  Temperatur  t  aus  Arbeit  ganz  allgemein  durch 
den  Ausdruck 

Q-f(t) 

darstellen,  worin  f  (t)  eine  für  alle  Fälle  gleiche  Temperatur- 

1)  [Wodurch  sich  diese  Wahl  des  positiven  und  negativen  Sinnes  vor 
der  entgegen  gesetzten  empfiehlt,  kann  erst  später,  nachdem  die  über  die 
Verwandlungen  geltenden  Sätze  mitgetheilt  sind,  klar  werden.    1864.] 
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function  ist  Wenn  in  dieser  Formel  Q  negativ  wird,  so  wird  da- 
durch ausgedrückt,  dass  die  Wärmemenge  Q  nicht  aus  Arbeit  in 
Wärme,  sondern  aus  Wärme  in  Arbeit  verwandelt  ist.  Ebenso 
muss  der  Werth  des  üeberganges  der  Wärmemenge  Q  von  der 
Temperatur  ti  zur  Ternjicratur  t^  der  übergehenden  Wärmemenge 
proportional  sein,  und  kann  ausserdem  nur  noch  von  den  beiden 
Temperaturen  abhängen.  Wir  können  ihn  also  allgemein  durch 
den  Ausdruck 

darstellen,  worin  F  (ti ,  ^a)  ebenfalls  eine  für  alle  Fälle  gleiche 
Function  der  beiden  Temperaturen  ist,  welche  wir  zwar  noch  nicht 
näher  kennen,  von  der  aber  soviel  im  Voraus  klar  ist,  dass  sie 
durch  Verwechselung  der  beiden  Temperaturen  ihr  Vorzeichen 
umkehren  muss,  ohne  ihren  numerischen  Werth  zu  ändern,  so 
dass  man  setzen  kann: 

(4)  F  (t,,  h)  =  -  F  (tu  tj). 

Um  diese  beiden  Ausdrücke  mit  einander  in  Beziehung  zu 
bringen,  haben  wir  die  Bedingung,  dass  in  jedem  umkehrbaren 
Kreisprocesse  der  oben  angegebenen  Art  die  beiden  darin  vor- 
kommenden Verwandlungen  f^leich  gross,  aber  von  entgegenge- 
setzten Vorzeichen  sein  müssen,  so  dass  ihre  algebraische  Summe 
Null  ist.  Wählen  wir  also  zunächst  den  Process,  welcher  bei- 
spielsweise für  ein  Gas  oben  vollständig  beschrieben  ist,  so  wurde 
dabei  die  Wärmemenge  Q  von  der  Temperatur  t  in  Arbeit  ver- 
wandelt, was  als  Aequivalenzwerth  —  Q  -  f  {t)  giebt,  und  die 
Wärmemenge  Qi  von  der  Temperatur  ti  zu  ^  übergeführt,  was 
als  Aequivalenzwerth  Qi  .  F{t\^  t^)  giebt,  und  es  muss  also  die 
Gleichung 

(5)  —  <2-/(0  +  «i  .F{t,,U)  =  0 

gelten.  Denken  wir  uns  nun  einen  eben  solchen  Process  umge- 
kehrt ausgeführt,  und  zwar  in  der  Weise,  dass  die  Körper  ^i  und 
Jfj  und  die  zwischen  ihnen  übergehende  Wärmemenge  ^i  diesel- 
ben bleiben,  wie  vorher,  aber  für  den  Körper  K  von  der  Tempe- 
ratur t  ein  anderer  Körper  K'  von  der  Temperatur  V  angewandt 
wird,  und  nennen  wir  die  in  diesem  Falle  durch  Arbeit  erzeugte 
Wärmemenge  ^,  so  haben  wir,  entsprechend  der  vorigen,  die  Glei- 
chung : 

(6)  Q'  'fit')  +  Öl  . -F  (^2,  ^i)  =  0. 
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Durch  Addition  dieser  beiden  Gleichungen   unter  Berücksichti- 
gung von  (4)  ergiebt  sich : 

(7)  -  Q.f(t)-\-  Q'  .f(t')  =  0. 

Sieht  man  nun,  was  natürlich  gestattet  ist,  diese  beiden  nach 
einander  ausgeführten  Kreisprocesse  zusammen  als  Einen  Kreis- 
process  an,  so  kommen  in  diesem  die  beiden  Wärmeübergänge 
zwischen  Ki  und  K^  nicht  mehr  in  Betracht,  da  sie  sich  gerade 
gegenseitig  aufgehoben  haben,  und  es  bleiben  also  nur  die  Ver- 
wandlung der  von  K  abgegebenen  Wärmemenge  Q  in  Arbeit,  und 
die  Entstehung  der  von  K'  aufgenommenen  Wärmemenge  Q'  aus 
Arbeit  übrig.  Diese  beiden  Verwandlungen  von  gleicher  Art  kön- 
nen aber  auch  so  zerlegt  und  zusammengesetzt  werden,  dass  sie 
wieder  als  zwei  Verwandlungen  von  verschiedener  Art  erscheinen. 
Hält  man  nämlich  einfach  an  der  Thatsache  fest,  dass  der  eine 
Körper  K  die  Wärmemenge  Q  verloren  und  der  andere  K'  die 
Menge  Q'  empfangen  hat,  so  kann  man  denTheil,  welcher  in  bei- 
den Mengen  gemeinsam  vorkommt,  ohne  Weiteres  als  von  K  zu 
K*  übergeführt  betrachten,  und  braucht  nur  für  den  übrigen  Theil, 
um  welchen  die  eine  Menge  grösser  ist  als  die  andere,  die  Ver- 
wandlung aus  Arbeit  in  Wärme  oder  umgekehrt  als  solche  zu  be- 
rücksichtigen. Sei  z.B.  die  Temperatur  V  höher  als  *,  so  hat  der 
auf  diese  Weise  angenommene  Wärmeübergang  die  Richtung  vom 
kälteren  zum  wärmeren  Körper,  und  ist  somit  negativ.  Demnach 
muss  die  andere  Verwandlung  positiv,  also  eine  Verwandlung  aus 
Arbeit  in  Wärme  sein,  woraus  folgt,  dass  die  von  K^  empfangene 
Wärmemenge  §'  grösser,  als  die  von  K  abgegebene  Q  ist.  Zer- 
legen wir  nun  Q^  in  die  beiden  Theile 

q  und  q'  ~  q, 

so  ist  der  erstere  die  von  K  zu  K'  übergeführte,  und  der  letztere 
die  aus  Arbeit  entstandene  Wärmemenge. 

Bei  dieser  Auffassungsweise  erscheint  der  Doppelprocess  als 
ein  Process  von  derselben  Art,  wie  die  beiden  einfachen,  aus  de- 
nen er  besteht,  denn  der  Umstand,  dass  die  entstehende  Wärme 
nicht  von  einem  dritten  Körper,  sondern  von  einem  derjenigen 
beiden  Körper  aufgenommen  wird,  zwischen  denen  der  Wärme- 
übergang stattfindet,  macht  keinen  wesentlichen  Unterschied,  da 
die  Temperatur  der  entstehenden  Wärme  beliebig  ist,  und  daher 
auch  denselben  Werth  haben  kann,  wie  die  Temperatur  eines  je- 
ner beiden  Körper,  in  welchem  Falle  der  dritte  Körper  überflüs- 
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sig  ist.  Es  muss  daher  für  die  beiden  Wärmemengen  Q  und  Q'  —  Q 
eine  Gleichung  von  derselben  Form  gelten  wie  (6),  nämlich : 

Eliminirt  man  hieraus  vermittelst  (7)  die  Grösse  Q\  und  hebt 
dann  die  Grösse  Q  fort,  so  erhält  man  die  Gleichung 

(8)  F  (t,  t')  =/  (f)  -  /  (0, 

durch  welche,  da  die  Temperaturen  t  und  t'  willkürlich  sind,  die 
für  die  zweite  Verwandlungsart  geltende  Function  von  zwei  Tem- 
peraturen ganz  allgemein  auf  die  für  die  erste  Art  geltende  Func- 
tion von  Einer  Temperatur  zurückgeführt  ist 

Für  die  letztere  Function  wollen  wir  zur  Abkürzung  ein  ein- 
facheres Zeichen  einführen.  Dabei  ist  es  aber  aus  einem  Grunde, 
der  später  ersichtlich  werden  wird,  zweckmässig,  nicht  die  Func- 
tion selbst,  sondern  ihren  reciproken  Werth  durch  das  neue  Zei- 
chen darzustellen.    Wir  wollen  daher  setzen: 

(9)  fit)  =  Y' 

so  dass  nun  T  die  unbekannte  Temperaturfunction  ist,  welche  in 
den  Aequivalenzwerthen  vorkommt.  Wenn  von  dieser  Function 
besondere  Werthe  auszudrücken  sind,  welche  den  Temperaturen 
^1,  t^  etc.  entsprechen,  so  soll  dieses  einfach  dadurch  geschehen, 
dass  die  Indices  an  T  selbst  geschrieben  werden,  also  Tj,  T^  etc. 

Hiernach  lässt  sich  der  zweite  Hauptsatz  der  mechanischen 
Wärmetheorie,  welchen  man,  wie  ich  glaube,  in  dieser  Form  pas- 
send den  Satjs  von  der  Aequivalenz  der  Verwandlungen  nennen 
kann,  folgendermaassen  aussprechen. 

Nennt  man  zwei  Verwandlwngen^  welche  sich,  ohne  dazu  eine 
sonstige  bleibende  Veränderung  zu  erfordern,  gegenseitig  ersetzen 
können,  äquivalent,  so  hat  die  Entstehu/ng  der  Wärmemenge  Q  von 
der  Temperatur  t  aus  Arbeit  den  Aequivalenzwerth 

rj,, 

und  der  Uebergang  der  Wärmemenge  Q  von  der  Temperatur  ti 
eur  Temperatur  t^  den  Aequivalenzwerth 


^\T,         Tj' 


worin  T  eine  von  der  Art  des  Processes,  durch  welchen  die  Ver- 
wandlung geschieht,  unabhängige  Temperaturfunction  ist. 
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Schreibt  man  den  letzteren  Ausdruck  in  der  Form 

Q__  Q_ 

80  sieht  man,  dass  der  üebergang  der  Wärmemenge  Q  von  der 
Temperatur  ti  zur  Temperatur  ^2  denselben  Aequivalenzwerth  hat, 
wie  eine  doppelte  Verwandlung  der  ersten  Art,  nämlich  die  Ver- 
wandlung der  Menge  Q  aus  Wärme  von  der  Temperatur  ti  in  Ar- 
beit und  aus  Arbeit  in  Wärme  von  der  Temperatur  ^.  Eine  Er- 
örterung der  Frage,  in  wieweit  diese  äussere  üebereinstimmung 
in  dem  Wesen  der  Vorgänge  selbst  begründet  ist,  würde  hier  nicht 
am  Orte  sein^);  jedenfalls  aber  kann  man  bei  der  mathemati- 
schen Bestimmung  des  Aequivalenzwerthes  jeden  Wärmeübergang, 
gleichgültig  wie  er  geschehen  ist,  als  eine  solche  Combination 
von  zwei  entgegengesetzten  Verwandlungen  der  ersten  Art  be- 
trachten. 

Durch  diese  Regel  wird  es  leicht,  für  jeden  noch  so  compli- 
cirten  Kreisprocess,  in  welchem  beliebig  viele  Verwandlungen  der 
beiden  Arten  vorkommen,  den  mathematischen  Ausdruck  abzulei- 
ten, welcher-  den  Gesammtwerth  aller  dieser  Verwandlungen  dar- 
stellt. Hiernach  braucht  man  nämlich  bei  einer  Wärmemenge, 
welche  ein  Wärmereservoir  empfängt,  nicht  erst  zu  untersuchen, 
welcher  Theil  davon  aus  Arbeit  entstanden,  und  wo  der  übrige 
Theil  hergekommen  ist,  sondern  kann  statt  dessen  bei  allen  in 
dem  Kreisprocesse  vorkommenden  Wärmereservoiren  jede  empfan- 
gene Wärmemenge  im  Ganzen  als  aus  Arbeit  entstanden,  und  jede 
abgegeliene  als  in  Arbeit  verwandelt  in  Rechnung  bringen.  Neh- 
men wir  also  an,  dass  die  verschiedenen  als  Wärmereservoire  die- 
nenden Körper  JBTi,  K^.,  Ks  etc.  mit  den  Temperaturen  ^i,^,  ^3  etc. 
während  des  Processes  die  Wärmemengen  ^1,  Q^^  Q^  etc.  empfan- 
gen haben,  wobei  abgegebene  Wärmemengen  als  empfangene  ne- 
gative Wärmemengen  gerechnet  werden,  so  wird  der  Gesammt- 
werth aller  Verwandlungen ,  welcher  mit  N  bezeichnet  werden 
möge,  durch  folgende  algebraische  Summe  dargestellt: 

M  ±2  -Ls 

oder,  wenn  wir  die  Summe  durch  ein  Summenzeichen  andeuten: 


^)  [In  einer   der  nachfolgenden   Abhandlungen   kommt  dieser   Gegen- 
stand wieder  zur  Sprache.     1864.] 
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(10)  N=^^. 

Hierbei  ist  vorausgesetzt,  dass  die  Temperaturen  der  Körper 
Kl,  Ä2,  Ks  etc.  coDstant,  oder  wenigstens  so  nahe  constant  seien, 
dass  ihre  Aenderungen  vernachlässigt  werden  können.  Wenn  aber 
einer  der  Körper  entweder  durch  die  Aufnahme  der  Wärmemenge 
Q  selbst,  oder  aus  irgend  einem  anderen  Grunde  seine  Tempera- 
tur während  des  Processes  so  bedeutend  ändert,  dass  diese  Aen- 
derung  Berücksichtigung  erfordert,  so  muss  man  für  jedes  aufge- 
nommene Wärmeelement  d  Q  die  Temperatur  anwenden ,  welche 
der  Körper  bei  seiner  Aufnahme  gerade  hat,  wodurch  natürlich 
eine  Integration  nöthig  wird.  Nehmen  wir  der  Allgemeinheit  we- 
gen an,  dass  dieser  Umstand  bei  allen  Körpiem  stattfinde,  so  er- 
hält die  vorige  Gleichung  folgende  Gestalt: 

(")  ^=f^' 

worin  das  Integral  auf  alle  von  den  verschiedenen  Körpern  auf- 
genommenen Wärmemengen  zu  beziehen  ist 

Wenn  der  angewandte  Kreisprocess  tmkehrbar  ist,  so  lässt 
sich,  wie  zusammengesetzt  er  auch  sei,  ebenso  wie  für  die  früher 
betrachteten  einfachen  Processe  beweisen,  dass  die  darin  vorkom- 
menden  Verwandlungen  sich  gegenseitig  gerade  aufheben  müssen, 
so  dass  ihre  algebraische  Summe  Null  ist. 

Wäre  dieses  nämlich  nicht  der  Fall,  so  denke  man  sich  alle 
vorkommenden  Verwandlungen  in  zwei  Theile  getheilt,  von  denen 
der  erste  die  algebraische  Summe  Null  giebt,  der  zweite  dagegen 
aus  lauter  Verwandlungen  von  gleichen  Vorzeichen  besteht  Die 
Verwandlungen  des  ersten  Theiles  müssen  sich  durch  eine  end- 
liche oder  unendliche  Anzahl  von  einfachen  Kreisprocessen  rück- 
gängig machen  lassen  1),  so  dass  also  nur  die  Verwandlungen  des 


^}  [Unter  einem  einfachen  Kreisprocesse  ist  hier  ein  solcher  verstanden, 
wie  er  oben  beschrieben  wurde,  in  welchem  eine  Wärmemenge  in  Arbeit 
verwandelt  wird  oder  ans  Arbeit  entsteht,  und  eine  zweite  Wärmemenge 
aos  einem  Körper  in  einen  anderen  übertragen  wird.  Es  lässt  sich  nun 
leicht  einsehen,  dass  jede  zwei  Verwandlungen,  deren  algebraische  Summe 
Null  ist,  sich  durch  einen  oder  zwei  einfache  Kreisprocesse  rückgängig  ma- 
chen lassen. 

Seien  erstens  die  beiden  gegebenen  Verwandlungen  von  verschiedener 
Art|  sei  z.  B,  die  Wärmemenge  Q  von  der  Temperatur  t  in  Arbeit  ver- 
wandelt, und  die  Wärmemenge  Qi  aus  einem  Körper  Ki   von   der  T.empe- 

Clauftiofl,  meoh.  Wän&etUeoiie.  IQ 
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zweiten  Theiles  ohne  u-gend  eine  sonstige  Veränderung  übrig  blei- 
ben. Wären  nun  diese  Verwandlungen  negativ,  also  Verwandlun- 
gen aus  Wärme  in  Arbeit  und  Wärmeübergänge  von  niederer  zu 

ratnr  *i  in  einen  Körper  K^  von  der  Temperatur  t^  übertragen  (wobei  wir, 
weil  die  hier  beabsichtigte  Auseinandersetzung  dadurch  erleichtert  wird, 
unter  Q  und  Qi  die  absoluten  Werthe  der  Wärmemengen  verstehen  wol- 
len, 80  dass  der  Sinn  der  Verwandlungen  äusserlich  durch  +  und  —  Zei- 
chen angedeutet  werden  muss),  und  sei  angenommen,  dass  die  Grössen  der 
beiden  Wärmemengen  unter  einander  in  der  Beziehung  stehen,  dass  man 
folgende  Gleichung  habe: 

Dann  denke  man  sich  den  oben  beschriebenen  Kreisprocess  in  umgekehr- 
ter Weise  ausgeführt,  wodurch  die  Wärmemenge  Q  von  der  Temperatur  t 
aus  Arbeit  entsteht,  und  eine  andere  Wärmemenge  aus  dem  Körper  üfg  in 
den  Körper  Ki  übertragen  wird.  Diese  letztere  Wärmemenge  muss  dann 
gerade  die  in  der  vorigen  Gleichung  stehende  Wärmemenge  Q^  sein,  und 
die  gegebenen  Verwandlungen  sind  somit  rückgangig  gemacht. 

Sei  femer  eine  Verwandlung  aus  Arbeit  in  Wärme  und  eine  aus  Wanne 
in  Arbeit  gegeben,  sei  z.  B.  die  Wärmemenge  Q  von  der  Temperatur  * 
durch  Arbeit  erzeugt,  und  die  Wärmemenge  Q'  von  der  Temperatur  t'  in 
Arbeit  verwandelt,  und  stehen  diese  beiden  in  der  Beziehung  zu  einander, 
dass  man  habe: 

^  _  «-  -  0 

Dann  denke  man  sich  zuerst  den  oben  beschriebenen  Kreisprocess  ausge- 
führt, wodurch  die  Wärmemenge  Q  von  der  Temperatur  t  in  Arbeit  ver- 
wandelt, und  eine  andere  Wärmemenge  Qj  aus  einem  Körper  K^  in  einen 
anderen  Körper  K^  übertragen  wird.  Darauf  denke  man  sich  einen  zwei- 
ten Kreisprocess  in  umgekehrter  Weise  ausgeführt,  in  welchem  die  zuletzt 
genannte  Wärmemenge  Q^  wieder  von  K^  nach  K^  zurücktransportirt  werde, 
und  ausserdem  eine  Wärmemenge  von  der  Temperatur  V  aus  Arbeit  ent- 
stehe. Diese  Verwandlung  au8  Arbeit  in  Wärme  muss  dann,  abgesehen 
vom  Vorzeichen,  der  vorigen  Verwandlung  aus  Wärme  in  Arbeit  äquivalent 
sein,  da  sie  beide  einem  und  demselben  Wärmeübergange  äquivalent  sind. 
Die  aus  Arbeit  entstandene  Wärmemenge  von  der  Temperatur  t'  muss  da- 
her eben  so  gross  sein,  wie  die  in  der  vorigen  Gleichung  stehende  Wärme- 
menge Q',  und  die  gegebenen  Verwandlungen  sind  somit  ruckgängig  ge- 
macht. 

Seien  endlich  zwei  Wärmeübergänge  gegeben,  sei  z.  B.  die  Wärmemenge 
Qi  aus  einem  Körper  K^  von  der  Temperatur  t^  in  einen  Körper  K^  von 
der  Temperatur  t^  und  die  Wärmemenge  Oi'  *^8  einem  Körper  K^  von 
der  Temperatur  t^'  in  einen  Körper  Ki  von  der  Temperatur  ti  übergan- 
gen, und  stehen  diese  zu  einander  in  der  Beziehung,  dass  man  habe: 
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höherer  Temperatur,  so  Hessen  sich  von  diesen  noch  die  ersteren 
durch  Verwandlungen  der  letzteren  Art  ersetzen  J),  und  es  würden 
also  schliesslich  nur  Wärmeübergänge  von  niederer  zu  höherer 
Temperatur  übrig  bleiben ,  die  durch  nichts  compensirt  wären,  — 
was  dem  obigen  Grundsatze  widerspricht.  Wären  ferner  jene  Ver- 
wandlungen positiv,  so  brauchte  man  nur  denselben  Process  um- 
gekehrt auszuführen,  um  sie  negativ  zu  machen,  und  dadurch  wie- 
der den  vorigen  unmöglichen  Fall  zu  erhalten.  Daraus  folgt,  dass 
der  zweite  Theil  von  Verwandlungen  überhaupt  nicht  existiren 
kann. 

Demnach  gilt  für  alle  umkehrbaren  Kreisprocesse  als  analyti- 
scher Ausdruck  des  zweiten  Hauptsatzes  der  mechanischen  Wärme- 
theorie die  Gleichung: 

(IL)  y ^  =  0. 

Dann  denke  man  sich  zwei  Kreisprocesse  ausgeführt,  in  deren  einem  die 
Wärmemenge  Qi  von  K2  nach  Ki  übertragen,  und  dabei  die  Wärmemenge 
Q  von  der  Temperatur  t  durch  Arbeit  erzeugt  werde,  während  im  zweiten 
dieselbe  Wärmemenge  Q  wieder  in  Arbeit  verwandelt,  und  dabei  eine  an- 
dere Wärmemenge  von  K^'  nach  K2'  übertragen  werde.  Diese  andere 
Wärmemenge  muss  dann  gerade  die  gegebene  Wärmemenge  Qi  sein,  und 
die  beiden  gegebenen  Wärmeübergäuge  sind  somit  rückgängig  gemacht. 

Nehmen  wir  nun  an,  es  seien  nicht  blos  zwei,  sondern  beliebig  viele 
Yerwandlungen  gegeben,  deren  algebraische  Summe  Null  sei,  so  kann  man 
diese  Verwandlungen  jederzeit  so  zerlegen  und  combiniren,  dass  lauter 
Gruppen  von  je  zwei  Verwandlungen,  deren  algebraische  Summe  Null  ist, 
entstehen,  und  jede  solche  Gruppe  von  zwei  Verwandlungen  kann  man 
dann,  wie  eben  gezeigt  wurde,  durch  einen  oder  zwei  einfache  Kreispro- 
cesse ruckgängig  machen.  Sollten  in  dem  ursprünglich  gegebenen  Pro- 
cesse  stetige  Temperaturänderungen  vorkommen,  so  dass  man  die  aufge- 
nommenen und  abgegebenen  Wärmemengen  in  Elemente  zerlegen  muss, 
so  würde  dadurch  die  Anzahl  der  Gruppen,  die  zu  bilden  sind,  und  dem- 
gemäss  auch  die  Anzahl  der  einfachen  Kreisprocesse  unendlich  gross  wer- 
den; aber  das  macht  dem  Principe  nach  keinen  Unterschied.     1864.] 

*)  [Besteht  nämlich  eine  gegebene  Verwandlung  darin,  dass  die  Wär- 
memenge Q  von  der  Temperatur  t  in  Arbeit  verwandelt  ist,  so  braucht 
man  sich,  ebenso,  wie  es  im  Texte  für  den  entgegengesetzten  Fall  schon 
einmal  gesagt  wurde,  nur  den  oben  beschriebenen  einfachen  Kreisprocess 
in  nmgekehrter  Weise  ausgeführt  zu  denken,  wobei  die  Wärmemenge  Q 
von  der  Temperatur  t  durch  Arbeit  erzeugt  und  zugleich  eine  andere  Wär- 
memenge Qi  aus  einem  Körper  K2  von  der  Temperatur  ^2  i^  einen  Körper 
Kl  von  der  höheren  Temperatur  ti  übertragen  wird.  Dadurch  wird  die 
gegebene  Verwandlung  aus  Wärme  in  Arbeit  rückgängig  gemacht,  und 
dorob  den  Wärmeübergang  von  K^  nach  Ki  ersetzt.    1864.] 

10* 
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Die  Anwendbarkeit  dieser  Gleichung  kann  man  noch  beträcht- 
lich erweitern,  wenn  man  der  in  ihr  vorkommenden  Grösse  t  eine 
etwas  andere  Bedeutung  giebt  Betrachten  wir  dazu  einen  Kreis- 
process,  der  darin  besteht,  dass  ein  gegebener  Körper  eine  Reihe 
von  Zustandsänderungen  durchmacht,  und  zuletzt  wieder  in  sei- 
nen Anfangszustand  zurückkehrt,  wobei  der  Einfachheit  wegen 
angenommen  werden  soll,  dass  der  Körper  stets  in  allen  seinen 
Theilen  dieselbe  Temperatur  habe,  so  darf,  damit  der  Process 
umkehrbar  sei,  der  veränderliche  Körper  zur  Aufnahme  oder  Ab- 
gabe von  Wärme  immer  nur  mit  solchen  Wärmereservoiren  in 
Verbindung  gebracht  werden,  welche  mit  ihm  gleiche  Temperatur 
haben,  denn  nur  in  diesem  Falle  kann  die  Wärme  auch  den  um- 
gekehrten Weg  gehen.  Absolut  kann  diese  Bedingung  zwar  nicht 
erfüllt  sein,  wenn  überhaupt  eine  Bewegung  der  Wärme  eintreten 
soll,  aber  man  kann  sie  wenigstens  als  so  nahe  erfüllt  annehmen, 
dass  die  kleinen  noch  vorhandenen  Temperaturunterschiede  in 
der  Rechnung  zu  vernachlässigen  sind.  In  diesem  Falle  ist  es 
natürlich  einerlei,  ob  die  in  der  Gleichung  (II.)  vorkommende 
Grösse  t  die  Temperatur  des  eben  benutzten  Wärmereservoirs 
oder  die  augenblickliche  Temperatur  des  veränderlichen  Körpers 
darstellt,  da  beide  gleich  sind.  Hat  man  aber  einmal  für  t  die 
letztere  Bedeutung  eingeführt,  so  ist  leicht  zu  sehen,  dass  man 
nun  den  Wärmereservoiren  beliebige  andere  Temperaturen  bei- 
legen kann,  ohne  dass  dadurch  der  Ausdruck    /  -^  irgend  eine 

Aenderung  erleidet,  welche  die  Gültigkeit  der  vorigen  Gleichung 
beeinträchtigen  könnte.  Da  bei  dieser  Bedeutung  von  t  die  ein- 
zelnen Wärmereservoire  nicht  mehr  besonders  berücksichtigt  zu 
werden  brauchen,  so  pflegt  man  auch  die  Wärmemengen  nicht 
auf  sie,  sondern  auf  den  veränderlichen  Körper  zu  beziehen,  in- 
dem man  angiebt,  welche  Wärmemengen  der  Körper  während 
seiner  Veränderungen  nach  einander  aufnimmt  oder  abgiebt. 
Rechnet  man  hierbei  wieder  die  aufgenommenen  Wärmemengen 
als  positiv  und  die  abgegebenen  als  negativ,  so  nehmen  natürlich 
alle  Wärmemengen  die  entgegengesetzten  Vorzeichen  an,  als  wenn 
man  dieselbe  Bestimmungsweise  bei  den  W^ärmereservoiren  an- 
wendet, da  eine  von  den  veränderlichen  Körper  aufgenommene 
Wärmemenge  von  einem  Wärmereservoir  abgegeben  ist;  indessen 
kann  dieser  Umstand  auf  die  Gleichung,  nach  welcher  der  Werth 
des  ganzen  Integrals  Null  sein  soll ,  keinen  Eiufluss  haben.     Es 
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ergiebt  sich  also  aus  dieser  Betrachtung,  dass,  wenn  man  für  jede 
Wärmemenge  dQ,  welche  der  Körper  während  seiner  Verände- 
rangen  aufnimmt,  oder,  wenn  sie  negativ  ist,  abgiebt,  die  Tempe- 
ratur in  Rechnung  bringt,  welche  er  selbst  im  Momente  der  Auf- 
nahme oder  Abgabe  hat,  man  die  Gleichung  (IL)  anwenden  kann, 
ohne  sich  darum  zu  bekümmern,  wo  die  Wärme  herkommt  oder 
hingeht,  wenn  .der  Process  nur  im  Uebrigen  umkehrbar  ist. 

Die  in  dieser  Bedeutung  genommene  Gleichung  (II.)  können 
wir  nun  wieder  in  ähnlicher  Weise,  wie  es  mit  (I.)  geschehen  ist, 
in  eine  speciellcre  Form  bringen,  in  welcher  sie  eine  bestimmte 
Eigenschaft  der  Körper  ausdrückt,  und  erhalten  dann  die  be- 
kannte Gleichung,  welche  schon  Clapeyron,  wenn  auch  in  etwas 
anderer  Gestalt,  aus  dem  Garnot 'sehen  Satze  abgeleitet  hat^). 
Wir  nehmen  dazu  für  die  Art  der  Veränderungen  ganz  dieselben 
Bedingungen  an,  unter  welchen  die  Gleichungen  (2)  und  (3)  aus 
(I.)  abgeleitet  wurden,  und  welche  auch  für  die  Gültigkeit  der 
Gleichung  (II.)  genügen  2).  Dann  ist  der  Zustand  des  Körpers  be- 
stimmt durch  seine  Temperatur  t  und  sein  Volumen  1;,  und  man 
kann  daher  schreiben : 

^        dt  dv 

Da  nun    /  -^  nach  (IL)  immer  gleich  Null  sein  muss,  so  oft  t  und 

1)  Jaum,  de  Vicole  polyt.  T.  14  und  Pogg.  Ann.  Bd.  59,  S.  374. 

^)  [Diese  Bedingungen  bestanden  nämlich  darin,  dass  die  einzige  vor- 
handene äussere  Kraft  ein  auf  die  Oberfläche  wirkender,  überall  gleicher 
and  normal  gegen  die  Oberfläche  gerichteter  Druck  sei,  und  dass  dieser 
Druck  in  jedem  Augenblicke  von  der  Ausdehnungskraft  des  Körpers  nur 
so  wenig  verschieden  sei,  dass  beide  in  der  Rechnung  als  gleich  zu  setzen 
sind.  Hieraus  folgt,  dass  der  veränderliche  Körper  unter  demselben  Drucke, 
unter  welchem  er  sich  ausdehnt,  auch  wieder  zusammengedrückt  werden 
kann,  und  dass  also  seine  Volumenänderungen  in  umkehrbarer  Weise  ge- 
schehen. Femer  wurde  dem  veränderlichen  Körper  im  Ganzen  eine  ge- 
vrisee  Temperatur  t  zugeschrieben,  worin  die  Voraussetzung  liegt,  dass  der 
Körper  immer  in  allen  seinen  Theilen  eine  und  dieselbe  Temperatur  habe, 
oder  daas  wenigstens  die  in  ihm  vorkommenden  Temperaturdifierenzen  so 
klein  seien,  dass  sie  in  der  Rechnung  vernachlässigt  werden  können.  Dar- 
aus folgt,  dass  im  Innern  des  Körpers  keine  solche  Wärmeübergänge  von 
wärmeren  zu  kälteren  Stellen  vorkommen  können,  die  in  der  Rechnung 
berücksichtifirt  zu  werden  brauchen.  Man  kann  also  alle  Veränderungen, 
welche  der  Körper  erleiden  kann,  als  umkehrbar  betrachten,  und  weiter 
ist  für  die  Gültigkeit  der  Gleichung  (IL)  nichts  erforderlich.     1864.] 


160  Abhandlung  IV. 

V  wieder  ihre  anfanglichen  Werthe  annehmen,  so  mnss  der  unter 
dem  Integralzeichen  stehende  Ausdruck,  welcher  durch  die  vorige 
Gleichung  die  Gestalt 

1      dQ  l      dQ 

-T'-di^^^-T'-di^" 

annimmt,  ein  vollständiges  Differential  sein ,  wenn  t  und  v  unab- 
hängige Veränderliche  sind,  und  die  beiden  Glieder  dieses  Aus- 
druckes'müssen  daher  folgender  Bedingungsgleichung  genügen : 

dt\T  '  dv)~  dv\T  '   dt) 
Hieraus  erhält  man: 


1     ±(dQ\_dQ 
T  '  dt  \lvj        dv 


d£ 

dt^_  ±      d^  /dQ\ 
T^  —  T  '  dv\dt) 


oder : 


^^^^  dv      dt  ~        ldt\dvj       dv\dtj} 

Hierin  braucht  man  nur  noch  für  den  in  der  eckigen  Klammer 
stehenden  Ausdruck  den  aus  der  Gleichung  (3)  bekannten  Werth 
zu  setzen,  um  die  gesuchte  Gleichung  zu  erhalten,  nämlich : 


welche  man  auch,  da 
ist,  so  schreiben  kann: 

dT       ^    j,dj, 
dt        ^'-^   dt' 

dp  _  dp     dT 
dt,      dT     dt 

(13a) 

dv       ^-^dT 

')• 


1)  [Ich  will  hier  bemerken,  dasB  man  in  derselben  Weise,  in  welcher 
die  Gleichung  (13)  in  (13  a)  übergeführt  ist,  auch  die  Gleichung  (12)  umge- 
stalten kann,  indem  man  darin  setzt: 

dQ  _dQ     dT 
dt  '^  dT'   dt 


ITt  X'JvJ  ""  dT  \dvJ  ' 


dT 
und  dann  -rr  auf  beiden  Seiten  forthebt.    Man  erhält  dadurch : 


Veränderte  Form  des  zweiten  Hauptsatzes.       151 

Vergleicht  man  dieses  Resultat  mit  der  vorher  erwähnten  von 
Clapeyron  aofgesteUten  Gleichung,  so  kann  man  daraus  den 
Zusammenhang  zwischen  der  in  diesem  Aufsatze  eingeführten 
Temperaturfunction T,  und  der  von  Clapeyron  angewandten  und 
mit  (7  bezeichneten  sogenannten  Carnot 'sehen  Function,  welche 
ich  in  meinen  früheren  Aufsätzen  ebenfalls  angewandt  habe,  er- 
kennen.   Es  ist  nämlich: 

(14)  ^  =  4  '>• 

Wir  wenden  uns  nun  zur  Betrachtung  der  nicht  umkehrbaren 
Kreisprocesse. 

Es  wurde  bei  dem  Beweise  des  Satzes,  dass  in  einem  beliebig 
zusammengesetzten  umkehrbaren  Kreisprocesse  die  algebraische 
Summe  aller  Verwandlungen  Null  sein  müsse,  zuerst  gezeigt,  dass 
die  Summe  nicht  negativ  sein  könne,  und  dann  wurde  hinzugefügt, 
sie  könne  auch  nicht  positiv  sein,  weil  man  sonst  den  Process  nur 
umgekehrt  auszuführen  brauchte,  um  eine  negative  Summe  zu  er- 
halten. Der  erste  Theil  dieses  Beweises  bleibt  nun  ungeändert 
auch  für  die  nicht  umkehrbaren  Kreisprocesse  gültig,  der  zweite 
dagegen  kann  bei  diesen  keine  Anwendung  finden.  Man  erhält 
also  folgenden  Satz,  welcher  für  alle  Kreisprocesse  gemeinsam 
gilt,  indem  die  umkehrbaren  darin  den  Gränzfall  bilden. 


Tv  '^      VdT\dvf       ^  Vdr/J 
oder,  anders  geechrieben: 

^"•^  dT  \dv)        dv  \dT)  ^  T  '  dv' 

Hierdurch  ist  das,  was  die  Gleichung  (II.)  aussagt,  auf  eine  noch  einfachere 
Art,  als  in  (12),  in  der  Form  einer  partiellen  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung  ausgedrückt.    1864.] 

1)  [Die  Yon  Clapeyron  aufgestellte  Gleichung  lautet  nämlich  in  der 
Form,  in  welcher  sie  in  den  Anmerkungen  zu  den  Gleichungen  (IV.)  und 
(Y.)  der  Abhandlung  I.  angeführt  ist: 

dv  "       dt' 

und  wenn  man  diesen  Ausdruck  von  -j-^  mit  demjenigen,  welcher  sich  aus 

dv 

der  Gleichung  (13)  ergiebt,  vergleicht,  so  erhält  man  die  Gleichung  (14), 
1864.] 
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Die  algebraische  Summe  dller  in  einem  Kreisprocesse  vorTiom- 
menden  Verwcmdltmgen  kann  nur  positiv  sein. 
Wir  wollen  eine  solche  Verwandlung,  welche  am  Schlüsse  eines 
Kreisprocesses  ohne  eine  andere  entgegengesetzte  übrig  bleibt, 
und  welche  nach  diesem  Satze  nur  positiv  vorkommen  kann,  kurz 
eine  uncompensirte  Verwandlung  nennen. 

Die  Vorgänge,  durch  welche  uncompensirte  Verwandlungen 
veranlasst  werden  können,  sind,  wenn  vielleicht  auch  nicht  ihrem 
eigentlichen  Wesen  nach,  so  doch  ihrer  äusseren  Erscheinung 
nach,  von  ziemlich  mannichfaltiger  Art.  Einer  der  gewöhnlich- 
sten ist  der  durch  blosse  Leitung  geschehende  Wärmeübergang, 
welcher  bei  der  unmittelbaren  Berührung  zweier  Körper  von  ver- 
schiedener  Temperatur  eintritt  Ferner  gehören  dahin  die  Wär- 
meerzeugung durch  Reibung,  die  Wärmeerzeugung  durch  einen 
elektrischen  Strom  bei  der  Ueberwindung  des  Leitungswiderstan- 
des, und  solche  Fälle,  in  welchen  eine  Kraft,  indem  sie  eine  Arbeit 
thut,  nicht  einen  ihr  gleichen  Widerstand  zu  überwinden  hat,  und 
daher  eine  äusserlich  wahrnehmbare  Bewegung  von  beträchtlicher 
Geschwindigkeit  hervorbringt,  deren  lebendige  Kraft  nachher  in 
Wärme  übergeht.  Ein  Vorgang  der  letzteren  Art  ist  z.  B.  der, 
wenn  ein  mit  Luft  gefüllte^  Geiass  plötzlich  mit  einem  leeren  in 
Verbindung  gesetzt  wird,  und  nun  ein  Theil  der  Luft  mit  grosser 
Geschwindigkeit  in  das  andere  Gefäss  getrieben  wird,  und  dort  wie- 
der zur  Ruhe  kommt.  Dann  ist  bekanntlich  nach  der  Ausdehnung, 
wenn  auch  in  den  beiden  einzelnen  Theilen  der  Luft  Unterschiede 
eingetreten  sind,  doch  in  der  ganzen  Luftmasse  zusammen  ebenso 
viel  Wärme  vorhanden,  wie  vorher,  und  es  ist  also  keine  Wärme 
bleibend  in  Arbeit  verwandelt.  Dagegen  kann  die  Luft  nicht  wie- 
der in  ihr  früheres  Volumen  zusammengedrückt  werden,  ohne 
dass  dabei  Arbeit  in  Wärme  verwandelt  wird. 

Wie  man  den  Aequivalenzwerth  der  durch  solche  Vorgänge 
eintretenden  uncompensirte n  Verwandlungen  zu  bestimmen  hat, 
ist  dem  Principe  nach  aus  dem  Früheren  ersichtlich,  und  auf  die 
wirkliche  Ausführung  für  einzelne  specielle  Fälle  will  ich  hier 
nicht  eingehen. 

Zum  Schlüsse  müssen  wir  unsere  Aufmerksamkeit  noch  auf 
die  bis  jetzt  ganz  unbestimmt  gelassene  Temperaturfunction  T 
richten,  und  auch  diese  kann,  obwohl  nicht  ganz  ohne  Hypothese, 
doch  durch  eine  im  hohen  Grade  wahrscheinliche  Hypothese  be- 
stimmt werden.    Ich  meine  nämlich  die  schon  in  meineir  früheren 
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AbhaDdlung  angewandte  Nebenannahme,  da$s  ein  permanentes 
^os,  wenn  es  sich  bei  canstanter  Temperatur  ausdehnt,  nur  so  viel 
Wärme  verschluckt^  wie  jsu  der  dabei  gethanen  äusseren  Arbeit 
verbraucht  wird.  Diese  Annahme  ist  durch  die  neueren  Unter- 
suchungen von  Regnault  bestätigt,  und  ist  wahrscheinlich  für 
jedes  Gas  in  demselben  Grade  richtig,  wie  das  Mariott  ersehe 
und  Gay-Lussac'sche  Gesetz,  so  dass  für  ein  ideelles  Gas,  für 
welches  dieses  letztere  Gesetz  als  Yollkommen  richtig  angenom- 
men wird,  auch  jene  Annahme  als  vollkommen  richtig  zu  be- 
trachten ist. 

Die  äussere  Arbeit,  welche  ein  Gas  bei  der  Ausdehnung  um 
dv  thut,  wenn  es  dabei  den  ganzen  seiner  Expansivkraft  p  ent- 
sprechenden Druck  zu  überwinden  hat,  ist  =  pdv^  und  die  dabei 

verschluckte  Wärmemenge  wird  durch  -^  dv  dargestellt.  Man  er- 
hält also  die  Gleichung: 

dQ         A 
-j^  =  A  .  p, 

dv  ^ 

uod  wenn  man  diesen  Werth  von  -^  in  die  Gleichung  (13)  ein- 
setzt, so  geht  diese  über  in: 

.     dT       dp 

Nun  ist  nach  dem  Mariotte'schen  und  Gay-Lussac^schen  Ge- 
setze 

ü  = •  Const., 

^  V 

worin  a  den  umgekehrten  Werth  des  Ausdehnungscoefficienten 
der  permanenten  Gase  bedeutet,  und  daher,  wenn  die  Temperatur  t 
nach  Cent-Graden  vom  Gefrierpuncte  ab  gezählt  wird,  nahe  =  273 
ist  Eliminirt  man  mittelst  dieser  Gleichung^  aus  (15),  so  kommt: 
i\^\  dT__dt_ 

woraus  sich  durch  Integration  ergiebt: 
(17)  T={a  -\-  t)  .  Const 

Welchen  Werth  man  der  Constanten  giebt,  ist  gleichgültig,  da 
durch  eine  Aenderung  derselben  alle  Aequivalenzwerthe  in  glei- 
chem Verhältnisse  geändert  werden,  so  dass  die  vorher  vorhan- 
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denen  Aequivalenzen  dadurch  nicht  gestört  werden  können.    Wir 
wollen  daher  den  bequemsten  Werth  wählen,  nämlich  die  Einheit, 
und  erhalten  dadurch: 
(18)  T=a  +  t. 

Hiernach  ist  7  weiter  nichts,  als  die  von  — a,  also  angenä- 
hert von  —  273<>C.  ab  gezählte  Temperatur,  und  wenn  wir  den 
durch  —  a  bestimmten  Punct  als  den  absoluten  NuUpunct  der 
Temperatur  betrachten,  so  ist  T  einfach  die  absolute  Temperatur, 
Aus  diesem  Grunde  habe  ich  von  vornherein  das  Zeichen  T  fiir 
den  reciproken  Werth  der  Function  f(t)  eingeführt.  Dadurch 
sind  alle  Aenderungen,  welche  man  sonst  nach  der  Bestimmung 
der  Function  in  der  Form  der  Gleichungen  hätte  anbringen  müs- 
sen, unnöthig  gemacht,  und  man  kann  nun  nach  Belieben,  je  nach- 
dem man  die  Nebenannahme  als  hinlänglich  zuverlässig  zugeben 
will,  oder  nicht,  unter  Tdie  absolute  Temperatur,  oder  eine  noch 
zu  bestimmende  Temperaturfuuction  verstehen.  Ich  glaube  aber, 
dass  man  ohne  Bedenken  das  Erstere  thun  kann. 


ABHAlfDLUNG  V. 


lieber  die  Anwendung  der  meohanisohen  Wärmetlieorie 

auf  die  Dampfinasohine. 

Pogg.   Ann.   Harz-   nnd  Aprilheft   1856,   Bd.  XCVIT,   S.  441    u.   618;   Phil.    Mag. 
4*^    Ser.    Vol.  XII,  p.  241,  388  u.  426;  Silliman   American  Journ.  2nd  Ser. 

Vol.  XXU,  p.  180  u.  364,  Vol.  XXIII,  p.  2ö. 


1.  Da  die  yeränderten  Ansichten  über  das  Wesen  and  das 
Verhalten  der  Wärme,  welche  unter  dem  Namen  der  „mechani- 
schen Wärmetheorie^^  zusammengefasst  werden,  in  der  bekannten 
Thatsache,  dass  sich  die  Wärme  zur  Hervorbringung  von  mecha- 
nischer Arbeit  anwenden  lässt,  ihre  erste  Anregung  gefunden  ha- 
ben, so  durfte  man  im  Voraus  erwarten,  dass  die  so  entstandene 
Theorie  auch  umgekehrt  wieder  dazu  beitragen  müsse,  diese  An- 
wendung der  Wärme  in  ein  helleres  Licht  zu  stellen.  Besonders 
mussten  die  durch  sie  gewonnenen  allgemeineren  Gesichtspuncte 
es  möglich  machen,  ein  sicheres  Urtheil  über  die  einzelnen  zu 
dieser  Anwendung  dienenden  Maschinen  zu  fällen,  ob  sie  schon 
vollkommen  ihren  Zweck  erfüllen,  oder  ob  und  inwiefern  sie  noch 
der  Vervollkommnung  fähig  sind. 

Zu  diesen  für  alle  thermodynamischen  Maschinen  geltenden 
Gründen  kommen  für  die  wichtigste  unter  ihnen,  die. i)amg/ma- 
schine^  noch  einige  besondere  Gründe  hinzu,  welche  dazu  auffor- 
dern, sie  einer  erneuerten,  von  der  mechanischen  Wärmetheorie 
geleiteten  Untersuchung  zu  unterwerfen.  Es  haben  sich  nämlich 
gerade  für  den  Dampf  im  Maximum  der  Dichte  aus  dieser  Theo- 
rie einige  wesentliche  Abweichungen  von  den  früher  als  richtig 
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aDgenommenen  oder  wenigsteus  in  den  Rechnungen  angewandten 
Gesetzen  ergehen, 

2.  Ich  glauhe  in  dieser  Beziehung  zunächst  daran  erinnern 
zu  dürfen,  dass  von  Rankine  und  mir  nachgewiesen  ist,  dass, 
wenn  in  einer  für  Wärme  undurchdringlichen  Hülle  eine  ursprüng- 
lich im  Maximum  der  Dichte  befindliche  Quantität  Wasserdampf 
sich  ausdehnt,  indem  sie  einen  beweglichen  Theil  der  Hülle,  z.  B. 
einen  Stempel,  unter  Anwendung  ihrer  vollen  Expansivkraft  zu- 
rückschiebt, dabei  ein  Theil  des  Dampfes  sich  niederschlagen 
muss,  während  in  den  meisten  früheren  Schriften  über  die  Dampf- 
maschine, unter  andern  in  dem  vortrefflichen  Werke  von  dePam- 
b  0  ur  ^)  der  Wa tt'sche  Satz,  dass  der  Dampf  unter  diesen  Umstän- 
den gerade  im  Maximum  der  Dichte  bleibe,  zu  Grunde  gelegt  ist 

Ferner  nahm  man  früher  zur  Bestimmung  des  Volumens  einer 
Gewichtseinheit  gesättigten'  Dampfes  bei  verschiedenen  Tempera- 
turen in  Ermangelung  genauerer  Kenntnisse  an,  dass  der  Dampf 
selbst  im  Maximum  seiner  Dichte  noch  dem  Mario  tte'schen  und 
Gay-Lussac'schen  Gesetze  folge.  Dem  gegenüber  habe  ich 
schon  in  meiner  ersten  Abhandlung  über  diesen  Gegenstand  >)  ge- 
zeigt, dass  man  aus  den  Grundsätzen  der  mechanischen  Wärme- 
theorie unter  Zuziehung  der  Nebenannahme,  dass  ein  permanentes 
Oas,  wenn  es  sich  bei  const anter  Temperatur  ausdehnt,  nur  so  viel 
Wärme  verschluckt,  wie  eu  der  dabei  gethanen  äusseren  Arbeit  ver- 
braucht wird,  die  Volumina,  welche  eine  Gewichtseinheit  Wasser- 
dampf im  Maximum  der  Dichte  bei  verschiedenen  Temperaturen 
einnimmt,  berechnen  kann,  und  dass  man  dabei  Werthe  findet, 
welche,  wenigstens  bei  höheren  Temperaturen,  von  dem  Mario tt er- 
sehen und  Gay-Lussac'schen  Gesetze  beträchtlich  abweichen. 

Diese  Ansicht  über  das  Verhalten  des  Dampfes  wurde  da- 
mals selbst  von  den  Autoren,  welche  sich  speciell  mit  der  mecha- 
nischen Wärmetheorie  beschäftigten,  nicht  getheilt  Besonders 
W,  Thomson  bestritt  sie.  Er  sah  noch  in  einer  ein  Jahr  später, 
im  März  1851,  der  Edinburger  JB.  Soc,  vorgelegten  Abhandlung«) 
in  diesem  Resultate  nur  einen  Beweis  für  die  ün Wahrscheinlich- 
keit der  von  mir  zugezogenen  Nebenannahme. 


1)  Theorie   des   Maschines  ä    Vapeur,  par  le   Comte  F,  M.  G.  de 
Pambour.    Paris  1844. 

3)  [Abhandlung  I.  dieser  Sammlung.] 

>}  Transactions  of  the  B,  Soc.  of  Ed.  Vol,  XX^  Part  11,  p.  261. 
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In  neuerer  Zeit  aber  hat  er  gelbst  in  Verbindung  mit  J.  P.  J  oule 
68  unternommen,  die  Richtigkeit  dieser  Annahme  experimentell 
zu  prüfen  i).  Durch  eine  Reihe  zweckmässig  ersonnener  und  im 
grossartigen  Maassstabe  ausgeführter  Versuche  haben  sie  in  der 
That  für  die  von  ihnen  untersuchten  permanenten  Gase,  nämlich 
atmosphärische  Luft  und  Wasserstoff,  die  Annahme  so  nahe  richtig 
gefunden,  dass  die  Abweichungen  in  den  meisten  Rechnungen  ver- 
nachlässigt werden  können.  Für  das  nicht  permanente  Gas  dagegen, 
welches  sie  auch  untersuchten,  die  Kohlensäure,  fanden  sie  grös- 
sere Abweichungen.  Dieses  stimmt  ganz  mit  der  Bemerkung 
überein,  welche  ich  gleich  bei  der  ersten  Erwähnung  der  An- 
nahme hinzufügte,  dass  sie  wahrscheinlich  für  jedes  Gas  in  eben 
dem  Grade  genau  sei,  in  welchem  das  Mariotte'sche  und  Gay- 
Lussac'sche  Gesetz  auf  dasselbe  Anwendung  findet.  In  Folge 
dieser  Versuche  hat  nun  auch  Thomson  das  Volumen  des  ge- 
sättigten Dampfes  in  derselben  Weise  berechnet,  wie  ich.  Ich 
glaube  daher,  dass  die  Richtigkeit  dieser  Berechnungsart  auch 
von  den  übrigen  Physikern  allmälich  mehr  und  mehr  anerkannt 
werden  wird. 

3.  Diese  beiden  Beispiele  werden  genügen,  um  zu  erkennen, 
dass  die  Grundlagen  der  früheren  Dampfmaschinenlehre  durch 
die  mechanische  Wärmetheorie  so  wesentliche  Aenderungen  er- 
litten haben,  dass  eine  erneuerte  Untersuchung  dieses  Gegen- 
standes nothwendig  ist. 

In  der  vorliegenden  Abhandlung  habe  ich  nun  den  Versuch 
gemacht,  die  Grundzüge  einer  mit  der  mechanischen  Wärmetheo- 
rie übereinstimmenden  Berechnung  der  Arbeit  der  Dampfmaschine 
zu  entwickeln,  wobei  ich  mich  aber  auf  die  bisjetzt  gebräuchlichen 
Arten  von  Dampfmaschinen  beschränkt  habe,  ohne  auf  die  neue- 
ren, allerdings  sehr  beachteuswerthen  Bestrebungen,  den  Dampf 
im  überhitzten  Zustande  anzuwenden,  für  jetzt  einzugehen. 

Ich  werde  bei  der  Darstellung  dieser  Untersuchungen  nur 
die  zuletzt  von  mir  veröffentlichte  Abhandlung  „über  eine  verän- 
derte Form  des  zweiten  Hauptsatzes  der  mechanischen  Wärme- 
theorie" ')  als  bekannt  voraussetzen.  Dadurch  wird  es  allerdings 
nothwendig,  einige   Resultate,  welche  nicht  mehr  neu,  sondern 

1)  Phil.  Transact.  of  the  B,  Soc.  of  London  Vol.  CXLIII,  Part  III, 
p.  367  und   Vol.  CXLIV,  Part  II,  p.  321. 
^  [Abhandinng  IV.  dieser  Sammlung.] 
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schon  früher  von  anderen  Autoren  oder  von  mir  selbst  gefunden 
sind,  in  etwas  anderer  Weise  noch  einmal  abzuleiten;  ich  glaube 
aber,  dass  diese  Wiederholung  in  der  durch  sie  gewonnenen  grös- 
seren Einheit  und  üebersichtlichkeit  des  Ganzen  ihre  Rechtferti- 
gung finden  wird.  Ich  werde  an  den  betreffenden  Stellen  die  Ar- 
beiten ,  in  welchen  diese  Resultate  zuerst  mitgetheilt  wurden,  so- 
weit sie  mir  bekannt  sind,  anführen. 

4.  Der  Ausdruck,  dass  die  Wärme  eine  Maschine  treibt^  ist 
natürlich  nicht  auf  die  Wärme  unmittelbar  zu  beziehen ,  sondern 
ist  so  zu  verstehen,  dass  irgend  ein  in  der  Maschine  vorhandener 
Stoff  in  Folge  der  Veränderungen ,  welche  er  durch  die  Wärme 
erleidet,  die  Maschinentheile  in  Bewegung  setzt  Wir  wollen  die- 
sen Stoff  den  die  Wirkung  der  Wärme  vermittelnden  Stoff  nennen. 

Wenn  nun  eine  fortwährend  wirkende  Maschine  in  gleich- 
massigem  Gange  ist,  so  finden  alle  dabei  vorkommenden  Verän- 
derungen periodisch  statt,  so  dass  derselbe  Zustand,  in  welchem 
sich  zu  einer  gewissen  Zeit  die  Maschine  mit  allen  ihren  einzel* 
nen  Theilen  befindet,  in  gleichen  Intervallen  regelmässig  wieder- 
kehrt. Demnach  muss  auch  der  die  Wirkung  der  Wärme  vermit- 
telnde Stoff  in  solchen  regelmässig  wiederkehrenden  Momenten 
in  gleicher  Menge  in  der  Maschine  vorhanden  sein,  und  sich  in 
gleichem  Zustande  befinden.  Diese  Bedingung  kann  auf  zwei 
verschiedene  Arten  erfüllt  werden. 

Erstens  kann  ein  und  dasselbe  ursprünglich  in  der  Maschine 
befin/lliche  Quantum  dieses  Stoffes  immer  in  ihr  bleiben,  wobei 
dann  die  Zustandsänderungen ,  welche  dieser  Stoff  während  des 
Ganges  erleidet,  so  stattfinden  müssen,  dass  er  mit  dem  Ende  je- 
der Periode  wieder  in  seinen  Anfangszustand  zurückkehrt,  und 
dann  denselben  Cyclus  von  Veränderungen  von  Neuem  beginnt. 

Zweitens  kann  die  Maschine  jedesmal  den  Stoff,  welcher  wäh- 
rend einer  Periode  zur  Hervorbringung  der  Wirkung  gedient  hat, 
nach  aussen  abgeben,  und  dafür  ebensoviel  Stoff  von  derselben 
Art  von  aussen  wieder  aufnehmen. 

5.  Dieses  letztere  Verfahren  ist  bei  den  in  der  Praxis  ange- 
wandten Maschinen  das  gewöhnlichere.  Es  findet  z.  B.  bei  den 
calorischen  Luftmaschinen,  wie  sie  bis  jetzt  construirt  sind,  An- 
wendung, indem  nach  jedem  Hube  die  Luft,  welche  im  Treibcylin- 
der  den  Stempel  bewegt  hat,  in  die  Atmosphäre  ausgetrieben,  und 
dafür  vom  Speisecylinder  eine  gleiche  Quantität  Luft  aus  der  At- 


Dampfmaschinentheorie.  159 

mosphäre  geBchöpft  wird.  Ebenso  bei  den  Dampfmaschinen  ohne 
Condensator,  bei  welchen  auch  der  Dampf  aus  dem  Cylinder  in 
die  Atmosphäre  tritt,  und  dafür  aus  einem  Reservoir  neues  Wasser 
in  den  Kessel  gepumpt  wird. 

Ferner  findet  es  wenigstens  eine  theilweise  Anwendung  auch 
bei  den  Dampfmaschinen  mit  Condensator  von  gewöhnlicher  Ein- 
richtung. Bei  diesen  wird  das  aus  dem  Dampfe  niedergeschlagene 
Wasser  zwar  zum  Theil  in  den  Kessel  zurückgepumpt,  aber  nicht 
alles,  weil  es  mit  dem  Kühlwasser  gemischt  ist,  und  von  diesem 
daher  auch  ein  Theil  in  den  Kessel  kommt.  Der  nicht  wieder 
angewandte  Theil  des  niedergeschlagenen  Wassers  muss  mit  dem 
übrigen  Theile  des  Kühlwassers  zusammen  fortgeschaiSFt  werden. 

Das  erstere  Verfahren  hat  in  neuerer  Zeit  in  denjenigen 
Dampfmaschinen  Anwendung  gefunden,  welche  durch  zwei  ver- 
schiedene Dämpfe,  z.  B.  Wasser-  und  Aetherdampf,  getrieben 
werden.  In  diesen  wird  der  Wasserdampf  nur  durch  die  Berüh- 
rung mit  Metallröhren,  welche  inwendig  mit  flüssigem  Aether  ge- 
füllt sind,  niedergeschlagen,  und  dann  vollständig  wieder  in  den 
Kessel  zurückgepumpt  Ebenso  wird  der  Aetherdampf  in  Metall- 
röhren, die  nur  auswendig  von  kaltem  Wasser  umspült  sind,  nie- 
dergeschlagen, und  dann  in  den  ersten  Raum,  der  zur  Verdam- 
pfung des  Aethers  dient,  zurückgepumpt.  Es  braucht  daher,  um 
den  gleichmässigen  Gang  zu  erhalten,  nur  so  viel  Wasser  und 
Aether  neu  zugeführt  zu  werden,  wie  etwa  wegen  UnvoUkommen- 
heit  der  Construction  durch  die  Fugen  entweicht. 

6.  In  einer  Maschine  dieser  Art,  in  welcher  dieselbe  Masse 
immer  wieder  von  Neu^m  angewandt  wird,  müssen,  wie  oben  ge- 
sagt, die  verschiedenen  Veränderungen,  welche  die  Masse  wäh- 
rend einer  Periode  erleidet,  einen  in  sich  geschlossenen  Cyclus 
oder  nach  der  Bezeichnung,  welche  ich  in  meiner  vorigen  Ab- 
handlung gewählt  habe,  einen  Kreisprocess  bilden. 

Solche  Maschinen  dagegen,  bei  denen  ein  periodisches  Auf- 
nehmen und  Wiederausscheiden  von  Massen  stattfindet,  sind  die- 
ser Bedingung  nicht  nothwendig  unterworfen.  Dessen  ungeachtet 
können  auch  sie  dieselbe  erfüllen ,  indem  sie  die  Massen  in  dem- 
selben Zustande  wieder  ausscheiden,  in  welchem  sie  sie  aufge- 
nommen haben.  Dieses  ist  der  Fall  bei  den  Dampfmaschinen 
mit  Condensator,  bei  denen  das  Wasser  im  flüssigen  Zustande 
und  mit  derselben  Temperatur,  mit  der  es  aus  dem  Condensator 
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in  den  Kessel  getreten  war,  später  aus  dem  Condensator  fortge- 
schafft wird  1). 

Bei  anderen  Maschinen  ist  der  Zustand  beim  Austritte  von 
demjenigen  beim  Eintritte  verschieden.  Die  calorischen  Luftma- 
schiiien  z.  £.,  selbst  wenn  sie  mit  einem  Regenerator  versehen 
sind,  treiben  die  Luft  mit  höherer  Temperatur  in  die  Atmosphäre 
zurück,  als  sie  vorher  hatte,  und  die  Dampfmaschinen  ohne  Con- 
densator nehmen  das  Wasser  tropfbar  flüssig  auf,  und  lassen  es 
dampfförmig  wieder  ausströmen.  In  diesen  Fällen  findet  zwar 
kein  vollständiger  Ereisprocess  statt,  indessen  kann  man  sich 
immer  zu  der  wirklich  vorhandenen  Maschine  noch  eine  zweite 
hinzudenken,  welche  die  Masse  aus  der  ersten  Maschine  aufnimmt, 
sie  auf  irgend  eine  Weise  in  den  Anfangszustand  zurückbringt, 
und  dann  erst  entweichen  lässt.  Beide  Maschinen  zusammen 
können  dann  als  Eine  Maschine  betrachtet  werden,  welche  wieder 
der  obigen  Bedingung  genügt  In  manchen  Fällen  kann  diese 
Vervollständigung  geschehen,  ohne  dass  dadurch  eine  grössere 
üomplication  für  die  Untersuchungen  eintritt.  So  kann  man  sich 
z.  B.  eine  Dampfmaschine  ohne  Condensator,  wenn  man  nur  an- 
nimmt, dass  sie  mit  Wasser  von  100®  gespeist  werde,  ohne  Wei- 
teres durch  eine  Maschine  mit  einem  Condensator,  dessen  Tem- 
peratur 100<>  ist,  ersetzt  denken. 

Demnach  kann  man  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Ma- 
schinen, welche  jene  Bedingung  nicht  schon  von  selbst  erfüllen, 
in  dieser  Weise  für  die  Betrachtung  vervollständigt  seien,  auf  alle 
thermodynamischen  Maschinen  die  für  die  Ereisprocesse  gelten- 
den Sätze  anwenden,  und  dadurch  gelangt  man  zu  einigen  Schlüs- 
sen, welche  von  der  besonderen  Natur  der  in  den  einzelnen  Ma- 
schinen stattfindenden  Vorgänge  ganz  unabhängig  sind. 

7.    Die  beiden  Hauptsätze,  welche  für  jeden  Ereisprocess  gel- 
ten, habe  ich  in  meiner  vorigen  Abhandlung  durch  folgende  Glei- 
chungen dargestellt: 
(L)  Q  =  A.  W 

Ol.)  /^-=-^' 

^)  Das  Kühlwasser,  welches  kalt  in  den  Condensator  ein-  und  warm 
wieder  austritt,  ist  hierbei  nicht  berücksichtigt,  da  es  nicht  zu  dem  die  Wir- 
kung der  Wärme  vermittelnden  Stoffe  gehört,  tondern  nur  als  eine  nega- 
tive Wärmequelle  dient. 
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worin  die  Buchstaben  dieselbe  Bedeutung  haben  wie  dort,  nämlich : 

A  ist  das  Wärmeäquivalent  für  die  Einheit  der  Arbeit. 

TT  stellt  die  während  des  Ereisprocesses  gethane  äussere 
Arbeit  dar. 

Q  bedeutet  die  dem  veränderlichen  Körper  während  des  Kreis- 
processes  mitgetheilte  Wärme  und  d  Q  ein  Element  derselben, 
wobei  eine  dem  Körper  entzogene  Wärmemenge  als  mitgetheilte 
negative  Wärmemenge  gerechnet  wird.  Das  Integral  der  zweiten 
Gleichung  erstreckt  sich  über  die  ganze  Menge  Q. 

T  ist  eine  Function  derjenigen  Temperatur,  welche  der  ver- 
änderliche Körper  in  dem  Momente  hat,  in  welchem  er  das  Wär- 
meelement dQ  aufnimmt,  oder,  falls  der  Körper  in  seinen  ver- 
schiedenen Theilen  verschiedene  Temperaturen  haben  sollte,  der 
Temperatur  des  Theiles,  welcher  dQ  aufnimmt.  Was  die  Form 
der  Function  T  anbetrifft,  so  habe  ich  in  meiner  vorigen  Abhand- 
lung gezeigt,  dass  sie  wahrscheinlich  weiter  nichts  ist,  als  die 
Temperatur  selbst,  wenn  diese  von  dem  Puncte  an  gezählt  wird, 
welcher  durch  den  umgekehrten  Werth  des  Ausdehnungscoeffi- 
cienten  eines  ideellen  Gases  bestimmt  wird,  und  in  der  Nähe  von 
—  273^0.  liegen  muss,  so  dass  also,  wenn  die  vom  Gefrierpuncte 
an  gezählte  Temperatur  mit  t  bezeichnet  wird, 
(1)  T=  273  +  t 

zu  setzen  ist  Ich  werde  im  Folgenden  die  Grösse  T  immer  in 
dieser  Bedeutung  anwenden,  und  sie  kurz  die  absolute  Temperatur 
nennen,  bemerke  aber  dabei,  dass  die  Schlüsse  ihrem  wesentlichen 
Inhalte  nach  davon  nicht  abhängen,  sondern  auch  gültig  bleiben, 
wenn  man  T  als  eine  noch  unbestimmte  Function  der  Temperatur 
betrachtet 

N  endlich  bedeutet  den  Aequivalenzwerth  aller  in  dem  Kreis- 
processe  vorkommenden  uncompensirten  Verwandlungen  i). 

1)  Eine  Art  von  uncompensirten  Yerwandlnngen  bedarf  hierbei  noch 
einer  besonderen  Bemerkung.  Die  Wärmequellen,  welche  dem  veränder- 
lichen Körper  Wärme  mittheilen  sollen,  müssen  höhere  Temperaturen  ha- 
ben, als  er,  und  umgekehrt  diejenigen,  welche  ihm  negative  Wärmemengen 
mittheilen  oder  ihm  Wärme  entziehen  sollen,  niedrigere  Temperaturen. 
Bei  jedem  Wärmeaustausche  zwischen  dem  veränderlichen  Körper  und  einer 
Wärmequelle  findet  also  ein  unmittelbarer  Uebergang  von  Wärme  aus 
einem  Körper  von  höherer  Temperatur  in  einen  solchen  von  niederer  Tem- 
peratur statt,  und  darin  liegt  eine  uncompensirte  Verwandlung,  welche  um 
BD  grösser  ist,  je  verschiedener  die  beiden  Temperaturen  sind.  Ob  diese 
uncompensirten  Verwandlungen,  bei  dwen  Bestimmung  nicht  bloss  die  Zu- 

da  na  in  8,  mach.  Wftnneiheorie.  XI 
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8.    Hat  der  Process  so  stattgefunden,  dass  er  sich  in  dersel- 
ben Weise  auch  umgekehrt  ausfuhren  lässt,  so  ist  N  :=  0.    Kom- 


standsändeningen  des  veränderlichen  Körpers,  sondern  auch  die  Tempera- 
turen der  angewandten  Wärmequellen  in  Betracht  kommen,  in  N  mit  ein- 
begriffen sind  oder  nicht,  hängt  davon  ab,  welche  Bedeutung  man  der  in 
der  Gleichung  (II.)  vorkommenden  Temperatur  beilegt.  Versteht  man  dar- 
unter die  Temperatur  der  zu  dem  Elemente  dQ  gehörigen  Wärtneqttelle, 
so  sind  jene  Verwandlungen  in  N  mit  einbegriffen.  Versteht  man  aber, 
wie  es  oben  festgestellt  ist,  und  in  dieser  ganzen  Abhandlung  auch  beibe- 
halten werden  soll,  die  Temperatur  des  veränderlichen  Körpers  darunter, 
so  sind  jene  Verwandlungen  von  N  ausgeschlossen.  —  Femer  muss  noch 
eine  Bemerkung  über  das  vor  N  stehende  Minuszeichen  gemacht  werden, 
welches  in  meiner  vorigen  Abhandlung  in  derselben  Gleichung  nicht  vor- 
kommt Dieser  Unterschied  beruht  nur  darauf,  dass  dort  der  positive  und 
negative  Sinn  der  Wärmemengen  anders  gewählt  ist,  als  hier.  Dort  wurde 
eine  von  dem  veränderlichen  Körper  aufgenommene  Wärmemenge,  weil 
sie  iur  die  Wärmequelle  verloren  ist,  als  negativ  gerechnet,  hier  dag^en 
gilt  sie  als  positiv.  Dadurch  ändern  alle  in  dem  Integrale  enthaltenen 
Wärmeelemente,  und  mit  ihnen  zugleich  auch  das  ganze  Integral  ihr  Vor- 
zeichen, und  es  musste  daher,  damit  die  Gleichung  dessen  ungeachtet  richtig 
bliebe,  auch  auf  der  anderen  Seite  das  Vorzeichen  umgekehrt  werden. 

[Der  Grund,  weshalb  ich  bei  den  Wärmemengen  den  positiven  und 
negativen  Sinn  nicht  immer  in  gleicher  Weise  gewählt,  sondern  mit  der 
Wahl  des  Vorzeichens  zuweilen  gewechselt  habe,  liegt  darin,  dass  die  Ge- 
sichtspuncte,  unter  denen  man  die  betreffenden  Processe  zu  betrachten  hat, 
je  nach  der  Art  der  Untersuchungen ,  um  die  es  sich  handelt,  verschieden 
sind.  Bei  rein  theoretischen  Untersuchungen  über  die  Verwandlungen  zwi- 
schen Wärme  und  Arbeit  und  die  damit  zusammenhängenden  anderen  Ver- 
wandlungen ist  es  zweckmässig,  eine  durch  Arbeit  erzeugte  Wärmemenge 
als  positiv  und  eine  in  Arbeit  verwandelte  Wärmemenge  als  negativ  zu 
rechnen.  Nun  muss  die  während  eines  Kreisprocesses  durch  Arbeit  er- 
zeugte Wärme  von  einem  der  als  Wärmereservoire  oder  Wärmequellen 
dienenden  Körper  aufgenommen,  und  die  in  Arbeit  verwandelte  Wärme 
von  einem  dieser  Körper  abgegeben  sein.  Die  Wärmemengen  erhalten 
also  das  für  jene  theoretischen  Betrachtungen  angemessene  Vorzeichen, 
wenn  man  die  von  einem  Wärmereservoire  aufgenommene  Wärme  positiv, 
und  die  von  einem  Wärmereservoire  abgegebene  Wärme  negativ  rechnet. 
Es  kommen  aber  auch  solche  Untersuchungen  vor,  bei  denen  man  auf  die 
Wärmereservoire  oder  Wärmequellen,  welche  die  durch  Arbeit  erzeugte 
Wärme  aufnehmen  und  die  zu  Arbeit  verbrauchte  Wärme  liefern,  nicht 
speciell  Rücksicht  zu  nehmen  braucht,  sondern  sich  ganz  auf  die  Betrach- 
tung des  veränderlichen  Körpers  beschränken  kann.  In  solchen  Fällen  ist 
es  allgemein  Gebrauch,  die  von  dem  veränderlichen  Körper  aufgenomme- 
nen Wärmemengen  positiv  und  die  von  ihm  abgegebenen  Wärmemengen 
negativ  zu  rechnen,  und  es  würde  manche  Unbequemlichkeiten  mit  sich 
fähren,  wenn  man,  der  Consequenz  wegen,  von  diesem  Gebrauche  abwei- 
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men  dagegen  in  dem  Kreisprocesse  eine  oder  mehrere  Zustands- 
änderongen  vor,  welche  in  nicht  umkehrbarer  Weise  geschehen 
sind,  so  sind  dabei  auch  nothwendig  uncompensirte  Verwandlun- 
gen eingetreten,  und  die  Grösse  N  hat  daher  einen  angebbaren 
Werth,  welcher  aber  nur  positiv  kein  kann. 

Unter  den  Vorgängen,  auf  welche  dieses  Letztere  Anwendung 
findet,  wird  im  Folgenden  besonders  einer  mehrfach  zur  Sprache 
kommen.  Wenn  ein  Quantum  Gas  oder  Dampf  sich  ausdehnt, 
und  dabei  einen  seiner  ganzen  Expansivkraft  entsprechenden 
Druck  überwindet,  so  lässt  es  sich  unter  Anwendung  derselben 
Kraft  auch  wieder  zusammendrücken,  wobei  dann  alle  Erschei- 
nungen, von  denen  die  Ausdehnung  begleitet  war,  in  umgekehrter 
Weise  eintreten.  Dieses  ist  aber  nicht  mehr  der  Fall,  wenn  das 
Gas  (oder  der  Dampf)  bei  der  Ausdehnung  nicht  den  vollen  Wi- 
derstand findet,  welchen  es  überwinden  könnte,  wenn  es  also  z.B. 
aus  einem  Gefasse,  in  welchem  es  unter  grösserem  Drucke  stand, 
in  ein  anderes,  in  welchem  ein  geringerer  Druck  herrscht,  über- 
strömt. Alsdann  ist  eine  Zusammendrückung  unter  denselben 
Umständen,  unter  welchen  die  Ausdehnung  stattfand,  nicht  möglich. 

Die  Gleichung  (II.)  giebt  uns  ein  Mittel,  die  äunune  aller  in 
einem  Kreisprocesse  vorkommenden  uncompensirten  Verwandlun- 
gen zu  bestimmen.  Da  aber  ein  Kreisprocess  aus  vielen  einzel- 
nen Zustandsänderungen  einer  gegebenen  Masse  bestehen  kann, 
von  denen  einige  in  umkehrbarer  Weise,  andere  in  nicht  umkehr- 
barer Weise  geschehen  sind,  so  ist  es  in  manchen  Fällen  von  In- 
teresse, zu  wissen,  wieviel  jede  einzelne  der  letzteren  zur  Entste- 
hung der  ganzen  Summe  von  uncompensirten  Verwandlungen  bei- 
getragen hat.  Dazu  denke  man  sich  nach  der  Zustandsänderung, 
welche  man  in  dieser  Weise  untersuchen  will,  die  Masse  durch 
irgend  ein  umkehrbares  Verfahren  in  den  vorigen  Zustand  zurück- 
geführt. Dadurch  erhält  man  einen  kleinen  Kreisprocess,  auf 
welchen  sich  die  Gleichung  (II.)  ebenso  gut  anwenden  lässt,  wie 
auf  den  ganzen.  Kennt  man  also  die  Wärmemengen,  welche  die 
Masse  während  desselben  aufgenommen  hat,  und  die  dazu  gehö- 
rigen Temperaturen,  so  giebt  das  negative  Integral  —  /  -^   die 

eben  wollte.  Zu  dieser  letzteren  Arfc  von  Untersuchungen  gehören  auch 
die  auf  die  inneren  Vorgänge  einer  Dampfmaschine  bezüglichen ,  und  ich 
habe  es  für  zweckmässig  gehalten,  mich  der  demgemäss  bei  ihnen  übli- 
chen Wahl  der  Vorzeichen  anzuschliessen.    1864.] 

11* 
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in  ihm  entstandene  nncompensirte  Verwandlung.  Da  nun  die  Zu- 
rückfiihrung,  welche  in  umkehrbarer  Weise  stattgefunden  hat,  zur 
Vermehrung  derselben  nichts  beigetragen  haben  kann,  so  stellt 
jener  Ausdruck  die  gesuchte,  durch  die  gegebene  Zustandsände- 
rung  veranlasste  nncompensirte  Verwandlung  dar  *). 


^)  [Denken  wir  uns  z.B.,  der  yeränderliche  Körper  sei  eine  Quantität 
Gas,  und  eine  der  Veränderungen,  welche  dieses  Gas  erlitten  hat,  bestehe 
darin,  dass  es  sich  ohne  Temperaturänderung  von  dem  Volumen  Vi  bis  zu 
dem  Volumen  t^g  ausgedehnt  habe.  Diese  Ausdehnung  kann,  wie  im  Texte 
gesagt  wurde,  in  verschiedenen  Weisen  geschehen.  Das  Gas  kann  sich  so 
ausdehnen,  dass  es  dabei  in  jedem  Augenblicke  den  Widerstand  zu  über« 
winden  hat,  welcher  seiner  gerade  stattfindenden  Expansivkrafb  entspricht; 
oder  es  kann  sich  dadurch  ausdehnen,  dass  das  Geföss,  in  welchem  es  das 
Volumen  Vi  einnahm,  plötzlich  mit  einem  leeren  Gefasse  in  Verbindung 
gesetzt  wird,  so  dass  das  Gas  bei  der  Ausdehnung  gar  keinen  Widerstand 
zu  überwinden  hat;  oder  endlich  es  kann  bei  der  Ausdehnung  zwar  eini- 
gen, aber  nicht  den  vollen  seiner  Expansivkrafb  entsprechenden  Widerstand 
zu  überwinden  haben.  Will  man  nun  wissen,  wie  gross  die  bei  dieser  Vo- 
lumenänderung  eingetretene  nncompensirte  Verwandlung  ist,  so  braucht 
man  sich  nur  vorzustellen,  dass  das  Gas  bei  constanter  Temperatur  wieder 
vom  Volumen  «2  zum  Volumen  v^  zusammengedrückt  werde,  und  den  da- 
durch vollendeten  Kreisprocess  in  Bezug  auf  die  aufgenommenen  und  ab- 
gegebenen Wärmemengen  zu  betrachten. 

Wenn  das  Gas  bei  der  Ausdehnung  den  vollen  Widerstand  zu  über- 
winden hatte,  so  musste  es  dabei  ebensoviel  Wärme  aufnehmen,  wie  es  bei 
der  darauf  folgenden  Zusammendrückung  wieder  abgiebt,  und  wir  erhalten 
somit  für  den  Kreisprocess  die  Gleichung: 

-/¥=»•    • 

Wenn  das  Gas  bei  der  Ausdehnung  gar  keinen  Widerstand  zu  über- 
winden hatte,  und  wenn  wir  noch  annehmen,  dass  es  ein  voUkommenes 
Gas  sei,  so  brauchte  es  bei  der  Ausdehnung  gar  keine  Wärme  zu  empfan- 
gen. Bei  der  Zusammendrückung  dagegen  muss  es  die  Wärmemenge  ab- 
geben, welche  durch  die  zur  Zusammendrückung  nöthige  äussere  Arbeit  er- 
zeugt wird.  Diese  wird  für  jedes  Element  der  Volumenänderung,  wenn 
p  den  Druck  bedeutet,  durch  A  .  pdv  dargestellt,  wobei  der  positive  und 
negative  Sinn  schon  in  der  Formel  selbst  ausgedrückt  ist,  indem  eine  auf- 
zunehmende Wärmemenge  positiv  und  eine  abzugebende  negativ  wird.  Wir 
haben  also  zu  setzen: 


.  fdQ  /A.pdv 


Nun  ist  nach  dem  M.  und  G.  Gesetze 


i 
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Hat  man  auf  diese  Weise  alle  die  Theile  des  ganzen  Kreis- 
processes,  welche  nicht  umkehrbar  sind,  untersucht,  und  dabei  die 
Werthe  ^1,^2  etc.  gefunden,  welche  alle  einzeln  positiv  sein  müs- 
sen, so  giebt  ihre  Summe  die  auf  den  ganzen  Kreisprocess  be- 
zügliche Grösse  N,  ohne  dass  man  die  Theile,  von  welchen  man 
weiss,  dass  sie  umkehrbar  sind,  mit  in  die  Untersuchung  zu  zie- 
hen braucht. 

9.  Wenden  wir  nun  die  Gleichungen  (I.)  und  (IL)  auf  denje- 
nigen Kreisprocess  an,  welcher  in  der  thermodynamischen  Ma- 
schine während  einer  Periode  stattfindet,  so  sieht  man  zunächst,, 
dass,  wenn  die  ganze  Wärmemenge,  welche  der  vermittelnde  Stoff 
während  dieser  Zeit  aufgenommen  hat,  gegeben  ist,  dann  durch 
die  erste  Gleichung  unmittelbar  auch  die  Arbeit  bestimmt  ist, 
ohne  dass  die  Natur  der  Vorgänge  selbst,  aus  denen  der  Kreis- 
process besteht,  bekannt  zu  sein  braucht 

In  ähnlicher  Allgemeinheit  kann  man  durch  die  Verbindung 
beider  Gleichungen  die  Arbeit  auch  noch  aus  anderen  Daten  be- 
stimmen. 

Wir  wollen  annehmen,  es  seien  die  Wärmemengen,  welche 
der  veränderliche  Körper  nach  einander  empfangt,  sowie  die 
Temperaturen,  welche  er  bei  der  Aufnahme  einer  jeden  hat,  ge- 
geben, und  nur  Eine  Temperatur  Tq  sei  übrig,  bei  welcher  dem 
Körper  noch  eine  Wärmemenge  mitgetheilt,  oder,  wenn  sie  nega- 
tiv ist,  entzogen  wird,  deren  Grösse  nicht  im  Voraus  bekannt  ist. 
Die  Summe  aller  bekannten  Wärmemengen  heisse  Qi,  und  die 
unbekannte  Wärmemenge  Qq. 

Dann  zerlege  man  das  in  der  Gleichung  (IL)  vorkommende 

worin  B  die  von  früher  her  bekannte  constante  Grösse  ist,  und  man  er- 
hält somit: 

Dieses  ist  also  der  Werth  der  uncompeusirten  Verwandlung,  wenn  ein  voll- 
kommenes Gas  sich,  ganz  ohne  einen  äusseren  Widerstand  überwinden  zu 
müssen,  vom  Volumen  Vi  bis  zum  Volumen  v^  ausgedehnt  hat. 

Hatte  endlich  das  Gas  bei  der  Ausdehnung  zwar  einigen,  aber  nicht 
den  vollen  Widerstand  zu  überwinden,  so  musste  es  dabei  zwar  einige 
Wärme  aufnehmen,  aber  nicht  so  viel,  wie  es  bei  der  Zusammendrüokung 
abgiebt,  und  man  erhält  dann  für  die  bei  der  Ausdehnung  eingetretene 
aiieompensirte  Verwandlung  einen  Werth,  welcher  zwischen  Null  und  dem 
zuletzt  berechneten  Werthe  liegt    1864.] 
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Integral  iu  zwei  Theile,  von  denen  der  eine  sich  nur  über  die  be- 
kannte Wärmemenge  Qi  und  der  andere  über  die  unbekannte  Qo 
erstreckt.  Im  letzten  Theile  lässt  sich,  da  in  ihm  T  einen  con- 
stanten  Werth  Tq  hat,  die  Integration  sogleich  ausführen,  und 
giebt  den  Ausdruck: 

Dadurch  geht  die  Gleichung  (IL)  über  in : 


; 


woraus  folgt: 


^0  =  —  To  .  j  -m-  —  Jfo  .  J*. 


0 

Ferner  hat  man  nach  der  Gleichung  (L),   da  für  unseren  Fall 

Substituirt  man  in  dieser  Gleichung  für  Q^  den  eben  gefundenen 
Werth,  so  kommt: 

(2)  w=^{Q,-T,'J^-T,.Ny 

0 

Wird  insbesondere  angenommen,  dass  der  ganze  Kreisprocess 
umkehrbar  sei,  so  ist  dem  Obigen  nach  N^O^  und  dadurch  geht 
die  vorige  Gleichung  über  in: 


(3) 


^=^(e._.../^). 


0 

Dieser  Ausdruck  unterscheidet  sich  von  dem  vorigen  nur  durch  das 

T 
Glied  —  ~T  ^'    ^^  ^^^  ^  ^^^  positiv  sein  kann,  so  kann  dieses 

Glied  nur  negativ  sein,  und  man  sieht  daraus,  was  sich  auch  durch 
unmittelbare  Betrachtung  leicht  ergiebt,  dass  man  unter  den  oben 
in  Bezug  auf  die  Wärmemittheilung  festgestellten  Bedingungen 
die  grösstmögliche  Arbeit  erhält,  wenn  der  ganze  Kreisprocess 
umkehrbar  ist,  und  dass  durch  jeden  Umstand,  welcher  bewirkt, 
dass  einer  der  in  dem  Ereisprocesse  stattfindenden  Vorgänge 
nicht  umkehrbar  ist,  die  Grösse  der  Arbeit  abnimmt. 
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Die  Gleichung  (2)  führt  hiernach  zu  dem  gesuchten  Werthe 
der  Arbeit  auf  einem  Wege,  welcher  dem  gewöhnlichen  gerade 
entgegengesetzt  ist,  indem  man  nicht,  wie  sonst,  die  während  der 
verschiedenen  Vorgänge  gethanen  Arbeitsgrössen  einzeln  be- 
stimmt und  dann  addirt,  sondern  von  dem  Maximum  der  Arbeit 
ausgeht,  und  die  durch  die  einzelnen  UnvoUkommenheiten  des 
Processes  entstandenen  Arbeitsyerluste  davon  abzieht 

Machen  wir  in  Bezug  auf  die  Mittheilung  der  Wärme  die  be- 
schränkende Bedingung,  dass  auch  die  ganze  Wärmemenge  Qi 
dem  Körper  bei  einer  bestimmten  Temperatur  Ti  mitgetheilt  werde, 
80  lässt  sich  der  diese  Wärmemenge  umfassende  Theil  des  Inte- 
grals ebenfalls  ohne  Weiteres  ausfiihren,  und  giebt: 

wodurch  die  für  das  Maximum  der  Arbeit  geltende  Gleichung  (3) 
folgende  Form  annimmt: 

(4)  W  =  ^  .Ilszl^. 

W  ^  —  A  Ti 

In  dieser  speciellen  Form  ist  die  Gleichung  schon  früher  von 
W.  Thomson  und  Rank  ine  aus  der  Verbindung  des  von  mir 
modificirten  G am ot' sehen  Satzes  mit  dem  Satze  von  der  Aequi- 
valenz  von  Wärme  und  Arbeit  abgeleitet  i). 

10.  Bevor  wir  von  diesen  Betrachtungen,  welche  für  alle 
thermodynamischen  Maschinen  gelten,  zur  Behandlung  der  Dampf- 
maschine übergehen  können,  muss  noch  erst  einiges  über  das 
Verhalten  der  Dämpfe  im  Maximum  der  Dichte  voraufgeschickt 
werden. 

Die  Gleichungen,  welche  die  beiden  Hauptsätze  der  mecha- 
nischen Wärmetheorie  in  ihrer  Anwendung  auf  die  Dämpfe  im 
Maximum  der  Dichte  darstellen,  habe  ich  schon  in  meiner  älteren 
Abhandlung  vom  Jahre  1850  „über  die  bewegende  Kraft  der 
Wärme  etc.'*  entwickelt,  und  zu  verschiedenen  Folgerungen  ange- 
wandt. Da  ich  indessen  in  meiner  letzten  Abhandlung  „über  eine 
veränderte  Form  des  zweiten  Hauptsatzes  der  mechanischen 
Wärmetheorie**  für  den  ganzen  Gegenstand  einen  etwas  anderen 
Gang  der  Darstellung  eingeschlagen  habe,  so  halte  ich  es,  wie 
schon  erwähnt,  der  grösseren  Einheit  und  Uebersichtlichkeit  we- 
gen für  zweckmässiger,  nur  diese  letzte  Abhandlung  als  bekannt 

1)  S-  Fhil  Mag.  Juli  1861. 
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vorauszusetzen.  Ich  werde  daher  aus  den  in  ihr  gewonnenen  Re- 
sultaten jene  Gleichungen  hier  auf  einem  anderen  Wege  noch 
einmal  ableiten. 

Es  wurde  in  dieser  Abhandlung,  um  die  zuerst  aufgestellten 
allgemeinen  Gleichungen  auf  einen  etwas  specielleren  Fall  anzu^^ 
wenden,  angenommen,  dass  die  einzige  auf  den  veränderlichen 
Körper  wirkende  fremde  Kraft,  welche  bei  der  Bestimmung  der 
äusseren  Arbeit  Berücksichtigung  verdient,  ein  äusserer  Druck 
sei,  dessen  Stärke  an  allen  Puncten  der  Oberfläche  gleich,  und 
dessen  Bichtung  überall  auf  dieselbe  senkrecht  sei,  und  dass  fer- 
ner dieser  Druck  sich  immer  nur  so  langsam  ändere,  und  daher 
in  jedem  Augenblick  von  der  ihm  entgegenwirkenden  Ausdeh- 
nungskraft des  Körpers  um  so  wenig  verschieden  sei,  dass  beide 
in  der  Bechnung  als  gleich  betrachtet  werden  können.  Bezeich- 
nen wir  dann  mit  p  den  Druck,  mit  v  das  Volumen  und  mit  T  die 
absolute  Temperatur  des  Körpers,  welche  letztere  wir  statt  der 
vom  Gefrierpuncte  an  gezählten  Temperatur  t  in  die  Formeln  ein- 
führen wollen,  weil  diese  dadurch  eine  einfachere  Gestalt  anneh- 
men, so  lauten  die  Gleichungen,  welche  sich  für  diesen  Fall  erge- 
ben haben,  folgendermaassen : 

dT 

^)  [Man  kann  statt  der  hier  unter  (Iv.)  angeführten  Gleichung,  welche 
in  der  vorigen  Abhandlung  unter  (13  a)  Seite  150  gegeben  wurde,  auch  die 
dort  unter  (12)  gegebene  Gleichung  hinschreiben,  welche,  wenn  man  T  als 
die  absolute  Temperatur  betrachtet,  und  in  den  Differentialcoefficienten 
statt  der  vom  Gefrierpuncte  an  gezählten  Temperatur  die  absolute  Tempe- 
ratur einführt,  von  selbst  die  dort  in  der  Anmerkung  unter  (12a)  ange- 
fahrte Form  annimmt.  Ich  will  der  üebecsiohtlichkeit  wegen  hier  alle  drei 
Gleichungen  neben  einander  stellen,  und  zwar  in  folgender  Reihenfolge: 

*^  dT\dv)        dvKdTJ'^'^      dT 

^  ^  dT  \dvf        dv  \dTj  "  T     dv 

(c)  ^  =  A.T%. 

dv  dT 

Von  diesen  drei  Gleichungen  bildet  die  erste  den  Ausdruck  des  ersten ,  und 
die  zweite  den  Ausdruck  des  in  seiner  veränderten  Form  angewandten 
zweiten  Hauptsatzes.  Die  dritte  erhält  man  durch  Vereinigung  beider 
Hauptsätze.    1864.] 


mn  ±_(dQ\        d   (dQ\_ 

^^^^'^  dT\d^)~'d^\JT)-' 
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Diese  Gleichungen  sollen  nun  auf  den  noch  specielleren  Fall 
der  Dämpfe  im  Maximum  der  Dichte  angewandt  werden. 

11.  Es  sei  von  dem  Stoffe,  dessen  Dampf  betrachtet  werden 
soll,  die  Masse  M  gegeben,  welche  sich  in  einem  ganz  geschlosse- 
nen, ausdehnsamen  Gefasse  befinde,  und  zwar  der  Theil  m  im 
dampfförmigen  und  der  übrige  Theil  M  —  m  im  tropfbar  flüssi- 
gen Zustande.  Diese  gemischte  Masse  soll  nun  den  veränderli- 
chen Körper  bilden,  auf  welchen  die  vorigen  Gleichungen  zu  be- 
ziehen sind. 

Wenn  die  Temperatur  T  der  Masse  und  ihr  Volumen  t?,  d.  h. 
der  Rauminhalt  des  Gefässes,  gegeben  sind,  so  ist  dadurch  der 
Zustand  der  Masse,  soweit  er  hier  in  Betracht  kommt,  vollkom- 
men bestimmt.  Da  nämlich  der  Dampf  der  Voraussetzung  nach 
immer  in  Berührung  mit  tropfbarer  Flüssigkeit,  und  daher  im 
Maximum  der  Dichte  bleibt,  so  hängt  sein  Zustand,  ebenso  wie 
der  der  Flüssigkeit,  nur  von  der  Temperatur  T  ab.  Es  kommt  also 
nur  noch  darauf  an ,  ob  auch  die  Grösse  der  beiden  in  verschie- 
denen Zuständen  befindlichen  Theile  bestimmt  ist.  Dazu  ist  die 
Bedingung  gegeben,  dass  diese  beiden  Theile  zusammen  gerade 
den  Rauminhalt  des  Gefässes  ausfüllen  müssen.  Bezeichnet  man 
also  das  Volumen  einer  Gewichtseinheit  Dampf  im  Maximum  der 
Dichte  bei  der  Temperatur  Tmit  s,  und  das  einer  Gewichtsein- 
heit Flüssigkeit  mit  <^,  so  muss  sein: 

V  =:^  ms  '\-  (M  —  m)  6 
=  m  (s  —  6)  +  Mo. 

Die  Grösse  s  kommt  im  Folgenden  immer  nur  in  der  Verbindung 
s  —  <y  vor,  und  wir  wollen  daher  für  diese  Differenz  einen  beson- 
deren Buchstaben  einführen,  indem  wir  setzen : 

(5)  w  =  s  ~  0, 
wodurch  die  vorige  Gleichung  in 

(6)  V  =  mu  +  Mo 
übergeht,  und  daraus  ergiebt  sich : 

f^.  V  —  Mo 

(7)  m  = 

Durch  diese  Gleichung  ist,  da  u  und  ö  Functionen  von  T  sind, 
m  als  Function  von  T  und  v  bestimmt 
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12.    Um  nun  die  Gleichungen  (III.)  und  (IV.)  auf  unseren 

Fall  anwenden  zu  können,  müssen  wir  zunächst  die  Grössen  -^ 

dv 

und  -r-^  bestimmen. 
dT 

Nehmen  wir  erstens  an,  das  Gefass  dehne  sich  soviel  aus, 

dass  sein  Rauminhalt  um  dv  zunehme,  so  muss  dabei  der  Masse, 

um  ihre  Temperatur  constant  zu  erhalten,  eine  Wärmemenge  mit- 

getheilt  werden,  welche  allgemein  durch 

-5^  dv 
dv 

dargestellt  wird.  Da  nun  diese  Wärmemenge  nur  zu  der  wäh- 
rend der  Ausdehnung  stattfindenden  Dampfbildung  verbraucht 
wird,  so  lässt  sie  sich,  wenn  die  Verdampfungs wärme  für  die  Mas- 
seneinheit mit  r  bezeichnet  wird,  auch  durch 

dm  j 
r  -5—  dv 
dv 

darstellen,  und  man  kann  also  setzen : 


woraus  sich,  da  nach  (7) 


ist,  ergiebt: 
(8) 


dQ dm 

dv  dv^ 


dm 1 

dv        u 


dv         u 

Nehmen  wir  zweitens  an,  die  Temperatur  der  Masse  solle, 
während  der  Rauminhalt  desGefässes  constant  bleibt,  um  dET  er- 
höht werden,  so  wird  die  dazu  nöthige  Wärmemenge  allgemein 
durch 

'^dT 
dT"^^ 

dargestellt.    Diese  Wärmemenge  besteht  aus  drei  Theilen. 

1)  Der  tropfbar  flüssige  Theil  M —  m  der  ganzen  Masse 
muss  um  dT  erwärmt  werden,  wozu,  wenn  c  die  specifische  Wärme 
der  Flüssigkeit  bedeutet,  die  Wärmemenge 

(Jf  —  m)cdT 
nöthig  ist. 

2)  Der  dampfförmige  Theil  m  muss  ebenfalls  um  dTerwärmt 
werden,  wird  dabei  aber  zugleich  so  viel  zusammengedrückt,  dass 
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er  sich  für  die  erhöhte  Temperatur  7+ dT  wieder  im  Maximum 
der  Dichte  befindet  Die  Wärmemenge,  welche  einer  Massenein- 
beit  Dampf  während  ihrer  Zusammendrückung  mitgetheilt  wer- 
den mu88,  damit  sie  bei  jeder  Dichte  gerade  die  Temperatur  hat, 
für  welche  diese  Dichte  das  Maximum  ist,  wollen  wir  für  eine 
Temperaturerhöhung  um  ä  T  allgemein  mit  hdT  bezeichnen,  worin 
h  eine  Grösse  ist,  welche  yorläufig  ihrem  Werthe  und  selbst  ihrem 
Vorzeichen  nach  unbekannt  ist.  Danach  wird  die  für  unseren 
Fall  nöthige  Wärmemenge  durch 

tnhdT 
dargestellt. 

3)    Es  geht  bei  der  Erwärmung  noch  eine  kleine  Menge  des 
vorher  flüssigen  Theils  in  den  dampfförmigen  Zustand  über,  welche 

allgemein  durch  -^  d  T  dargestellt  wird,  und  die  Wärmemenge 

gebraucht    Hierin  ist  nach  Gleichung  (7) : 

dm  V  —  M6     du        M     d6 

dT  '^  ü;^  dT  ^  lÄ'  dT 
m     du        M^    dö^ 

~      'u*  TT^  lÄ"  dT' 

wodurch  der  vorige  Ausdruck  in 

/m     du    ,    M     d6\  j^ 

übergeht 

Fasst  man  diese  drei  Wärmemengen  zusammen,  und  setzt 

ihre  Summe  gleich  -Tm  dT^  so  erhält  man: 

(9)       ^  =  M(^c--.^)  +  m{h-c--.^). 

13.    Von  diesen  für  -^  und  -r^    gefundenen    Ausdrücken 

dv  dT    ^ 

muss  nun  noch,  wie  es  in  der  Gleichung  (IIL)  angedeutet  ist,  der 
erstere  nach  T  und  der  letztere  nach  v  diflferentiirt  werden.  '  Be- 
denkt man  dabei,  dass  die  Grösse  M  constant  ist,  die  Grössen  u^ 
<5,  r,  c  und  h  sämmtlich  nur  Functionen  von  T  sind,  und  allein  die 
Grösse  m  eine  Function  von  T  und  t;  ist,  so  erhält  man : 
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(10)         j^m\  =  i 

^  ^  dT\dv)        u 


dr         r      du 


dT       m2     dT 


J^fdQ\ /,  r      du\dm 

dv  \dT)  —  V       ^~   u  'JtJJ^' 


oder  wenn  man  für  — ; —  seinen  Werth  —  setzt: 

dv  u 

,,,K      ^  d   fdQ\ h  —  c r_     du^ 

^    ^  dv\dT)~~ü~       u^'dT' 

Durch  Einsetzung  der  in  (10),  (11)  und  (8)  gegebenen  Aus- 
drücke in  (III.)  und  IV.)  ergeben  sich  die  gesuchten  Gleichungen, 
welche  die  beiden  Hauptsätze  der  mechanischen  'Wärmetheorie 
für  Dämpfe  im  Maximum  der  Dichte  darstellen,  nämlich: 

(V.)  ^+,_»  =  ^..|£ 

(VI.)  r  =  A.Tu^- 

und  aus  der  Combination  beider  erhält  man  noch : 

14.  Mit  Hülfe  dieser  Gleichungen  wollen  wir  nun  einen  Fall 
behandeln,  welcher  im  Folgenden  so  oft  vorkommen  wird,  dass  es 
zweckmässig  ist,  die  darauf  bezüglichen  Resultate  im  Voraus  fest- 
zustellen. 


^)    [Wenn    man    diese    drei   Gleichungen  in   folgender  Reihenfolge 
schreibt : 

(c)  r  =  Ä.Tu^, 

80  entsprechen  sie  genau  den  drei  ebenfalls  unier  (a),  (b)  und  (c)  angeführ- 
ten  Gleichungen  der  vorigen  Anmerkung,  Seite  168.  Die  erste  der  beiden 
die  Grösse  h  enthaltenden  Gleichungen  ist  also  eine  Folge  des  ersten,  und 
die  zweite  eine  Folge  des  zweiten  Hauptsatzes  in  seiner  veränderten  Form, 
während  die  dritte  Gleichung,  welche  h  nicht  enthält,  aus  einer  Verbin- 
dung beider  ELauptsätze  hervorgeht.    1864.] 
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Es  sei  nämlich  angenommen,  das  vorher  betrachtete  Gefäss 
mit  der  darin  befindlichen  theils  flüssigen,  theils  dampfförmigen 
Masse  ändere  sein  Volumen,  ohne  dass  der  Masse  Wärme  mitge- 
iheilt  oder  entzogen  werde.  Dann  wird  zugleich  mit  dem  Volumen 
auch  die  Temperatur  und  die  Grösse  des  im  dampfförmigen  Zu- 
stande befindlichen  Theiles  der  Masse  sich  ändern,  und  ausser- 
dem wird,  da  bei  der  Volumenänderung  der  Druck  des  einge- 
schlossenen Dampfes  wirksam  ist,  welcher  bei  der  Ausdehnung 
eine  äussere  Kraft  überwindet,  und  bei  der  Zusammendrückung 
von  einer  äusseren  Kraft  überwunden  wird,  von  der  Wärme,  welche 
den  Dampfdruck  hervorbringt,  eine  positive  oder  negative  äussere 
Arbeit  gethan. 

Es  sollen  nun  unter  diesen  Umständen  die  Grösse  des  dampf- 
förmigen Theiles  m,  das  Volumen  v  und  die  Arbeit  W  als  Functio- 
nen der  Temperatur  T  bestimmt  werden. 

15.  Wenn  das  Volumen  und  die  Temperatur  um  die  beliebi- 
gen unendlich  kleinen  Grössen  dv  und  äT  geändert  werden  sol- 
len, so  wird  die  Wärmemenge,  welche  dazu  der  Masse  mitgetheilt 
werden  muss,  dem  Vorigen  nach  durch  die  Summe 

*'17  ''*'  +  [(■»^-'»)<'  +  »»Ä  +  r  ^]  dT 

ausgedrückt  Diese  Summe  muss  in  Folge  der  jetzt  gestellten 
Bedingung,  dass  der  Masse  weder  Wärme  mitgetheilt  noch  ent- 
zogen werden  soll,  gleich  Null  gesetzt  werden.  Dadurch  erhalten 
wir,  wenn  wir  zugleich  für 

dm  ^      ,    dm  ^rp 
^dv  +  j^dT 

einfach  dm  schreiben,  die  Gleichung: 

(13)  rdm  +  m(h  —  c)  dT  -}-  McdT^O. 

Setzen  wir  hierin  nach  (12): 

,  dr^ r 

n  —  c  —  j^--^ 

dr 

und  schreiben  wieder  für  -rm  dT.  da  r  nur  eine  Function  von  T 

dT       ' 

ist,  einfach  dr,  so  kommt: 


oder: 


mr 
rdm  +  nidr  —  —  dT+  McdT=0 
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(U)  d(mr)—^dT-\-McdT=0 1). 

Dividirt  man  diese  Gleichung  durch  T,  und  bedenkt,  dass 

—T  ~^'^^  —  '^\t) 

ist,  so  erhält  man: 

(15)  d(^)  +  JJfc-^  =  0. 

Da  die  specifische  Wärme  einer  Flüssigkeit  sich  mit  der  Tem- 
peratur nur  langsam  ändert,  so  wollen  wir  die  Grösse  c  im  Fol- 
genden immer  als  constant  betrachten.  Dann  lässt  sich  die  vo- 
rige Gleichung  ohne  Weiteres  integriren,  und  giebt: 

^  +  Jtf  c  log  T  =  Const 

oder,  wenn  die  anfänglichen  Werthe  von  T,  r  und  m  mit  Ti,  r^  und 
mi  bezeichnet  werden: 

(VII.)  i^  =  M  _  3f ,  log  ^  «) . 

Durch  diese  Gleichung  ist,  wenn  r  als  Function  der  Tempe- 


1)  [Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  die  in  (13)  und  (14)  an  der  linken 
Seite  stehenden  Ausdrücke,  welche  für  den  Fall,  wo  der  Masse  weder  Wärme 
mitgetheilt  noch  Wärme  entzogen  wird,  =  0  sind,  im  Allgemeinen  z=  dQ 
gesetzt  werden  müssen.  Man  hat  also  für  jede  beliebige  Yolomen-  and 
Temperataränderung,  wobei  zugleich  die  Menge  des  dampfförmigen  Theilea 
sich  in  entsprechender  Weise  ändert,  die  Gleichungen: 
dq  =:rdm  +  w  (Ä  —  c)  dr+  McdT 

=  d{mr)  —  ^  (^T  +.  McdT, 

deren  vielfache  Anwendbarkeit  leicht  ersichtlich  ist.    1864.] 

^)  [Wenn  man  die  Annahme,  dass  c  const«nt  sei,  nicht  machen  will, 
so  lautet  das  Integral  der  Gleichung  (15): 

T 

mr  w^ri  -..  pcdT 

worin  die  im  letzten  Gliede  angedeutete  Integration  sich  ausführen  Lässt, 
sobald  c  als  Function  der  Temperatur  gegeben  ist.  In  entsprechender  Weise 
lassen  sich  auch  im  Folgenden  alle  diejenigen  Gleichungen,  welche  ein  In- 
tegral enthalten,  bei  dessen  Ausföhrung  c  als  constant  betrachtet  wurde 
abändern.  Ich  habe  es  nicht  für  nöthig  gehalten,  die  Gleichungen  in  die- 
ser Form  noch  besonders  hinzuschreiben,  weil  diese  Abänderung  ganz  von 
selbstverständlich  ist.    1864.] 
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ratur  als  bekannt  vorausgesetzt  werden  kann,  wie  es  beim  Was* 
serdampfe  nach  den  Versneben  von  Begnault  der  Fall  ist,  auch 
m  als  Function  der  Temperatur  bestimmt. 

Um  von  dem  Verhalten  dieser  Function  eine  ungefähre  An- 
schauung zu  geben,  habe  ich  einige  für  einen  besonderen  Fall 
berechnete  Werthe  in  der  folgenden  Tabelle  zusammengestellt. 
Es  ist  nämlich  angenommen,  das  Gefass  enthalte  zu  Anfange  kein 
tropfbar  flüssiges  Wasser,  sondern  s6i  gerade  mit  Wasserdampf 
vom  Maximum  der  Dichte  angefüllt,  so  dass  also  in  der  vorigen 
Gleichung  mi  =  Jf  zu  setzen  ist,  und  es  finde  nun  eine  Ausdeh- 
nung des  Gefässes  statt.  Wenn  das  Gefäss  zusammengedrückt 
werden  sollte,  so  dürfte  man  die  Annahme,  dass  zu  Anfange  kein 
flüssiges  Wasser  vorhanden  sei,  nicht  machen,  weil  dann  der 
Dampf  nicht  im  Maximum  der  Dichte  bleiben,  sondern  durch  die 
bei  der  Zusammendrückung  erzeugte  Wärme  überhitzt  werden 
würde.  Bei  der  Ausdehnung  dagegen  bleibt  der  Dampf  nicht  nur 
im  Maximum  der  Dichte,  sondern  es  schlägt  sich  sogar  ein  Theil 
desselben  nieder,  und  die  dadurch  entstehende  Verminderung  von 
m  ist  es  eben,  um  welche  es  sich  in  der  Tabelle  handelt.  Die 
anfangliche  Temperatur  ist  zu  150<^G.  angenommen,  und  es  sind 
für  die  Zeitpunkte,  wo  die  Temperatur  durch  die  Ausdehnung  auf 

125^  100<>  etc.  gesunken  ist,  die  entsprechenden  Werthe  von  -^ 

angegeben.  Die  vom  Gefrierpuncte  ab  gezählte  Temperatur  ist, 
wie  schon  früher,  zum  Unterschiede  von  der  durch  T  dargestell- 
ten absoluten  Temperatur,  mit  t  bezeichnet: 


t            ;      160» 

1 

1250 

100« 

f 

7b^ 

50» 

25« 

m 
M 

1 

0,956 

0,911 

0,866 

0,821 

0,776 

16.  Um  die  zwischen  dem  Volumen  v  und  der  Temperatur 
stattfindende  Beziehung  auszudrücken,  hat  man  zunächst  die  Glei- 
chung (6),  nämlich: 

t;  =  mu  -f-  M6. 

Die  hierin  vorkommende  Grösse  tf,  welche  das  Volumen  einer  Ge- 
wichtseinheit Flüssigkeit  bedeutet,  ändert  sich  mit  der  Tempera- 
tur  sehr  wenig,  und  da  ausserdem  der  ganze  Werth  von  6  gegen 
M  sehr  klein  ist,  so  können  wir  die  kleinen  Aenderungen,  welche 
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er  erleidet,  um  so  mehr  yern achlässigen,  und  wir  wollen  daher 
6  und  somit  auch  das  Product  M6  als  constant  betrachten.  Es 
kommt  also  nur  noch  darauf  au,  das  Product  mu  zu  bestimmen. 
Dazu  braucht  man  nur  in  der  Gleichung  (VIL)  für  r  den  in  (VI.) 
gegebenen  Ausdruck  zu  substituiren,  wodurch  man  erhält: 

dp  '    /dp\         Mc  ,       T 

mti^  =  m.u,(^)    --^log^. 


(VIIL) 


^P^ 


Der  hierin  vorkommende  Differentialcoefficient  -r^  ist  als  bekannt 

al 

anzusehen,  wenn  jp  selbst  als  Function  der  Temperatur  bekannt 
ist,  und  somit  ist  durch  diese  Gleichung  das  Product  mu  be- 
stimmt, und  aus  ihm  erhält  man  durch  Addition  von  M6  die  ge- 
suchte Grösse  v. 

In  der  folgenden  Tabelle  ist  wieder  eine  Reihe  von  Werthen 
des  Bruches  —  zusammengestellt,  welche  sich  fiir  denselben  Fall^ 

Vi 

auf  den  sich  die  vorige  Tabelle  bezieht,  aus  dieser  Gleichung  er- 
geben.   Ausserdem  sind  zur  Vergleichung  noch  diejenigen  Wer- 

the  von  —  hinzugefügt,  welche  man  erhalten  würde,  wenn  die  bei- 
den bisher  in  der  Dampfmaschinentheorie  gewöhnlich  gemachten 
Annahmen  richtig  wären,  1.  dass  der  Dampf  bei  der  Ausdehnung 
ohne  sich  theilweise  niederzuschlagen  gerade  im  Maximum  der 
Dichte  bleibe,  2.  dass  er  dem  Mariotte'schen  und  Gay-Lussac- 
schen  Gesetze  folge.    Nach  diesen  Annahmen  würde 

vi~  p  '  Ti 
sein. 


t 

1500 

1250 

1000 

760 

500 

260 

V 

^1 

1 

1,88 

8,90 

9,23 

25,7 

88,7 

1 

1,93 

4,16 

10,21 

29,7 

107,1 

17.  Es  bleibt  endlich  noch  die  bei  der  Volumenänderung  g'e- 
thane  Arbeit  zu  bestimmen.  Dazu  haben  wir  allgemein  die  Glei- 
chung : 
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V 

(16)  W=    fpdv. 


Nun  ist  nach  Gleichung  (6),  wenn  darin  6  als  constant  betrachtet 

"wird: 

dv  =  d{mu) 
also 

pdv  =^d(mu), 

wofür  man  auch  schreiben  kann : 

(17)  pdv  =  d{mup)  —  mu  -^  dT. 

Hierin  könnte  man  fiir  mu  -rfe    den   durch    die    Gleichung 

(VIII.)  gegebenen  Ausdruck  setzen,  und  dann  die  Integration  aus- 
fuhren. Indessen  erhält  man  das  Resultat  gleich  in  einer  etwas 
bequemeren  Form  durch  folgende  Substitution.    Nach  (VI.)  ist: 

^.,   ^P   ^T         ^      ^^  AT 

'St  'A'  T       ' 

xmd  hieraus  ergiebt  sich  unter  Anwendung  der  Gleichung  (14): 

mu-^dT=  j  [d(mr)  +  McdT]. 

Dadurch  geht  (17)  über  in: 

pdv  =  dimup)  —  -^  [d(mr)  +  McdT]^), 

und  durch  Integration  dieser  Gleichung  erhält  man: 

(IX.)     W=mup  —  miUipi  +  -j  [wi ri  — mr  + Jlfc  (Tj  —  T)], 

woraus  sich,  da  die  Grössen  mr  und  mu  schon  durch  die  vorigen 
Gleichungen  bekannt  sind,  W  berechnen  lässt. 

Auch  diese  Rechnung  habe  ich  für  den  obigen  speciellen  Fall 

W 

ausgeführt,  wobei  sich  für  -^r,  d.  h.  für  die  von  der  Massenein- 
heit bei  der  Ausdehnung  gethane  Arbeit,  die  in  der  Tabelle  an- 
geführten Werthe  ergeben  haben.    Als  Masseneinheit  ist  ein  Ei- 


1)  [Wenn  man  die  Annahme,  dass  c  constant  sei,  nicht  machen,  und 
▼ielmehr  einen  streng  richtigen  Ausdrack  von  pdv  haben  will,  so  braaoht 
man  zu  dem  im  Texte  stehenden  Ausdrucke  nur  noch  das  Glied  Mpdtr 
hinzuzufügen.    1864.] 

OUaBint,  mach.  Winnetheorie.  ^2 
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logramm  und  als  Arbeitseinheit  ein  Kilogramm  -  Meter  gewählt 
1 


Zar  Vergleichung  mit  den  Zahlen  der  Tabelle  vill  ich  noch 
anführen,  dass  man  für  diejenige  Arbeit,  welche  während  der  Ver- 
dampfung selbst  dadurch  gethan  wird,  dass  der  sich  bildende 
Dampf  den  äusseren  Gegendruck  überwindet,  in  dem  Falle,  wo 
1  Kiiogr.  Wasser  bei  der  Temperatur  löO«"  und  unter  dem  ent- 
sprechenden Dmcke  verdampft,  den  Werth  18700  erhält 


t                IW 

m» 

100" 

751» 

50«        1       26« 

f     " 

11300 

23200 

3IJ90O 

49300         63700=) 

18.  Wir  wenden  uns  nun  znr  Betrachtang  der  Dampfma- 
schine selbst. 

In  der  nebenstehenden  schematischen  Fig.  8,  welche  nur 
Pi~  3.  dazu  dienen  soll,  den  Ueber- 

blick  über  die  ganze  zum 
Gange  einer  gewöhnlichen 
Dampfmaschine  gehörige 
Reihe  von  Vorgängen  zn 
erleichtern,  stelle  A  den 
Dampf  kessel  vor,  dessen  In- 
halt durch  die  Wärmequelle 
auf  der  constanten  Tempe- 
ratur T]  erhalten  wird.  Aus 
diesem  tritt  ein  Theil  des 
Dampfes  in  den  Cjlinder  B, 
und  treibt  den  Stempel  ein 
gewisses  Stück  in  die  Höhe. 
Dann  wird  der  Cylinderrom 

')  -j  ut  du  ArbeitiäqoiTEJent  für  die  Einheit  der  Wärme,  and  die 
obige  ZshI  bedeutet  also,  daae  die  Wärmemenge,  welche  1  Kiiogr.  Wu- 
ser  TOD  0"  auf  l"  zu  erwärmen  vermag,  wenn  sie  in  meohaniBcbe .  Arbeit 
varwandelt  wird,  eine  Arbeitegrörae  von  423,55  Kilogr.-M.  giebt 

*)  {TJeber  einige  Nähenuigsformeln,  welche  von  Zeaner  angewandt 
Bind,  am  die  hier  und  ia  Abhandlung  II.  gewonnenen  Reiultate  auf  leich- 
tere Weite  berechnen  cn  können,  eiehe  den  ZusaU-i 
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Dampfkessel  abgeschlossen,  und  der  in  ihm  enthaltene  Dampf 
treibt  den  Stempel  durch  Expansion  noch  höher.  Darauf  wird 
der  Cylinder  mit  dem  Räume  C  in  Verbindung  gesetzt,  welcher 
den  Condensator  vorstellen  soll.  Von  diesem  soll  angenommen 
werden,  dass  er  nicht  durch  eingespritztes  "Wasser,  sondern  durch 
Abkühlung  von  aussen  kalt  erhalten  werde,  was,  wie  schon  oben 
bemerkt,  keinen  wesentlichen  Unterschied  in  den  Resultaten  her- 
vorbringt, aber  die  Betrachtung  vereinfacht  Die  constante  Tem- 
peratur des  Condensators  möge  Tq  heissen.  Während  der  Ver- 
bindung des  Cylinders  mit  dem  Condensator  geht  der  Stempel 
den  ganzen  vorher  durchlaufenen  Weg  wieder  zurück,  und  da- 
durch wird  aller  Dampf,  welcher  nicht  gleich  von  selbst  in  den 
Condensator  strömte,  in  diesen  hineingetrieben,  und  schlägt  sich 
hier  nieder.  Es  kommt  nun  noch,  um  den  Cyclus  von  Operatio- 
nen zu  vollenden,  darauf  an,  die  durch  den  Dampfniederschlag 
entstandene  Flüssigkeit  in  den  Kessel  zurückzuschaffen.  Dazu 
dient  die  kleine  Pumpe  2>,  deren  Gang  so  regulirt  wird,  dass  sie 
beim  Aufgange  des  Stempels  gerade  so  viel  Flüssigkeit  aus  dem 
Condensator  aufsaugt,  wie  durch  den  oben  erwähnten  Dampfnie- 
derschlag in  ihn  hineingekommen  ist,  und  diese  Flüssigkeitsmenge 
wird  dann  beim  Niedergange  des  Stempels  in  den  Kessel  zurück- 
gepresst.  Wenn  sie  sich  hier  wieder  bis  zur  Temperatur  Ti  er- 
wärmt hat,  so  befindet  sich  Alles  wieder  im  Anfangszustande,  und 
dieselbe  Reihe  von  Vorgängen  kann  von  Neuem  beginnen.  Wir 
haben  es  also  hier  mit  einem  vollständigen  Kreisprocesse  zu  thun. 
Bei  den  gewöhnlichen  Dampfmaschinen  tritt  der  Dampf  nicht 
blos  von  Einer,  sondern  abwechselnd  von  beiden  Seiten  in  den 
Cylinder.  Dadurch  entsteht  aber  nur  der  Unterschied,  dass  wäh- 
rend eines  Auf-  und  Niederganges  des  Stempels  statt  Eines  Kreis- 
processes  zwei  stattfinden,  und  es  genügt  auch  in  diesem  Falle, 
fiir  Einen  derselben  die  Arbeit  zu  bestimmen,  um  daraus  die  wäh- 
rend irgend  einer  Zeit  im  Ganzen  gethane  Arbeit  ableiten  zu 
können  i). 

19.  Zu  dieser  Bestimmung  wollen  wir,  wie  es  auch  sonst  zu 
geschehen  pflegt,  den  Cylinder  als  eine  für  Wärme  undurchdring- 
liche Hülle  betrachten,  indem  wir  den  während  eines  Hubes  statt- 


^)  Der  geringe  iTnterflchied,  dass  an  der  einen  Seite  des  Stempels  der 
Raum  durch  die  Stempelstange  etwas  verengt  ist,  kann  dabei  leicht  be- 
rücksichtigt werden. 

12* 


180  Abhandlung  V. 

findenden  Wärmeaustaasch  zwischen  den  Gylinderwänden  und 
dem  Dampfe  yernachlässigen« 

Die  im  Cylinder  befindliche  Masse  kann  immer  nurnus  Dampf 
im  Maximum  der  Dichte  mit  etwas  beigemischter  Flüssigkeit  be- 
stehen. Es  ist  nämlich  aus  dem  Vorigen  ersichtlich,  dass  der 
Dampf  bei  der  nach  dem  Abschlüsse  vom  Kessel  im  Cylinder  statt- 
findenden Ausdehnung,  wenn  ihm  dabei  von  aussen  keine  Wärme 
zugeführt  wird,  nicht  in  den  überhitzten  Zustand  übergehen  kann, 
sondern  sich  vielmehr  zum  Theil  niederschlagen  muss,  und  bei 
anderen  weiter  unten  zu  erwähnenden  Vorgängen,  welche  aller- 
dings eine  geringe  Ueberhitzung  zur  Folge  haben  könnten ,  wird 
sie  dadurch  verhindert,  dass  der  Dampf  beim  Einströmen  immer 
etwas  tropfbare  Flüssigkeit  mit  in  den  Cylinder  reisst,  und  mit 
dieser  in  Berührung  bleibt. 

Die  Menge  dieser  dem  Dampfe  beigemischten  Flüssigkeit  ist 
nicht  bedeutend,  und  da  sie  grösstentheils  in  feinen  Tröpfchen 
durch  den  Dampf  verbreitet  ist,  und  daher  schnell  an  den  Tem- 
peraturänderungen, welche  der  Dampf  während  der  Ausdehnung 
erleidet,  theilnehmen  kann,  so  wird  man  keine  erhebliche  Unge- 
nauigkeit  begehen,  wen]\  man  in  der  Rechnung  für  jeden  be- 
stimmten Zeitpunct  die  Temperatur  der  ganzen  im  Cylinder  be- 
findlichen Masse  als  gleich  betrachtet. 

Ferner  wollen  wir,  um  die  Formeln  nicht  von  vorn  herein  zu 
complicirt  zu  machen,  zunächst  die  ganze  Arbeit  bestimmen,  welche 
von  dem  Dampfdrucke  gethan  wird,  ohne  darauf  Rücksicht  zu 
nehmen,  wieviel  von  dieser  Arbeit  wirklich  nutzbar  wird,  und  wie- 
viel dagegen  in  der  Maschine  selbst  zur  Ueberwindung  der  Rei- 
bungen, und  zur  Bewegung  der  Pumpen,  welche  ausser  der  in  der 
Figur  angedeuteten  zum  Betriebe  der  Maschine  noch  nöthig  sind, 
wieder  verbraucht  wird.  Dieser  Theil  der  Arbeit  lässt  sich  auch 
nachträglich  noch  bestimmen  und  in  Abzug  bringen,  wie  weiter 
unten  gezeigt  werden  soll 

In  Bezug  auf  die  Reibung  des  Stempels  im  Cylinder  ist  übri- 
gens zu  bemerken,  dass  die  zu  ihrer  Ueberwindung  verbrauchte 
Arbeit  nicht  ganz  als  verloren  zu  betrachten  ist.  Durch  diese 
Reibung  wird  nämlich  Wärme  erzeugt,  und  dadurch  wird  das  In- 
nere des  Cy linders  wärmer  erhalten,  als  es  sonst  sein  würde,  und 
somit  die  Kraft  des  Dampfes  vermehrt. 

Endlich  wollen  wir,  da  es  zweckmässig  ist,  zunächst  die  Wir- 
kungen einer  möglichst  vollkommenen  Maschine  kennen  zu  1er- 
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nen,  bevor  der  Einfluss  der  einzelnen  in  der  Wirklichkeit  vorkom- 
menden UnVollkommenheiten  untersucht  wird,  zu  dieser  vorläufi- 
gen Betrachtung  noch  zwei  Voraussetzungen  hinzufügen,  welche 
weiterhin  wieder  aufgegeben  werden  sollen.  Nämlich  erstens,  dasa 
der  Zuleitungskanal  vom  Dampfkessel  zum  Cylinder  und  der  Ab- 
leitungskanal vom  Cylinder  zum  Condensator  oder  zur  Atmosphäre 
so  weit  seien,  oder  der  Gang  der  Dampfmaschine  so  langsam  sei, 
dass  der  Druck  in  dem  mit  dem  Kessel  in  Verbindung  stehenden 
Theile  des  Cylinders  gleich  dem  im  Kessel  selbst,  und  ebenso  der 
Druck  auf  der  anderen  Seite  des  Stempels  gleich  dem  Drucke  im 
Condensator  oder  dem'atmosphärischen  Drucke  zu  setzen  ist,  und 
ßweüenSj  dass  kein  schädlicher  Kaum  vorhanden  sei. 

20.  Unter  diesen  Umständen  lassen  sich  die  während  eines 
Kreisprocesses  gethanen  Arbeitsgrössen  mit  Hülfe  der  oben  ge- 
wonnenen Resultate  ohne  weitere  Rechnung  hinschreiben,  und  ge- 
ben als  Summe  einen  einfachen  Ausdruck. 

Die  ganze  bei  einem  Aufgange  des  Stempels  aus  dem  Kessel 
in  den  Cylinder  tretende  Masse  heisse  M^  und  davon  sei  der 
Theilini  dampfförmig  und  der  Theil  Jf— Wi  tropfbar  flüssig. 
Der  Raum,  welchen  diese  Masse  einnimmt,  ist,  wenn  Ui  den  zu 
Tx  gehörigen  Werth  von  u  bedeutet: 

Der  Stempel  wird  also  so  weit  gehoben,  dass  dieser  Raum  unter 
ihm  frei  wird,  MvA  da  dieses  unter  der  Wirkung  des  zu  Ti  gehö- 
rigen Druckes  pi  geschieht,  so  ist  die  während  dieses  ersten  Vor- 
ganges gethane  Arbeit,  welche  Wi  heisse: 

(18)  TFi  =  mi  Ui  _pi  4-  Jföjpi. 

Die  nun  folgende  Expansion  werde  so  weit  fortgesetzt,  bis 
die  Temperatur  der  im  Cylinder  eingeschlossenen  Masse  von  dem 
Werthe  Ti  bis  zu  einem  zweiten  gegebenen  Werthe  li  herabge- 
sanken  ist.  Die  hierbei  gethane  Arbeit,  welche  W^  heisse,  er- 
giebt  sich  unmittelbar  aus  der  Gleichung  (IX.),  wenn  darin  als 
Endtemperatur  T2  genommen,  und  auch  für  die  anderen  in  der 
Gleichung  vorl£ommenden  Grössen  die  entsprechenden  Werthe 
gesetzt  w^den,  nämlich: 

(19)  Fi = Wi  W8JP2  -^mi  Uipi  +  T  [*^i  ^1  "*  *^  ^2  4-  -3f  c  (Ti  —  T2)]. 
Bei  der  hierauf  beginnenden  Herabdrückung  des   Stempels 
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wird  die  Masse,  welche  zu  Ende  der  Ausdehnung  den  Baum 

einnahm,  aus  dem  Gylinder  in  den  Condensator  getrieben,  wobei 
,der  constante  Gegendrück  jpe  zu  überwinden  ist.    Die  dabei  von 
diesem  Drucke  gethane  negative  Arbeit  ist: 

(20)  Wz=  —  Wa  1*2  Po  —  M6p^ 

Während  nun  der  Stempel  der  kleinen  Pumpe  so  weit  in  die 
Höhe  geht,  dass  unter  ihm  der  Baum  M6  frei  wird,  wirkt  der  im 
Condensator  stattfindende  Druck  jpo  fördernd,  und  thut  die  Ar- 
beit: 

(21)  W^  =  liöpo- 

Beim  Heruntergange  dieses  Stempels  endlich  muss  der  im 
Kessel  stattfindende  Druck  jpi  überwunden  werden,  und  thut  da- 
her die  negative  Arbeit:  •' 

(22)  T»^5  =  —  -Wöjpi. 

Durch  Addition  dieser  fünf  Grössen  erhält  man  für  die  ganze 
während  des  Kreisprocesses  von  dem  Dampfdrucke,  oder,  wie  man 
auch  sagen  kann,  von  der  Wärme  gethane  Arbeit,  welche  W 
heisse,  den  Ausdruck: 

(X.)     TF'  =  2  [min  -m^r^  +  J[fc(Ti  -  T,)]  +  »»,  u,  (p,  —p,). 

Aus  dieser  Gleichung  muss  noch  die  Grösse  m^  eliminirt  wer- 
den. Diese  Grösse  kommt,  wenn  man  für  u^  den  aus  (VL)  her- 
vorgehenden Werth 


A,T, 


setzt,  nur  in  der  Verbindung  n^TQ  vor,  und  für  dieses  Product 
giebt  die  Gleichung  (VII.)  den  Ausdruck: 

niiTi  z=zm^ri  -^  -  3fcT2  log  -^  ' 

Durch  Einsetzung  dieses  Ausdruckes  erhält  man  eine  Gleichung, 
in  welcher  auf  der  rechten  Seite  nur  noch  bekawite  Grössen  vor- 
kommen, denn  die  Massen  Wi  und  M  und  die  Temperaturen  Tj, 
T^  und  To  "Werden  als  unmittelbar  gegeben  angenommen,  und  die 

dt) 

Grössen  r^p  und  ^  werden,  als  Functionen  der  Temperatur  als 
bekannt  vorausgesetzt 
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21.  Wenn  man  in  der  Gleichung  (X.)  T,  =  Ti  setzt,  so  er- 
hält man  die  Arbeit  für  den  Fall,  dass  die  Maschine  ohne  Expan- 
sion arbeitet,  nämlich: 

(23)  W  —  m,ui{pi—  Po). 

Will  man  dagegen  die  Annahme  machen,  dass  die  Expansion 
so  weit  getrieben  werde,  bis  der  Dampf  sich  durch  die  Ausdeh- 
nung von  der  Temperatur  des  Kessels  bis  zu  der  des  Condensa- 
tors  abgekühlt  hat,  was  freilich  vollständig  nicht  ausfuhrbar  ist, 
aber  doch  den  Gränzfall  bildet,  dem  man  sich  so  weit  wie  möglich 
nähern  muss,  so  braucht  man  nur  I^  =  To  zu  setzen,  wodurch 
man  erhält: 

(24)  ^'=-2  [«*»  n-m,r,^-Mc  {Ti  -  ü)]. 

Wenn  man  hieraus  noch  m^ro  mittels  der  vorher  angeführten 
Gleichung,  in  welcher  auch  T^  =  Tq  zu  setzen  ist,  eliminirt,  so 
kommt: 

(XL)     W'  =  ^  [m» r^  ^^^  +  Mc (ü -T.  +  To log-^)] '^  ■ 

22.  Schreibt  man  die  vorige  Gleichung  in  folgender  Gestalt: 

(25)  Tr'=m,r,.^^^+Jtfc(T,.-.To)4(^+ir^ 

so  stellen  die  beiden  hierin  vorkommenden  Producte  iK  c  (Ti  —  Tq) 

^)  Die  vorstehenden  Gleichungen,  welche  die  Arbeit  unter  den  beiden 
am  Schlüsse  des  §.  19  angeführten  vereinfachenden  Voraussetzungen  dar- 
stellen, hatte  ich  schon  vor  längerer  Zeit  entwickelt,  und  auch  schon  im 
Sommer  1854  in  meinen  Vorlesungen  an  der  Berliner  Universität  öfifent- 
lich  vorgetragen.  Als  später  im  Anfange  des,  Jahres  1855  die  Phü.  Trans, 
of  the  B,  Soc.  of  London  for  the  year  1854  erschienen,  fand  ich  darin 
eine  Abhandlung  von  Rankine  „On  the  Geotnetrical  Representation  of 
the  Expansive  Action  of  Heat  and  the  Theory  of  Thermodynamic  Engt- 
nes^\  und  war  erstaunt  zu  sehen,  dass  Rankine  fast  zu  derselben  Zeit 
ganz  unabhängig  und  auf  einem  anderen  Wege  zu  Gleichungen  gelangt 
war,  welche  nicht  nur  ihrem  wesentlichen  Inhalte  nach,  sondern  auch  ihrer 
Form  nach  fast  vollständig  mit  den  meinigen  übereinstimmten,  nur  dass 
Rankine  den  .Umstand,  dass  dem  Dampfe  beim  Einströmen  in  den  Cylin- 
der  eine  Quantität  tropfbarer  Flüssigkeit  beigemischt  ist,  nicht  berück- 
sichtigt hat  Durch  die  frühere  Veröffentlichung  dieser  Abhandlung  war 
mir  freilich  für  diesen  Theil  meiner  Entwiokelungen  die  Priorität  verloren 
gegangen,  indessen  war  mir  diese  Uebereinstimmung  doch  in  sofern  er- 
freulich, als  sie  mir  eine  Garantie  dafür  bot^  dass  die  angewandte  Betrach- 
tungsweise wirklich  naturgemäss  sei. 
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und  miTi  zusammen  die  während  eines  Kreisprocesses  von  der 
Wärmequelle  ahgegehene  Wärmemenge  dar.  Das  erstere  ist  näm- 
lich die  Wärmemenge,  welche  nöthig  ist,  um  die  aus  dem  Conden- 
sator  mit  der  Temperatur  Tq  kommende  Masse  M  im  flüssigen 
Zustande  bis  Ti  zu  erwärmen,  und  das  letztere  die  Wärmemenge, 
welche  dazu  verbraucht  wird,  den  Theil  Wi  bei  der  Temperatur  Ti 
in  Dampf  zu  verwandeln.  Da  mi  wenig  kleiner  ist,  als  Jlf ,  so  ist 
die  letztere  Wärmemenge  bei  Weitem  grösser,  als  die  erstere. 

Um  die  beiden  Factoren ,  mit  welchen  diese  beiden  Wärme- 
mengen in  der  Gleichung  (25)  multiplicirt  sind,  bequemer  mit 
einander  vergleichen  zu  können,  wollen  wir  den  zu  Mc(Ti  —  Tq) 
gehörigen  Factor  in  eine  etwas  andere  Form  bringen.  Führen  wir 
nämlich  zur  Abkürzung  den  Buchstaben  a  mit  der  Bedeutung 

(26)  e  = j, 

ein,  so  ist: 

To  1— jer 


Ti  —  To  z 

und  wir  erhalten  daher: 


1  —  0 

e 


(f  +  1  +  f  +   «*") 


e  z^  jer* 

T2  +  273  +  371  +  ^*''- 
Dadurch  geht  die  Gleichung  (25)  oder  (XI.)  über  in : 

(27)  Tr=m,n.|  +  J(f.(T.-T,).^(^  +  2^+3^^+ etc.) 

Der  Werth  der  in  Klammem  geschlossenen  unendlichen  Reihe, 
welche  den  Factor  der  Wärmemenge  Mc{Ti  —  To)  von  dem  der 
Wärmemenge  mi  ti  unterscheidet,  variirt,  wie  man  sich  leicht 
überzeugt,  während  z  von  0  bis  1  wächst,  zwischen  V«  und  l. 

23.  Für  diesen  zuletzt  betrachteten  Fall,  wo  der  Dampf  sich 
durch  Expansion  bis  zur  Temperatur  des  Gondensators  abkühlt, 
kann  man  den  Ausdruck  für  die  Arbeit  auch  sehr  leicht  auf  einem 
anderen  Wege  erhalten,  ohne  die  verschiedenen  Vorgänge,  aus 
welchen  der  Ereisprocess  besteht,  einzeln  zu  verfolgen. 
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In  diesem  Falle  ist  nämlich  der  Kreisprocess  in  allen  sdnen 
Theilen  umkehrbar.  Man  kann  sich  denken,  dass  im  Gondensa- 
tor  bei  der  Temperatur  Tq  die  Verdampfung  stattfinde,  und  die 
Masse  Jtf,  wovon  der  Theil  mo  dampfförmig  und  der  Theil  M—  mo 
tropfbar  flüssig  sei,  in  den  Cylinder  trete,  und  den  Stempel  in 
die  Höhe  treibe,  dass  dann  beim  Niedergange  des  Stempels  der 
Dampf  zuerst  soweit  comprimirt  werde,  bis  seine  Temperatur  auf 
2i  gestiegen  sei,  und  darauf  in  den  Kessel  gepresst  werde,  und 
dass  endlich  mittelst  der  kleinen  Pumpe  die  Masse  M  wieder  als 
tropfbare  Flüssigkeit  aus  dem  Kessel  in  den  Condensator  ge- 
schafft werde,  und  sich  bis  zur  Anfangstemperatur  To  abkühle. 
Hierbei  durchläuft  der  Stoff  dieselben  Zustände,  wie  früher,  nur 
in  umgekehrter  Reihenfolge.  Die  Wärmemittheilungen  oder 
Wärmeentziehungen  finden  in  entgegengesetztem  Sinne,  aber  in 
derselben  Grösse  und  bei  denselben  Temperaturen  der  Masse 
statt,  und  alle  Arbeitsgrössen  haben  entgegengesetzte  Vorzeichen, 
aber  dieselben  numerischen  Werthe. 

Daraus  folgt,  dass  in  diesem  Falle  in  dem  Kreisprocesse  keine 
uncompensirte  Verwandlung  vorkommt.  Man  hat  daher  in  der 
Gleichung  (2)  N=0  zu  setzen,  und  bekommt  dadurch  die  schon 
unter  (3)  angeführte  Gleichung,  in  welcher  nur  der  üebereinstim- 
mung  wegen  TT'  statt  W  zu  schreiben  ist : 


,r  =  Jr(«.-T>^. 


Hierin  bedeutet  Qi  für  unseren  Fall  die  der  Masse  M  im  Dampf- 
kessel mitgetheilte  Wärme,  und  es  ist  daher : 

-^  müssen  die  beiden 

0 

einzelnen  in  Qi  enthaltenen  Wärmemengen  Mc  (Ti  —  Tq)  und 
ith  fi  besonders  betrachtet  werden.  Um  für  die  erstere  die  Inte- 
gration auszuführen,  schreibe  man  das  Wärmeelement  d  Q  in  der 
Form  McdT^  dann  lautet  dieser  Theil  des  Integrales: 

''X 
Mc  I  "Y  =  Mc  log^- 

Während  der  Mittheilung  der  letzteren  Wärmemenge  ist  die  Tem- 
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peratur  constant  gleich  Ti,  und  der  auf  diese  Wärmemenge  be- 
zügliche Theil  des  Integrales  ist  daher  einfach : 

Durch  Einsetzung  dieser  Werthe  geht  der  vqnge  Ausdruck 
von  W  in  den  folgenden  über: 

=  ^[^1^1  -^  ^-^^  +  Mc  {t,  -T,\T,  log  I)], 

und  dieses  ist  derselbe  in  Gleichung  (XL)  enthaltene  Ausdruck, 
welchen  wir  vorher  durch  die  successive  Bestimmung  der  einzel- 
nen während  des  Kreisprocesses  gethanen  Arbeitsgrössen  gefun- 
den haben. 

'  24.  Es  folgt  hieraus,  dass,  wenn  die  Temperaturen,  bei  toeU 
chen  der  die  Wirkung  der  Wärme  vermittelnde  Stoff  die  von  der 
Wärmequelle  gelieferte  Wärme  aufnimmt,  oder  Wärme  nach  aussen 
abgieht,  als  im  Voratts  gegeben  betrachtet  werden,  dann  die  Dampf- 
maschine unter  den  bei  der  Ableitung  der  Gleichung  (XL)  ge- 
machten Voraussetzungen,  eine  vollkommene  Maschine  ist,  indem 
sie  für  eine  bestimmte  ihr  mitgetheilte  Wärmemenge  eine  so  grosse 
Arbeit  liefert,  wie  nach  der  mechanischen  Wärmetheorie  bei  den- 
selben Temperaturen  überhaupt  möglich  ist 

Anders  verhält  es  sich  aber,  wenn  man  auch  jene  Temperatu- 
ren nicht  als  im  Voraus  gegeben,  sondern  als  ein  veränderliches 
Element  betrachtet,  welches  bei  der  Beurtheilung  der  Maschine  mit 
berücksichtigt  werden  muss. 

Darin,  dass  die  Flüssigkeit  während  ihrer  Erwärmung  und 
Verdampfung  viel  niedrigere  Temperaturen,  als  das  Feuer,  hat,  und 
also  die  Wärme,  welche  ihr  mitgetheilt  wird,  dabei  von  einer  hö- 
heren zu  niederen  Temperaturen  übergehen  muss,  liegt  eine  in  JV 
nicht  mit  einbegriffene  uncompensirte  Verwandlung,  welche  in 
Bezug  auf  die  Nutzbarmachung  der  Wärme  einen  grossen  Verlust 
zur  Folge  hat.  Die  Arbeit,  welche  bei  der  Dampfmaschine  aus 
der  Wärmemenge  mi  n  +  Mc  (Ti  —  Te)  =  Qi  gewonnen  werden 
kann,  ist,  wie^nan  aus  Gleichung  (27)  ersieht,  etwas  kleiner  als 

Ä   '       Ti       ' 
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Könnte  man  dagegen  dieselbe  Wärmemenge  Qi  einem  veränder- 
lichen Körper  bei  der  Temperatur  des  Feuers,  welche  T'  heissen 
möge,  mittheilen,  während  die  Temperatur  der  Wärmeentziehung, 
wie  vorher,  Tq  wäre,  so  würde  die  in  diesem  Falle  möglicherweise 
zu  gewinnende  Arbeit  nach  Gleichung  (4)  durch 

^        r  ^  Tq 

AT 
dargestellt  werden. 

Um  die  Werthe  dieser  Ausdrücke  in  einigen  Beispielen 
vergleichen  zu  können,  sei  die  Temperatur  ^e  ^^s  Condensators 
zu  öO^ü.  festgesetzt,  und  für  den  Kessel  seien  die  Temperaturen 
110<^,  150®  und  180^  C.  angenommen,  von  denen  die  beiden  ersten 
ungefähr  der  Niederdruckmaschine  und  der  gewöhnlichen  Hoch- 
druckmaschine entsprechen,  und  die  letzte  etwa  als  die  Gränze 
der  bisjetzt  in  der  Praxis  bei  den  Dampfmaschinen  angewandten 
Temperaturen  zu  betrachten  ist.  Für  diese  Fälle  hat  der  von  den 
Temperaturen  abhängige  Bruch  folgende  Werthe : 


X 1 

*1 

110« 

1500 

180» 

0,167 

0,236 

0,287 

Wogegen  der  entsprechende  Werth  für  die  Temperatur  t'  des 
Feuers,  wenn  wir  diese  nur  zu  1000^  C.  annehmen,  0,746  ist. 

25.  Es  ist  somit  leicht  zu  erkennen,  was  schon  S.  Gar  not, 
und  nach  ihm  viele  andere  Autoren  ausgesprochen  haben,  dass 
man,  um  die  durch  Wärme  getriebenen  Maschinen  vortheilhafter 
einzurichten,  hauptsächlich  darauf  bedacht  sein  muss,  das  Tempe- 
raturintervall Ti  —  Tq  zu  erweitern. 

So  ist  z.  B.  von  den  calorischen  Luftmaschinen  nur  dann  zu 
erwarten,  dass  sie  einen  wesentlichen  Vortheil  vor  den  Dampf- 
maschinen erlangen,  wenn  es  gelingt,  sie  bei  bedeutend  höheren 
Temperaturen  arbeiten  zu  lassen,  als  die  Dampfmaschinen,  bei 
welchen  die  Gefahr  der  Explosion  die  Anwendung  zu  hoher  Tem- 
peraturen verbietet.  Derselbe  Vortheil  lässt  sich  aber  auch  mit 
überhitztem  Dampfe  erreichen,  denn  sobald  der  Dampf  von  der 
Flüssigkeit  getrennt  ist,  kann  man  ihn  ebenso  gefahrlos  noch 
weiter  erhitzen,  wie  ein   permanentes  Gas.    Maschinen,  welche 
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den  Dampf  in  diesem  Zustande  anwenden,  können  manche  Vor- 
theile  der  Dampfmaschinen  mit  denen  der  Luftmaschinen  yereini- 
gen,  und  es  ist  daher  von  ihnen  wohl  eher  ein  practischer  Erfolg 
zu  erwarten,  als  von  den  Luftmaschinen. 

Bei  den  oben  erwähnten  Maschinen,  in  welchen  ausser  dem 
Wasser  noch  eine  zweite  flüchtigere  Substanz  angewandt  wird, 
ist  das  Intervall  Ti  —  Tq  dadurch  erweitert,  dass  To  erniedrigt 
ist.  Man  hat  auch  schon  daran  gedacht,  auf  dieselbe  Weise  das 
Intervall  auch  nach  der  oberen  Seite  hin  zu  erweitern,  indem 
man  noch  eine  dritte  Flüssigkeit  hinzufügte,  welche  weniger  flüch- 
tig wäre,  als  das  Wasser.  Dann  würde  also  das  Feuer  unmittel- 
bar die  am  wenigsten  flüchtige  der  drei  Substanzen  verdampfen, 
diese  durch  ihren  Niederschlag  die  zweite,  und  diese  die  dritte. 
Dem  Principe  nach  ist  nicht  daran  zu  zweifeln,  dass  diese  Ver- 
bindung vortheilhaft  sein  würde;  wie  gross  aber  die  practischen 
Schwierigkeiten  sein  werden,  welche  sich  der  Ausführung  entge- 
gen stellen,  lässt  sich  natürlich  im  Voraus  nicht  übersehen. 

26.  Ausser  der  eben  besprochenen  UnvoUkommenheit  der 
gewöhnlichen  Dampfmaschinen,  welche  in  ihrem  Wesen  selbst  be- 
gründet ist,  leiden  diese  Maschinen  noch  an  mehreren  anderen 
UnvoUkommenheiten ,  welche  mehr  der  practischen  Ausführung 
zuzuschreiben  sind. 

Eine  davon  ist  schon  in  den  obigen  Entwickelungen  berück- 
sichtigt, und  in  der  Gleichung  (X.)  mit  einbegriffen,  nämlich  die, 
dass  man  die  Expansion  lange  nicht  so  weit  treiben-  kann,  bis 
der  Dampf  im  Cylinder  die  Temperatur  des  Gondensators  erreicht 
hat  Nimmt  man  z.  B.  die  Temperatur  des  Kessels  zu  löO^'  und 
die  des  Gondensators  zu  50®  an,  so  ergiebt  sich  aus  der  Tabelle 
des  §.  16,  dass  zu  jenem  Zwecke  die  Expansion  bis  zum  26fachen 
des  ursprünglichen  Volumens  fortschreiten  müsste,  während  man 
sie  in  der  Wirklichkeit,  wegen  mancher  bei  grosser  Expansion 
eintretender  üebelstände,  gewöhnlich  nur  bis  zum  3- oder  4fachen/ 
und  höchstens  bis  zum  lOfachen  Volumen  geschehen  lässt. 

Zwei  andere  UnvoUkommenheiten  dagegen  sind  im  Vorigen 
ausdrücklich  ausgeschlossen,  nämlich  erstens  die,  dass  der  Druck 
des  Dampfes  im  einen  Theile  des  Cylinders  geringer  als  im  Kessel, 
und  im  anderen  Theüe  grösser  als  im  Condensator  ist,  und  zwei- 
tens das  Vorhandensein  des  schädlichen  Raumes. 

Wir  müssen  daher  die  früheren  Betrachtungen  jetzt  in  der 
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Weise  erweitern,  dass  auch  diese  Unvollkommenheiten  mit  be- 
rücksichtigt werden. 

27.  Der  Einfluss,  welchen  die  Verschiedenheit  des  Druckes 
im  Kessel  und  im  Cjlinder  auf  die  Arbeit  ausübt,  ist  bisher  wohl 
am  vollständigsten  in  dem  Werke  von  dePambour  „7%6one  des 
Machines  ä  Vapeur^^  behandelt,  und  es  sei  mir  gestattet,  bevor 
ich  selbst  auf  diesen  Gegenstand  eingehe,  das  Wesentlichste  jener 
Behandlungsweise,  nur  mit  etwas  anderer  Bezeichnung  und  unter 
Fortlassung  der  Grössen,  welche  sich  auf  die  Reibung  beziehen, 
hier  voraufzuschicken,  um  leichter  nachweisen  zu  können,  inwie- 
fern sie  den  neueren  Kenntnissen  über  die  Wärme  nicht  mehr 
entspricht,  und  zugleich  die  neue  Behandlungsweise,  welche  meiner 
Meinung  nach  an  ihre  Stelle  treten  muss,  daran  anzuknüpfen. 

28.  Die  Grundlage  der  P am bour 'sehen  Theorie  bilden  die 
beiden  schon  eingangs  erwähnten  Gesetze,  welche  damals  ziemlich 
allgemein  auf  den  Wasserdampf  angewandt  wurden.  Erstens  das 
Watt'sche  Gesetz,  dass  die  Summe  der  latenten  und  freien  Wärme 
constant  sei.  Aus  diesem  Gesetze  zog  man  den  Schluss,  dass, 
wenn  ein  Quantum  Wasserdampf  im  Maximum  der  Dichte  in  einer 
für  Wärme  undurchdringlichen  Hülle  eingeschlossen  sei,  und  der 
Rauminhalt  dieser  Hülle  yergrössert  oder  verkleinert  werde,  da- 
bei der  Dampf  weder  überhitzt  werde,  noch  sich  theilweise  nieder- 
schlage, sondern  gerade  im  Maximum  der  Dichte  bleibe;  und  die- 
ses sollte  stattfinden,  ganz  unabhängig  davon,  in  welcher  Weise 
die  Volumenänderung  geschehe,  ob  der  Dampf  dabei  einen  seiner 
Expansivkraft  entsprechenden  Druck  zu  überwinden  habe,  oder 
nicht.  Dasselbe  Verhalten  des  Dampfes  setzte  Pambour  im  Gy- 
hnder  der  Dampfinaschine  voraus,  indem  er  auch  von  den  Was- 
sertheilchen,  welche  in  diesem  Falle  dem  Dampfe  beigemengt  sind, 
nicht  annahm,  dass  sie  einen  merklichen  ändernden  Einfluss  aus- 
üben könnten. 

Um  nun  den  Zusammenhang,  welcher  für  Dampf  im  Maximum 
der  Dichte  zwischen  Volumen  und  Temperatur  oder  Volumen  und 
Druck  besteht,  näher  angeben  zu  können,  wandte  Pambour  zwei- 
tens das  Mariotte'sche  und  Gay-Lussac'sche  Gesetz  auf  den 
Dampf  an.  Daraus  erhält  man ,  wenn  man  das  Volumen  eines 
Kilogramm  Dampf  bei  100<>  im  Maximum  der  Dichte  nach  Gay- 
Lussac  zu  1,696  Gubikmeter  annimmt,  und  bedenkt,  dass  der  da- 
bei stattfindende  Druck  von  einer  Atmosphäre  10333  Kilogramm 
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auf  ein  Quadratmeter  beträgt,  und  man  für  irgend  eine  andere 
Temperatur  t  das  Volumen  und  den  Druck  unter  Zugrundelegung 
derselben  Einheiten  mit  v  und  p  bezeichnet,  die  Gleichung : 

Hierin  braucht  man  nur  noch  für  p  die  aus  der  Spannungsreihe 
bekannten  Werthe  zu  setzen,  um  für  jede  Temperatür  das  unter 
jenen  Voraussetzungen  richtige  Volumen  berechnen  zu  können.    . 

29.    Da  nun  aber  in  den  Formeln  für  die  Arbeit  der  Dampf- 
maschine das  Integral    I  pdv  eine  Hauptrolle  spielt,  so  war  es, 

um  dieses  auf  bequeme  Weise  berechnen  zu  können,  nothwendig, 
eine  möglichst  einfache  Formel  zwischen  v  und  p  allein  zu  haben. 
Die  Gleichungen,  welche  man  erhalten  würde,  wenn  man  mit- 
telst einer  der  gebräuchlichen  empirischen  Formeln  für  p  die 
Temperatur  t  aus  der  vorigen  Gleichung  eliminiren  wollte,  würden 
zu  complicirt  ausfallen,  und  Pambour  zog  es  daher  vor,  eine  be- 
sondere empirische  Formel  für  diesen  Zweck  zu  bilden,  welcher 
er  nach  dem  Vorgange  von  Nävi  er  folgende  allgemeine  Ge- 
stalt gab : 

worin  B  und  h  Gonstante  sind.  Diese  Gonstanten  suchte  er  nun 
so  zu  bestimmen,  dass  die  aus  dieser  Formel  berechneten  Volu- 
mina möglichst  genau  mit  den  aus  der  vorigen  Formel  berechne- 
ten übereinstimmten.  Da  dieses  aber  für  alle  bei  den  Dampfma- 
schinen vorkommende  Druckgrössen  nicht  mit  hinlänglicher  Ge- 
nauigkeit möglich  ist,  so  berechnete  er  zwei  verschiedene  Formeln, 
für  Maschinen  mit  und  ohne  Condensator. 

Die  erstere  lautet: 
/oo   \  20000 

(''*)  *  =  I2ÖÖT7' 

und  schliesst  sich  der  obigen  Formel  (28)  am  besten  zwischen  Vs 
und  3V2  Atmosphären  an,  ist  aber  auch  noch  in  einem  etwas  wei- 
teren Intervall,  etwa  zwischen  V2  und  5  Atmosphären  anwendbar. 
Die  zweite,  für  Maschinen  ohne  Condensator  bestimmte,  da- 
gegen lautet: 
.OQM  21232 
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Sie  ist  zwischen  2  und  5  Atmosphären  am  genausten,  and  das 
ganze  Intervall  ihrer  Anwendbarkeit  reicht  etwa  von  IVs  bis  10 
Atmosphären. 

30.  Die  von  den  Dimensionen  der  Dampfmaschine  abhängi- 
gen Ghrössen,  welche  bei  der  Bestimmung  der  Arbeit  in  Betracht 
kommen,  sollen  hier,  etwas  abweichend  von  Pambour,  folgender- 
maassen  bezeichnet  werden.  Der  ganze  Baum,  welcher  während 
eines  Hubes  im  Cylinder  für  den  Dampf  frei  wird,  mit  Einschluss 
des  schädlichen  Raumes,'  heisse  v\  Der  schädliche  Raum  soll  von 
dem  ganzen  Räume  den  Bruchtheil  b  bilden,  so  dass  also  der 
schädliche  Raum  durch  ev'  und  der  von  der  Stempelfläche  be- 
schriebene Raum  durch  (1  —  b)  v'  dargestellt  wird.  Ferner  sei 
der  Theil  des  ganzen  Raumes,  welcher  bis  zum  Momente  des  Ab- 
schlusses des  Gylinders  vom  Dampfkessel  für  den  Dampf  frei  ge- 
worden ist,  ebenfalls  mit  Einschluss  des  schädlichen  Raumes,  mit 
ev'  bezeichnet.  Demnach  wird  der  von  der  Stempelfläche  wäh- 
rend des  Dampfzutrittes  beschriebene  Raum  durch  (e—  b)v'  und 
der  während  der  Expansion  beschriebene  Raum  durch  (1  —  e)v' 
ausgedrückt. 

Um  nun  zunächst  die  während  des  Dampfzutrittes  gethane 
Arbeit  zu  bestimmen,  muss  der  während  dieser  Zeit  im  Cylinder 
wirksame  Druck  bekannt  sein.  Dieser  ist  jedenfalls  kleiner,  als 
der  Druc]ic  im  Kessel,  weil  sonst  kein  Strömen  des  Dampfes  statt- 
finden würde;  wie  gross  aber  diese  Differenz  ist,  lässt  sich  nicht 
allgemein  angeben,  da  sie  nicht  nur  von  der  Einrichtung  der  Ma- 
schine abhängt,  sondern  auch  davon,  wie  weit  der  Maschinist  die 
im  Dampfzuleitungsrohre  befindliche  Klappe  geöffnet  hat,  und  mit 
welcher  Geschwindigkeit  sich  die  Maschine  bewegt  Durch  Aen- 
derung  dieser  Umstände  kann  jene  Differenz  innerhalb  weiter 
Gränzen  variiren.  Auch  braucht  der  Druck  im  Cylinder  nicht 
während  der  ganzen  Zeit  des  Zuströmens  constant  zu  sein,  weil 
sowohl  die  Stempelgeschwindigkeit,  als  auch  die  von  dem  Ventil 
oder  dem  Schieber  frei  gelassene  Zuströmungsöffhung  veränder- 
lich ist 

In  Bezug  auf  den  letzteren  Umstand  nimmt  Pambour  an, 
dass  der  mittlere  Druck,  welcher  bei  der  Bestimmung  der  Arbeit 
in  Rechnung  zu  bringen  ist,  mit  hinlänglicher  Genauigkeit  gleich 
demjenigen  Drucke  gesetzt  werden  könne,  welcher  zu  Ende  des 
Einströmens  im  Momente  des  Abschlusses  vom  Kessel  im  Cylin- 
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der  stattfindet  Obwohl  ich  es  nicht  för  zweckmässig  halte,  eine 
solche  Annahme,  welche  nur  für  die  numerische  Berechnung  in 
Ermangelung  sichrerer  Data  zu  Hülfe  genommen  ist,  gleich  in  die 
allgemeinen  Formeln  mit  einzuführen,  so  muss  ich  doch  hier  bei 
der  Auseinandersetzung  seiner  Theorie  seinem  Verfahren  folgen. 
Den  im  Momente  des  Abschlusses  im  Gylinder  stattfindenden 
Druck  bestimmt  Pambour  mittelst  der  von  ihm  festgestellten 
Beziehung  zwischen  Volumen  und  Druck,  indem  er  dabei  voraus- 
setzt, dass  die  während  der  Zeiteinheit  und  somit  auch  die  wäh- 
rend eines  Hubes  aus  dem  Kessel  in  den  Gylinder  tretende  Dampf- 
menge durch  besondere  Beobachtungen  bekannt  ist.  Wir  wollen 
dem  Früheren  entsprechend  die  ganze  während  eines  Hubes  in 
den  Gylinder  tretende  Masse  mitJlf,  und  den  dampfförmigen  Theil 
derselben  mit  m  bezeichnen.  Da  diese  Masse,  von  welcher  Pam- 
bour nur  den  dampfförmigen  Theil  berücksichtigt,  im  Momente 
des  Abschlusses  den  Raum  ev'  ausfüllt,  so  hat  man,  wenn  man 
den  in  diesem  Momente  stattfindenden  Druck  mit  p2  bezeichnet, 
nach  Gleichung  (29): 

m  .  B 


ev* 


6   +i>3 

woraus  folgt: 

(30)  j,,  =  ^  -  6. 

Multiplicirt  man  diese  Grösse  mit' dem  bis  zu  demselben  Mo- 
mente von  der  Stempelfläche  beschriebenen  Räume  {e  —  «)»',  so 
erhält  man  für  dfen  ersten  Theil  der  Arbeit  den  Ausdruck: 

(31)  Fl  —  mB.  ^^=^  -  t;'(6  —  £)ft. 

Das  Gesetz,  nach  welchem  sich  der  Druck  während  der  nun 
folgenden  Expansion  ändert,  ergiebt  sich  ebenfalls  aus  der  Glei- 
chung (29).  Sei  das  veränderliche  Volumen  in  irgend  einem  Mo- 
mente mit  V  und  der  dazugehörige  Druck  mit  p  bezeichnet,  so 

hat  man: 

m  .  B        , 

Diesen  Ausdruck  muss  man  in  das  Integral   f  pdv  einsetzen,  und 

dann  die  Integration  von  t;  =  ev'  bis  t;  =  t?'  ausfuhren,  wodurch 
man  als  zweiten  Theil  der  Arbeit  erhält: 
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(32)  Wi  =  mB  .  log  —  —  v'(l—e)  b. 

Um  die  bei  dem  Rückgange  des  Stempels  von  dem  Gegen- 
drücke gethane  negalfve  Arbeit  zu  bestimmen,  muss  der  Gegen- 
druck selbst  bekannt  sein.  Wir  wollen,  ohne  für  jetzt  darauf  ein- 
zugehen, wie  sich  dieser  Gegendruck  zu  dem  im  Condensator 
stattfindenden  Drucke  verhält,  den  mittleren  Gegendruck  mit  po 
bezeichnen,  so  dass  die  von  ihm  gethane  Arbeit  durch 

(33)  Ws=  —  v'(l^  B)po 
dargestellt  wird. 

Endlich  bleibt  noch  die  Arbeit  übrig,  welche  dazu  verwandt 
werden  muss,  um  die  Klüssigkeitsmenge  M  wieder  in  den  Kessel 
zurückzupressen.  Pambour  hat  diese  Arbeit  nicht  besonders, 
berücksichtigt,  sondern  hat  sie  in  die  Reibung  der  Maschine  mit 
eingeschlosseu.  Da  ich  sie  indessen  in  meine  Formeln,  um  den 
Cyclus  der  Operationen  vollständig  zu  haben ,  mit  aufgenonmien 
habe,  so  will  ich  sie  zur  leicjiteren  Vergleichung  auch  hier  hinzu- 
fugen. Wie  sich  aus  den  bei  dem  früher  betrachteten  Beispiele 
aufgestellten  Gleichungen  (21)  und  (22)  ergiebt,  wird  diese  Arbeit, 
wenn  pi  den  Druck  im  Kessel  und  jpo  den  im  Condensator  bedeu- 
tet, im  Ganzen  durch 

(34)  W4  =  -'M6(pi—p,) 

dargestellt.  Für  unseren  jetzigen  Fall,  wo  wir  unter  ^^o  nicht  den 
Druck  im  Condensator  selbst,  sondern  in  dem  mit  dem  Gonden-. 
sator  in  Verbindung  stehenden  Theile  des  Cylinders  verstehen, 
ist  dieser  Ausdruck  freilich  nicht  ganz  genau;  da  aber  wegen  der 
Kleinheit  der  Grösse  ö  der  ganze  Ausdruck  einen  so  geringen 
Werth  hat,  dass  er  kaum  der  Berücksichtigung  verdient,  so  kön- 
nen wir  eine  im  Verhältnisse  zu  dem  schon  kleinen  Werthe  wie- 
derum kleine  üngenauigkeit  um  so  mehr  vernachlässigen,  und 
wollen  daher  den  Ausdruck  in  derselben  Form  auch  hier  beibe- 
halten« 

Durch  Addition  dieser  vier  einzelnen  Arbeitsgrössen  erhält 
man  die  ganze  während  des  Kreisprocesses  gethane  Arbeit, 
nämlich : 

(35)  W'=mB(^^^  +  log  l.^— t;'(l-ß)(6+pe)— -Mö(i),-.i)o> 

31.  Will  man  die  Arbeit  endlich  noch,  statt  auf  einen  ein- 
zelnen Hub,  während  dessen  die  Dampfimenge  m  wirksam  ist,  lie- 

Gl»iitius,  meoh.  Wäanetheorie.  13 
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ber  auf  die  Gewichtseinheit  Dampf  beziehen,  so  braucht  man  den 
vorigen  Werth  nur  durch  m  zu  dividiren.    Wir  wollen  dabei  den 

Bruch  — ,  welcher  das  Verhältniss  der  ganzen  in  den  Cylinder 
m 

tretenden  Masse  zu  dem  dampfförmigen   Theile  derselben  dar- 
stellt, und  somit  etwas  grösser  als  1  ist,  mit  J,  ferner  den  Bruch 

— ,  d.  h.  den  Raum,  welcher  der  Gewichteeinheit  Dampf  im  Cy- 
m 

W 
linder  im  Ganzen  geboten  wird,  mit  F,  und  den  Bruch  — ,  oder 

die  der  Gewichtseinheit  Dampf  entsprechende  Arbeit ,  mit  W  be- 
zeichnen.   Dann  kommt: 

(Xn.)     W=b(^  +  log-i) -  F(l - B)  {b  ^-po) -l^(Pi  —Po)' 

In  dieser  Gleichung  kommt  nur  ein  Glied  vor,  welches  von 
dem  Volumen  V  abhängt,  und  zwar  enthält  es  V  als  Factor.  Da 
dieses  Glied  negativ  ist,  so  folgt  daraus,  dass  die  Arbeit,  welche 
man  mittelst  einer  Gewichtseinheit  Dampf  erhalten  kann,  unter 
sonst  gleichen  Umständen  am  grössten  ist,  wenn  das  Volumen, 
welches  dem  Dampfe  im  Cylinder  geboten  wird,  möglichst  klein 
ist.  Der  kleinste  Werth  des  Volumens,  welchem  man  sich,  wenn 
man  ihn  auch  nie  ganz  erreicht,  doch  mehr  und  mehr  nähern 
kann,  ist  derjenige,  welchen  man  findet,  wenn  man  annimmt,  dass 
die  Maschine  so  langsam  gehe,  oder  der  Zuströmungskanal  so 
weit  sei,  dass  im  Cylinder  derselbe  Druck  pi  stattfinde  wie  im 
Kessel.  Dieser  Fall  giebt  also  das  Maximum  der  Arbeit  Ist  bei 
gleichem  Dampfzustrome  die  Ganggeschwindigkeit  grösser,  oder 
bei  gleicher  Ganggeschwindigkeit  der  Dampfzustrom  geringer,  so 
erhält  man  in  beiden  Fällen  mittelst  derselben  Dampfmenge  eine 
kleinere  Arbeit. 

32.  Bevor  wir  von  hier  aus  dazu  übergehen ,  nach  der  me- 
chanischen Wärmetheorie  dieselbe  Reihe  von  Vorgängen  in  ihrem 
Zusammenhange  zu  betrachten,  wird  es  zweckmässig  sein,  einen 
derselben,  welcher  noch  einer  speciellen  Untersuchung  bedarf^ 
vorher  einzeln  zu  behandeln,  um  die  darauf  bezüglichen  Resultate 
im  Voraus  festzustellen,  nämlich  das  Einströmen  des  Dampfes  in 
den  schädlichen  Baum  und  in  den  Cylinder  y  wenn  er  hier  einen 
geringeren  Druck  zu  üherunnden  hat^  als  den,  mit  welchem  er  aus 
dem  Kessel  getrieben  wird.     Ich  kann  bei  dieser  Untersuchung 
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ganz  nach  denselben  Principien  verfahren,  welche  ich  schon  in 
einem  früheren  Aufsätze  i)  zur  Behandlung  einiger  ähnlicher  Fälle 
angewandt  habe. 

Der  aus  dem  Kessel  kommende  Dampf  tritt  zuerst  in  den 
schädlichen  Raum,  comprimirt  bier  den  vom  vorigen  Hube  noch 
Yorhandenen  Dampf  von  geringer  Dichte ,  und  füllt  den  dadurch 
frei  werdenden  Raum  aus,  und  wirkt  dann  drückend  gegen  den 
Stempel,  welcher  der  Annahme  nach  wegen  verhältnissmässig  ge- 
ringer Belastung  so  schnell  zurückweicht,  dass  der  Dampf  nicht 
schnell  genug  folgen  kann,  um  im  Gylinder  dieselbe  Dichte  zu 
erreichen,  wie  im  Kessel. 

Unter  solchen  Umständen  müsste,  wenn  aus  dem  Kessel  ge- 
rade nur  gesättigter  Dampf  austräte,  dieser  im  Gylinder  überhitzt 
werden,  indem  die  lebendige  Kraft  der  Einströmungsbewegung 
sich  hier  in  Wärme  verwandelt ;  da  aber  der  Dampf  etwas  fein 
vertheiltes  Wasser  mit  sich  fuhrt,  so  wird  von  diesem  ein  Theil 
durch  die  überschüssige  Wärme  verdampfen,  und  dadurch  der 
übrige  Dampf  im  gesättigten  Zustande  erhalten  werden. 

Wir  müssen  uns  nun  die  Aufgabe  stellen :  wenn  erstens  der 
Anfangs0ustand  der  ganeen  in  Betracht  kommenden  Masse  ^  so- 
wM  der  schon  vorher  im  schädlichen  Baume  befindlichen,  als  auch 


1)  „üeber  das  Yerhalten  des  Dampfes  bei  der  Aasdehziimg  unter  yer^ 
schiedenen  Umstanden;"  [Abhandlung  n.  dieser  Sammlung.]    üeber  diesen 
An&aiz  und  eine  damit  zusammenhängende  im  Phü.  Mag,  mitgetheüte 
Notiz  sagt  Helmholtz  bei  seiner  Berichterstattung  in  den  von  der  Physi- 
kalitchen  Gesellschafi  zu  Berlin  herausgegebenen  „Fortschritten  der  Physik" 
Jahrg.  1850  und  51,  S.  582,  dass  dieselben  seiner  Meinung  nach  in  melire- 
ren  Puncten  principieU  unrichtig  seien.    Die  Gründe,   welche  er  dafür  an- 
fuhrt, sind  mir  aber  nicht  verständlich  geworden.    Es  werden  mir  Ansich- 
ten ingeschrieben,  die  ich  nie  gehabt  habe,  und  ihnen  gegenüber  Sätze 
ausgesprochen,   die  ich  nie  bestritten  habe,  und  die  sogar  zum  Theil  die 
Grundlage  meiner  eigenen  Arbeiten  über  die  mechanische  Wärmetheorie 
bilden,  und  dabei  ist  das  Ganze  so  allgemein  gehalten,  dass  es  mir  unmög- 
lich gewesen  ist,  zu  erkennen,  in  wiefern  jene  Ansichten  aus  meinen  Wor- 
ten folgen,  oder  diese  Sätze  meine  Schlüsse  widerlegen  sollen.    Ich  sehe 
mich  daher  zu  einer  Yertheidigung  meiner  früheren  Arbeiten  gegen  diesen 
Tadel  nicht  veranlasst.    Da  indessen  die  hier  folgende  Entwickelung,  wie 
oben  gesagt,  ganz  auf  denselben  Ansichten  beruht,  von  welchen  ich  damals 
geleitet  wurde,  so  wird  Helmholtz  vieUeicht  auch  in  ihr  dieselben  princi- 
piellen  Fehler  wiederfinden.    Für  diesen  FaU  sehe  ich  seinen  Einwendun- 
gen entgegen,  nur  möchte  ich  ihn  dann  ersuchen,  etwas  specieller  auf  die 
Sache  einzugehen. 

13  ♦ 
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der  aus  dem  Kessel  neu  hinjsukommenden,  femer  die  Grösse  der 
Arbeit,  welche  während  des  Einströmens  von  dem  auf  den  Stempel 
wirkenden  Drucke  gelhan  wird,  und  endlich  der  Druck,  welcher 
im  Momente  des  Abschlusses  vom  Kessel  im  Cylinder  stattfifidet, 
gegeben  sind,  dann  isu  bestimmen,  wieviel  von  der  im  Cylinder  he- 
fi/ndliclien  Masse  in  diesem  Momente  dampfförmig  ist 

33.  Die  vor  dem  Einströmen  im  schädlichen  Räume  befind- 
liche Masse,  von  welcher  der  Allgemeinheit  wegen  angenommen 
werden  soll,  dass  sie  theils  flüssig,  theils  dampfförmig  sei,  heisse 
[i  und  der  davon  dampfförmige  Theil  /Iq.  Der  Druck  dieses 
Dampfes  und  die  dazugehörige  absolute  Temperatur  mögen  vor- 
läufig mit  Po  und  T^  bezeichnet  werden,  ohne  dass  damit  gesagt 
sein  soll,  dass  dieses  genau  dieselben  Werthe  seien,  welche  auch 
für  den  Gondensator  gelten.  Der  Druck  und  die  Temperatur  im 
Kessel  sollen  wie  früher  pi  und  Ti ,  die  aus  dem  Kessel  in  den 
Cylinder  strömende  Masse  M  und  der  davon  dampfförmige  Theil 
f»i  heissen.  Der  während  des  Einströmens  auf  den  Stempel  aus- 
geübte Druck  braucht,  wie  schon  erwähnt,  nicht  constant  zu  sein. 
Wir  wollen  denjenigen  Druck  den  mittleren  nennen  und  mit  p\ 
bezeichnen,  mit  welchem  der  von  der  Stempelfläche  während  der 
Zeit  des  Einströmens  beschriebene  Raum  multiplicirt  werden  muss, 
um  dieselbe  Arbeit  zu  erhalten,  welche  von  dem  veränderlichen 
Drucke  gethan  wird.  Der  im  Momente  des  Abschlusses  ioi  Cy- 
linder wirklich  stattfindende  Druck  und  die  dazugehörige  Tempe- 
ratur seien  durch  p^j  und  T^  und  endlich  die  Grösse,  um  deren 
Bestimmung  es  sich  handelt,  nämlich  der  von  der  ganzen  jetzt  im 
Cylinder  vorhandenen  Masse  M  ■}-  [i  dampfförmige  Theil  durch 
fH)  dargestellt. 

Zur  Bestimmung  dieser  Grösse  denken  wir  uns  die  Masse 
M  +  II  auf  irgend  einem  Wege  in  ihren  Anfangszustand  zurück- 
geführt, z.  B.  folgendermaassen.  Der  dampfförmige  Theil  ntj  wird 
im  Cylinder  durch  Herabdrücken  des  Stempels  condensirt,  wobei 
vorausgesetzt  wird,  dass  der  Stempel  auch  in  den  schädlichen 
Raum  eindringen  könne.  Zugleich  wird  der  Masse  in  irgend  einer 
Weise  fortwährend  soviel  Wärme  entzogen,  dass  ihre  Temperatur 
constant  T^  bleibt  Dann  wird  von  der  ganzen  flüssigen  Masse 
der  Theil  if  in  den  Kessel  zurückgepresst,  wo  er  wieder  die  ur- 
sprüngliche Temperatur  li  annimmt.  Dadurch  ist  im  Kessel  der- 
selbe Zustand  wie  vor  dem  Einströmen  wieder  hergestellt,  indem 
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es  nicht  darauf  ankommt,  ob  gerade  dieselbe  Masse  m,>  welche 
vorher  dampfförmig  war,  es  auch  jetzt  wieder  ist,  oder  ob  eine 
gleich  grosse  andere  Masse  an  ihre  Stelle  getreten  ist  i).  Der 
übrige  Theil  /i  wird  zuerst  im  flüssigen  Zustiande  von  li  bis  T^ 
abgekühlt,  und  bei  dieser  Temperatur  verwandelt  sich  der  Theil 
11^  in  Dampfi  wobei  der  Stempel  soweit  zurückweicht,  dass  dieser 
Dampf  wieder  seinen  ursprünglichen  Raum  einnehmen  kann. 

34.  Hiermit  hat  die  Masse  M+[i  einen  vollständigen  Kreis- 
process  durchgemacht,  auf  welchen  wir  nun  den  Satz  anwenden 
können,  dass  die  Summe  aller  während  eines  Kreisprocesses  von 
der  Masse  aufgenommenen  Wärmemengen  der  ganzen  dabei  ge- 
thanen  äusseren  Arbeit  aequivalent  sein  muss. 

Es  sind  nach  einander  folgende  Wärmemengen  aufgenommen : 

1)  Im  Kessel,  wo  die  Masse  M  von  der  Temperatur  T^  bis 
Ti  erwärmt  und  bei  der  letzteren  Temperatur  der  Theil  nh  in 
Dampf  verwandelt  werden  musste: 

mi  n  +  Mc  (Ti  —  T,). 

2)  Bei  der  Condensation  des  Theiles  m^  bei  der  Tempera* 
tur  Tg: 

—  fWa  ^2« 

3)  Bei  der  Abkühlung  des  Theiles  ft  von  T2  bis  T^ : 

-  l^c  (T,  -  To). 

^)  [Es  befindet  sich  nämlich  am  Schlüsse  der  Operation  im  Kessel  eben 
so  viel  flüssiges  Wasser  und  eben  so  viel  Dampf,  beide  von  der  Tempera- 
tur Tu  wie  zu  Anfang,  und  dadurch  ist  der  ursprüngliche  Zustand,  soweit 
es  für  unsere  fietrachtung  nöthig  ist,  wieder  hergestellt;  denn  es  handelt 
sich  für  unsere  Betrachtung  nicht  darum,  welche  der  vorhandenen  Mole- 
cüle  dem  dampfförmigen,  und  welche  dem  flüssigen  Theile  der  ganzen 
Masse  angehören,  sondern  nur  darum,  wie  gross  der  dampfförmige,  und 
wie  gross  der  flüssige  Theil  ist.  Wollte  man,  dass  am  Schlüsse  wieder  ge- 
nau dieselben  Molecüle  dem  dampfförmigen  Theile  angehören,  wie  zu  An- 
fang, so  brauchte  man  nur  anzunehmen,  dass  das  in  den  Kessel  zurückge- 
presste  Wasser  nicht  nur  seiner  Menge  nach,  sondern  auch  seinen  Mole- 
cülen  nach,  genau  dasselbe  sei,  wie  das,  welches  vorher  aus  dem  Kessel 
heraustrat,  und  dass  ferner  von  diesem  Wassibr,  nachdem  es  die  Tempera- 
tur I\  angenommen  hat,  die  früher  dampfförmige  Menge  m^  wieder  ver- 
dampfe, und  dafür  eine  eben  so  grosse  Menge  des  vorhandenen  Dampfes 
sich  niederschlage,  wobei  natürlich  der  ganzen  im  Kessel  befindlichen  Masse 
keine  Wärme  mitgetheilt  oder  entzogen  zu  werden  brauchte,  weil  die  zur 
Verdampfung  verbrauchte  und  die  durch  den  Dampfhiederschlag  erzeugte 
Wärme  sich  oompensiren  würden.    1864.] 
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4)  Bei  der  Verdampfung  des  Theiles  [i^  bei  der  Tempera- 
tur To : 

Die  im  Ganzen  aufgenommene  Wärmemenge,  welche  Q  heisse, 
ist  also : 

(36)  Q  =  miri--nhr,  +  Mc{Tr  —  T,)+ii^r,^lie(T,-T^). 

Die  Arbeitsgrössen  ergeben  sich  folgendermaassen : 

1)  Um  den  von  der  Stempelfläche  während  des  Einströ- 
mens  beschriebenen  Raum  zu  bestimmen,  weiss  man,  dass  der 
ganze  zu  Ende  dieser  Zeit  ron  der  Masse  M  +  [i  eingenommene 
Raum 

ma  t*2  +  (M  +  f*)  ö 

ist  Hieryon  muss  der  schädliche  Raum  abgezogen  werden.  Da 
dieser  zu  Anfange  bei  der  Temperatur  To  von  der  Masse  fi  auB- 
gefüUt  wurde,  wovon  der  Theil  ^  dampfförmig  war,  so  läset  er 
sich  durch 

# 
darstellen.    Zieht  man  diese  Grösse  von  der  vorigen  ab,  und  mul- 
tiplicirt  den  Rest  mit  dem  mittleren  Drucke  j>'i,  so  erhalt  man 
als  erste  Arbeit: 

2)  Die  Arbeit  bei  der  Gondensation  der  Masse  m^  ist : 

—  nhüiPi. 

3)  Beim  Zurückpressen  der  Masse  Jtf  in  den  Kessel: 

—  M6pi. 

4)  Bei  der  Verdampfung  des  Theiles  f^o : 

f*o  t«o  Po* 
Durch  Addition  dieser  vier  Grössen  erhält  man  für  die  ganze  Ar- 
beit W  den  Ausdruck: 

(37)  W—nhfh  (p'i  —pi)  —  Mö  (jpi  —p\)  —  fio w«  (l>'i  —  j)e). 

Setzt  man  diese  für  Q  und  W  gefundenen  Werthe  in  die  Glei- 
chung (I.)  nämlich 

Q  =  A.W 

ein,  und  bringt  die  mit  m^  behafteten  Glieder  auf  Eine  Seite  zu- 
sammen, so  kommt: 

(XIIL)       wi2  [r,  +  Au^  (p\  —  p,)]  =  Win  4-  Mc{T^  -  T,) 
+  f^n-f*c(T,  — ro)  +  ^fi«Wo(i)',— Po)+^-M'<J(Pi— l>'i). 
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Mittelst  dieser  Gleichung  kann  man  aus  den  als  bekannt  voraus- 
gesetzten Grössen  die  Grösse  m^  berechnen« 

35.  In  solchen  Fällen,  wo  der  mittlere  Druck  p\  beträcht- 
lich grösser  ist,  als  der  Enddruck  p^ )  z.  B.  wenn  man  annimmt, 
dass  während  des  grösseren  Theiles  der  Einströmungszeit  im  Gy- 
linder  nahe  derselbe  Druck  stattgefunden  habe,  wie  im  Kessel, 
und  erst  zuletzt  durch  Ausdehnung  des  schon  im  Gylinder  befind- 
lichen Dampfes  der  Druck  auf  den  geringeren  Werth  p^  herabge- 
sunken sei,  kann  es  vorkommen,  dass  man  für  m^  einen  Werth 
findet,  der  kleiner  als  mi  -f  f^o  ist,  dass  also  ein  Theil  des  ur- 
sprünglich vorhandenen  Dampfes  sich  niedergeschlagen  hat.  Ist 
dagegen  j>'i  nur  wenig  grösser  oder  gar  kleiner  als  j^a ,  so  findet 
man  für  ms  einen  Werth,  der  grösser  als  mi  -f*  /^  ist.  Dieses 
letztere  ist  bei  der  Dampfmaschine  als  Regel  zu  betrachten,  und 
gilt  insbesondere  auch  für  den  von  Pambour  angenommenen 
speciellen  Fall,  dass  p\  =  p^  ist. 

Wir  sind  somit  zu  Resultaten  gelangt,  welche  von  den  Pam- 
bour^schen  Ansichten  wesentlich  abweichen.  Während  dieser  für 
die  beiden  verschiedenen  Arten  der  Ausdehnung,  welche  in  der 
Dampfmaschine  nach  einander  vorkommen,  ein  und  dasselbe  Ge- 
setz annimmt,  nach  welchem  der  ursprünglich  vorhandene  Dampf 
sich  weder  vermehren  noch  vermindern ,  sondern  immer  nur  ge- 
rade im  Maximum  der  Dichte  bleiben  soll,  haben  wir  zwei  ver- 
schiedene Gleichungen  gefunden,  welche  ein  entgegengesetztes 
Verhalten  erkennen  lassen.  Bei  der  ersten  Ausdehnung,  während 
des  Einströmens,  muss  nach  der  eben  gefundenen  Gleichung  (XIIL) 
noch  neu^  Dampf  entstehen,  und  bei  der  weiteren  Ausdehnung, 
nach  dem  Abschlüsse  vom  Kessel,  wobei  der  Dampf  die  volle  sei- 
ner Expansivkraft  entsprechende  Arbeit  thut,  muss  nach  der  frü- 
her schon  entwickelten  Gleichung  (VII.)  ein  Theil  des  vorhande- 
nen Dampfes  sich  niederschlagen. 

Da  diese  beiden  entgegengesetzten  Wirkungen  der  Dampf- 
vermehrung und  Dampfverminderung,  welche  auch  auf  die  Grösse 
der  von  der  Maschine  geleisteten  Arbeit  einen  entgegengesetzten 
Einfluss  ausüben  müssen,  zum  Theil  einander  aufheben,  so  kann 
dadurch  unter  Umständen  angenähert  dasselbe  Endresultat  ent- 
stehen, wie  nach  der  einfacheren  Pambour 'sehen  Annahme. 
Deshalb  darf  man  jedoch  nicht  darauf  verzichten,  die  einmal  ge- 
fundene Verschiedenheit  auch  zu  berücksichtigen,  besonders  wenn 


200  Abhandlung  V- 

es  sich  darum  handelt,  zu  bestimmen,  in  welcher  Weise  eine  Aen- 
derung  in  der  Einrichtung  oder  im  Gange  der  Dampfmaschine 
auf  die  Grösse  ihrer  Arbeit  einwirkt. 

36.  Mit  Hülfe  der  in  §.  34  einzeln  angeführten  Wärmemen- 
gen kann  man  nach  dem,  was  in  §.  8  gesagt  ist,  leicht  auch  die 
bei  der  Ausdehnung  eintretende  uncompensirte  Verwandlung  be- 
stimmen, indem  man  das  in  der  Gleichung 

vorkommende  Integral  auf  diese  Wärmemengen  bezieht 

Die  Mittheilung  der  Wärmemengen  Wi^i,  —  fw^ra  und /i^ro 
geschieht  bei  constanten  Temperaturen,  nämlich  2i,  T^  und  I^^ 
und  diese  Theile  des  Integrals  sind  daher: 

'TT'''  "TT^  'n" 

Für  die  von  den  Wärmemengen  Mc  {Ti  —  Tj)  und  —  ftc(22  —  li) 
herrührenden  Theile  des  Integrals  findet  man  nach  dem  schon  in 
§.  23  angewandten  Verfahren  die  Ausdrücke : 

T  T 

^c  log-=J-  und  —  (IC  log  ^. 

Indem  man  die  Summe  dieser  Grössen  an  die  Stelle  des  obigen 
Integrals  setzt,  erhält  man  für  die  uncompensirte  Verwandlung 
den  Werth: 

(38)      JV^=-M  +  !?|p.-Jfclog|-?^  +  ^clog|. 

37.  Wir  können  uns  nun  wieder  zu  dem  vollständigen  beim 
Gange  der  Dampfmaschine  stattfindenden  Ereisprocesse  wenden, 
und  die  einzelnen  Theile  desselben  in  ähnlicher  Weise,  wie  früher, 
nach  einander  betrachten. 

Aus  dem  Dampfkessel,  in  welchem  der  Druck  pi  angenom- 
men wird,  strömt  die  Masse  M  in  den  Cylinder,  und  zwar  der 
Theil  Wi  dampfförmig,  und  der  übrige  Theil  tropf  bar  flüssig.  Der 
während  dieser  Zeit  im  Cylinder  wirksame  mittlere  Druck  werde, 
wie  oben,  mit  p\  und  der  Enddruck  mit  p^  bezeichnet 

Nun  dehnt  sich  der  Dampf  aus ,  bis  sein  Druck  von  p^  bis  zu 
einem  gegebenen  Werthe  p« ,  und  demgemäss  seine  Temperatur 
von  Ti  bis  T^  gesunken  ist 
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Darauf  wird  der  Cylinder  mit  dem  Condensator,  in  welchem  der 
Druck  Po  stattfindet,  in  Verbindung  gesetzt,  und  der  Stempel  macht 
die  ganze'  eben  vollendete  Bewegung  wieder  zurück.  Der  Gegen- 
druck, welchen  er  dabei  erfahrt,  ist  bei  etwas  schneller  Bewe- 
gung grösser  als  po^  und  wir  wollen  daher  zum  Unterschiede  von 
diesem  Werthe  den  mittleren  Gegendruck  mit  p'^  bezeichnen. 

Der  zu  Ende  der  Stempelbewegung  im  schädlichen  Räume 
bleibende  Dampf,  welcher  für  den  nächsten  Hub" in  Betracht 
kommt^  steht  unter  einem  Drucke,  welcher  ebenfalls  weder  gleich 
Pq  noch  gleich  p'o  zu  sein  braucht,  und  daher  mit  y'o  bezeichnet 
werde.  Er  kann  grösser  oder  kleiner  als  p'^  sein,  jenachdem  der 
Abschluss  von  dem  Condensator  etwas  vor  oder  nach  dem  Ende 
der  Stempelbewegung  eintritt,  indem  der  Dampf  im  ersteren  Falle 
noch  etwas  weiter  comprimirt  wird,  im  letzteren  Falle  dagegen 
Zeit  hat,  sich  durch  theil weises  Ausströmen  in  den  Condensator 
noch  etwas  weiter  auszudehnen. 

Endlich  muss  die  Masse  M  noch  aus  dem  Condensator  in  den 
Kessel  zurückgeschafft  werden,  wobei,  wie  früher,  der  Druck  p^ 
befordernd  wirkt,  und  der  Druck  |>i  überwunden  werden  muss. 

38.  Die  bei  diesen  Vorgängen  gethanen  Arbeitsgrössen  wer- 
den durch  ganz  ähnliche  Ausdrücke  dargestellt,  wie  in  dem  früher 
betrachteten  einfacheren  Falle,  nur  dass  die  Indices  der  Buch- 
staben in  leicht  ersichtlicher  Weise  geändert,  und  die  auf  den 
schädlichen  Raum  bezüglichen  Grössen  hinzugefügt  werden  müs- 
sen.   Man  erhält  dadurch  folgende  Gleichungen. 

Für  die  Zeit  des  Einströmens  nach  §.  34,  wobei  nur  noch  u\ 
statt  t<o  geschrieben  werden  muss : 

(39)  Wi  =  (nhih  +  M0  ^  ^0  w"o)  J>V 

Für  die  Expansion  von  dem  Drucke  p2  bis  zum  Drucke  ps  nach 
der  Gleichung  (IX),  wenn  darin  Jlf  +  ft  an  die  Stelle  von  M ge- 
setzt wird: 

(40)  W2  =nh W8i>8  —  Wj W2i>2  +  -j-  Uw2 ^2  —  nhrs 

-|-(Jtf +  fi)c(T2-Ts)]. 

Für  den  Rückgang  des  Stempels,  wobei  der  von  der  Stempelfläche 
durchlaufene  Kaum  gleich  dem  ganzen  von  der  Masse  M  '\-  [i 
unter  dem  Drucke  j^s  eingenommenen  Räume  weniger  dem  durch 
liQu"Q  +  iiö  dargestellten  schädlichen  Räume  ist: 
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(41)  Wt  =  —  (msih  +  Ma  —  Ho  «"o)  p'o- 

» 

Für  die  Zurückschafiiing  der  Masse  M  in  den  Kessel: 

(42)  W,  =  —  M6  (jpi ,-  jpo). 
Die  ganze  Arbeit  ist  demnach: 

(43)  TT  =  -i.  \m,r^  -  m,r,  +  (M  +  l»)o{T,  —  ü)] 

+  ms  W2  (p'i  —  Pi)  +.W8W«  {Pz  —  l>'o) 

—  M6  (pi  ^  p\  +  p'o  —  Po)  —  f*o  w"o  (p'i  — ^o). 

Die  hierin  yorkommenden  Massen  n^  und  ma  ergeben  sich 
aus  den  Gleichungen  (XIU.)  und  (VII.)>  wobei  man  nur  in  der  er- 
steren  an  die  Stelle  von  p^  den  Werth  jp^o  setzen,  und  in  entspre- 
chender Weise  die  Grössen  li,  r^  und  Uq  ändern,  und  in  der  letz- 
teren an  die  Stelle  von  M  die  Summe  M  +  ii  einführen  moss. 
Ich  will  indessen  die  durch  diese  Gleichungen  mögliche  Elimina- 
tion der  beiden  Grössen  m-j  und  ms  hier  nicht  vollständig  ausfüh- 
ren, sondern  nur  für  eine  derselben  mj  ihren  Werth  einsetzen, 
weil  es  für  die  Rechnung  zweckmässiger  ist,  die  so  erhaltene  Glei- 
chung mit  den  beiden  früher  gewonnenen  zusammen  zu  betrach- 
ten. Das  zur  Bestimmung  der  Arbeit  der  Dampfmaschine  die- 
nende System  von  Gleichungen  lautet  also  in  seiner  allgemeinsten 
Form: 

TT  =  -j  Lifi  —  msr^  +  Mc  (H  -  ü) 

+  ^«r^o  —  lic  (T,  -  r"o)]  +  m,u,  (ps  -p'o) 

^TVN    .  +  ^0 1*' •  (i>'a  -  y'o)  -  J»f ö  (jP'o  -  JPo) 

(-^^^0    \m.2[r2  +  Äth  {p\  — pa)]  =  Wifi  +  Mc  (li  —  T^) 

+  ^o^'o  -  f*c  {T,  -  T\)  +  AiL,u\{p\—p\) 

+  ^Jf<y(Pi— jp'i) 

^  =  2|p.  +  (M+^)clbg|. 

39.  Ich  glaube,  dass  es  nicht  ohne  Interesse  sein  wird,  wenn 
ich,  bevor  ich  versuche,  diese  Gleichungen  für  die  Anwendung  ge- 
schickter zu  machen,  zeige,  wie  man  auch  für  eine  unvollkommene 
Dampfmaschine  auf  dem  früher  angedeuteten  umgekehrten  Wege 
zu  denselben  Ausdrücken  gelangt,  wie  auf  dem  vorher  verfolgten. 
Ich  werde  aber,  um  bei  dieser  Abschweifung  nicht  zu  weitläufig 
zu  werden,  nur  zwei  der  ün Vollkommenheiten,  welche  in  den  vo- 
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rigen  Gleichungen  berücksichtigt  sind,  in  Betracht  ziehen,  näm- 
lich das  Vorhandensein  des  schädlichen  Baumes,  und  den  gerin- 
geren Druck  des  Dampfes  im  Gylinder  als  im  Kessel  während 
des  Einströmens.  Dagegen  werde  ich  annehmen,  dass  die  Expan- 
sion vollständig  sei,  in  welchem  Falle  T3  =  IJ,  zu  setzen  ist,  und 
dass  auch  die  Grössen  I{^,  T'o  und  T"^  unter  einander  gleich  seien. 
Wir  haben  bei  dieser  Bestimmung  die  Gleichung  (2)  anzu- 
wenden, welche  wir  hier  in  folgender  Form  schreiben  wollen : 

0 

Das  erste  Glied  auf  der  rechten  Seite  bedeutet  die  Arbeit, 
welche  man  mittelst  der  angewandten  Wärmemenge  Qi,  welche 
für  unseren  Fall  durch  fHi  n  +  Mc  {T^  —  To)  dargestellt  wird, 
erhalten  würde,  wenn  jene  Unvollkommenheiten  nicht  stattfanden. 
Dieses  Glied  ist  schon  in  §.  23  berechnet,  wo  folgender  Ausdruck 
gefunden  wurde : 

Das  zweite  Glied  bedeutet  den  Arbeitsverlust,  welcher  durch 
jene  beiden  unvollkommenheiten  veranlasst  wird.  Die  darin  vor- 
kommende Grösse  K  ist  ebenfalls  schon  berechnet,  nämlich  in 
§.  36,  und  ist  durch  den  in  der  Gleichung  (38)  angeführten  Aus- 
druck dargestellt. 

Setzt  man  diese  beiden  Ausdrücke  in  die  vorige  Gleichung 
ein,  so  kommt: 

(44)       ^'  =  ^  [wi  n  -  Y,  ^^^^  +  -^^  (^^  -  ^«) 


-(Jf  +  ft)crolog^  +  fit)ro]. 


Dass  diese  Gleichung  in  der  That  mit  den  Gleichungen  (XIV.) 
übereinstimmt,  sieht  man  leicht,  wenn  man  in  die  erste  derselben 
für  die  Masse  m^  die  Masse  m^  einführt,  was  mittelst  der  dritten 
Gleichung  geschehen  kann,  und  dann  noch  %-=%-=  T\  =  T\ 
setzt. 

Auf  dieselbe  Weise  kann  man  auch  den  durch  die  unvollstän- 
dige Expansion  entstandenen  Arbeitsverlust  in  Abzug  bringen, 
indem  man  die  beim  Ueberströmen  des  Dampfes  aus  dem  Gylin- 
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der  in  den  Gondensator  entstehende  uncompensirte  Verwandlung 
berechnet,  und  diese  in  N  mit  einbegreift.  Durch  diese  Rech- 
nung, welche  ich  hier  nicht  wirklich  ausführen  will,  gelangt  man 
ganz  zu  dem  in  (XIV.)  gegebenen  Ausdrucke  der  Arbeit 

40.  Um  nun  die  Gleichungen  (XIV.)  zu  einer  numerischen 
Rechnung  anwenden  zu  können,  ist  es  zunächst  nöthig,  die  Grös- 
sen |)'i,  p'q  und  |)' 0  näher  zu  bestimmen. 

Ueber  die  Art,  wie  sich  der  Druck  im  Cylinder  während  des 
Einströmens  ändert,  lässt  sich  kein  allgemein  gültiges  Gesetz  auf- 
stellen, weil  die  Oeffnung  und  Schliessung  des  Zuströmungskana- 
les  bei  verschiedenen  Maschinen  in  zu  verschiedenen  Weisen  ge- 
schieht. Demnach  lässt  sich  auch  für  das  Verhältniss  zwischen 
dem  mittleren  Drucke  p\  und  dem  Enddrucke  |)2,  bei  ganz  stren- 
ger Auffassung  des  letzteren,  nicht  ein  bestimmter,  ein-  für  alle* 
mal  geltender  Werth  angeben.  Dagegen  wird  dieses  möglich, 
wenn  man  mit  der  Bedeutung  von  p^  eine  geringe  Aenderung 
vornimmt. 

Der  Abschluss  des  Gylinders  vom  Kessel  kann  natürlich  nicht 
momentan  geschehen,  sondern  die  dazu  nöthige  Bewegung  des  Ven- 
tiles  oder  Schiebers  erfordert  je  nach  den  verschiedenen  Steue- 
rungseinrichtungen eine  grössere  oder  kleinere  Zeit,  während 
welcher  der  im  Cylinder  befindliche  Dampf  sich  etwas  ausdehnt, 
weil  wegen  der  Verengung  der  Oeffnung  weniger  neuer  Dampf 
zuströmen  kann,  als  der  Stempelgeschwindigkeit  entspricht.  Man 
kann  daher  im  Allgemeinen  annehmen,  dass  zu  Ende  dieser  Zeit 
der  Druck  schon  etwas  kleiner  ist,  als  der  mit  p\  bezeichnete 
mittlere  Druck. 

Wenn  man  sich  aber  nicht  daran  bindet,  gerade  das  Ende 
der  zum  Schliessen  nöthigen  Zeit  als  den  Moment  des  Abschlus- 
ses in  Rechnung  zu  bringen,  sondern  sich  in  der  Feststellung  die- 
ses Momentes  einige  Freiheit  verstattet,  so  kann  man  dadurch 
auch  für  p2  andere  Werthe  erhalten.  Man  kann  sich  dann  den 
Zeitpunct  so  gewählt  denken,  dass,  wenn  bis  dahin  schon  die 
ganze  Masse  M  eingeströmt  wäre,  dann  in  diesem  Augenblicke 
ein  Druck  stattfinden  würde,  welcher  dem  bis  zu  diesem  Augen- 
blicke gerechneten  mittleren  Drucke  gerade  gleich  wäre.  Indem 
man  den  auf  diese  Weise  näher  bestimmten  momentanen  Ab- 
schluss an  die  Stelle  des  in  der  Wirklichkeit  stattfindenden  all- 
mälichen  Abschlusses  setzt ,  begeht  man  in  Bezug  auf  die  daraus 
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berechnete  Arbeit  nur  einen  unbedeutenden  Fehler.  Man  kann 
sich  daher  mit  dieser Modification  der  Pambour'schen  Annahme 
anschliessen,  dass  p\  =  j>2  sei,  wobei  es  dann  aber  noch  für  je- 
den einzelnen  Fall  einer  besonderen  Betrachtung  Yorbehalten 
bleibt,  unter  Berücksichtigung  der  obwaltenden  Umstände  den 
Zeitpunct  des  Abschlusses  richtig  zu  bestimmen. 

41.  Was  ferner  den  beim  Rückgange  des  Stempels  stattfin- 
denden Gegendruck  p*^  betrifft,  so  ist  die  Differenz  j/o  —  !>•  ^i^- 
ter  sonst  gleichen  Umständen  offenbar  um  so  kleiner,  je  kleiner 
1^  ist.  Sie  wird  daher  bei  Maschinen  mit  Condensator  kleiner 
sein,  als  bei  Maschinen  ohne  Condensator,  bei  denen  |)o  gleich 
einer  Atmosphäre  ist.  Bei  den  wichtigsten  Maschinen  ohne  Con- 
densator, den  Locomotiven,  kommt  gewöhnlich  noch  ein  besonde- 
rer Umstand  hinzu,  welcher  dazu  beiträgt,  die  Differenz  zu  yer- 
grossem,  nämlich  der,  dass  man  dem  Dampfe  nicht  einen  mög- 
lichst kurzen  und  weiten  Kanal  zum  Abfluss  in  die  Atmosphäre 
darbietet,  sondern  ihn  in  den  Schornstein  leitet  und  dort  durch 
ein  etwas  verengtes  Blasrohr  ausströmen  lässt,  um  auf  diese  Weise 
einen  künstlichen  Luftzug  zu  erzeugen. 

In  diesem  Falle  ist  eine  genaue  Bestimmung  der  Differenz 
für  die  Zuverlässigkeit  des  Resultates  von  Bedeutung.  Man  muss 
dabei  auch  berücksichtigen,  dass  die  Differenz  bei  einer  und  der- 
selben Maschine  nicht  constant,  sondern  von  der  Ganggeschwin- 
digkeit abhängig  ist,  und  muss  das  Gesetz,  nach  welchem  diese 
Abhängigkeit  stattfindet,  feststellen.  Auf  diese  Betrachtungen 
und  die  Untersuchungen,  welche  über  diesen  Gegenstand  schon 
angestellt  sind,  will  ich  aber  hier  nicht  eingehen,  weil  sie  nichts 
mit  der  mechanischen  Wärmetheorie  zu  thun  haben. 

Bei  Maschinen,  in  denen  jene  Anwendung  des  aus  dem  Cy- 
linder  austretenden  Dampfes  nicht  vorkommt,  und  besonders  bei 
den  Maschinen  mit  Condensator  ist  p'o  so  wenig  von  p^  verschie- 
den, und  kann  sich  daher  auch  mit  der  Ganggeschwindigkeit  nur 
so  wenig  ändern,  dass  es  für  die  meisten  Untersuchungen  genügt, 
einen  mittleren  Werth  für  p'o  anzunehmen. 

Da  ferner  die  Grrösse  |)o  in  den  Gleichungen  (XIV.)  nur  in 
einem  mit  dem  Factor  6  behafteten  Gliede  vorkommt,  und  daher 
auf  den  Werth  der  Arbeit  einen  sehr  geringen  Einfluss  hat,  so 
kann  man  ohne  Bedenken  auch  für  jpo  den  Werth  setzen,  welcher 
Air  jp'^  der  wahrscheinlichste  ist 
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Der  im  schädlichen  Räume  stattfindende  Druck  f'\  hängt, 
wie  schon  erwähnt,  davon  ab,  ob  der  Abschluss  yom  Condensator 
vor  oder  nach  dem  Ende  der  Stempelbewegung  eintritt,  und  kann 
dadurch  sehr  verschieden  ausfallen.  Aber  auch  dieser  Druck  und 
die  davon  abhängigen  Grössen  kommen  in  den  Gleichungen  (XIV.) 
nur  in  solchen  Gliedern  vor,  welche  mit  kleinen  Factoren  behaf- 
tet sind,  nämlich  mit  ft  und  fi^ ,  so  dass  man  von  einer  genauen 
.•  Bestimmung  dieses  Druckes  absehen,  und  sich  mit  einer  ungefäh- 
ren Schätzung  begnügen  kann.  In  solchen  Fällen,  wo  nicht  be- 
sondere umstände  dafür  sprechen,  dass  p'\  bedeutend  von  jp'o  ab- 
weicht, kann  man  diesen  Unterschied,  ebenso  wie  den  zwischen  jpo 
und|>'o,  vernachlässigen,  und  den  Werth,  welcher  den  mittleren 
Gegendruck  im  Cylinder  mit  der  grössten  Wahrscheinlichkeit  dar- 
stellt, als  gemeinsamen  Werth  für  alle  drei  Grössen  annehmen. 
Dieser  Werth  möge  dann  einfach  mit  p^  bezeichnet  werden. 

Durch  Einführung  dieser  Vereinfachungen  geben  die  Glei- 
chungen (XIV.)  über  in: 

TT'  =  --  [wiri  —  fw,r3  +  Mc  (ü  —  T,) 

+  IhU  —  f*c(T3  —  To)J  +  »»3«*3  (p8  —  i>o) 
(XV.)    \nhr2  =  fWin  +  Mc  (Ti  —  Ta)  +  Ihn  —  fic(T,  — To) 

42.  In  diesen  Gleichungen  ist  vorausgesetzt,  dass  ausser  den 
Massen  Jf,  nh,  ft  und  fio )  ^on  denen  die  beiden  ersten  durch  di- 
recte  Beobachtung  bekannt  sein  müssen,  und  die  beiden  letzten 
aus  der  Grösse  des  schädlichen  Raumes  angenähert  bestimmt  wer- 
den können,  auch  noch  die  vier  Druckkräfte  j>i,  p^^  p^  und  poj  oder, 
was  dasselbe  ist,  die  vier  Temperaturen  2\,  T^^  T^  und  T^  gege- 
ben seien.  Diese  Bedingung  ist  aber  in  den  in  der  Praxis  vor- 
kommenden Fällen  nur  theilweise  erfüllt,  und  man  muss  daher 
andere  Data  für  die  Rechnung  zu  Hülfe  nehmen. 

Von  jenen  vier  Druckkräften  sind  nur  zwei  als  bekannt  voraus- 
zusetzen, nämlich  pi  und  jpo)  deren  erstere  durch  das  Kesselmano- 
meter unmittelbar  angegeben  wird,  und  letztere  aus  der  Angabe  des 
Gondensatormanometers  wenigstens  angenähert  geschlossen  wer- 
den kann.   Die  beiden  anderen  p^  und  p^  sind  nicht  gegeben,  aber 
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dafür  kennt  man  die  Dimensionen  des  Gylinders,  und  weiss,  bei 
welcher  Stellung  ded  Stempels  der  Abschluss  vom  Kessel  erfolgt. 
Daraus  kann  man  die  Volumina,  welche  der  Dampf  im  Cylinder 
im  Momente  des  Abschlusses  und  zu  Ende  der  Expansion  ein- 
nimmt, ableiten,  und  diese  beiden  Volumina  können  daher  als 
Data  an  die  Stelle  der  Druckkräfte  p2  und  p^  treten. 

Es  kommt  nun  darauf  an,  die  Gleichungen  in  solche  Form 
zu  bringen,  dass  man  mittelst  dieser  Data  die  Rechnung  ausfuh- 
ren kann. 

^43.  Es  sei  wieder,  wie  bei  der  Auseinandersetzung  derPam- 
bour'schen  Theorie,  der  ganze  Raum,  welcher  während  eines 
Hubes  im  Cylinder  frei  wird,  mit  Einschluss  des  schädlichen  Bau- 
mes, mit  v',  der  bis  zum  Abschluss  vom  Kessel  frei  werdende  Raum 
mit  et;'  und  der  schädliche  Raum  mit  sv'  bezeichnet.  Dann  hat 
man  nach  dem,  was  früher  gesagt  ist,  die  Gleichungen : 

Die  Grössen  ft  und  6  sind  beide  so  klein,  dass  man  ihr  Product 
ohne  Weiteres  vernachlässigen  kann,  wodurch  kommt : 

n^ih  =  ev'  —  Ma 


(45) 


sv' 


Wo 

Ferner  ist  nach  Gleichung  (VI.),  wenn  wir  für  den  darin  ent- 
haltenen Differentialcoefficienten  -7^,   welcher  im  Folgenden  so 

oft  vorkommen  wird,  dass  eine  einfachere  Bezeichnung  zweckmäs- 
sig ist,  den  Buchstaben  g  einführen : 

r  «=  -4  Tug. 

Hiernach  kann  man  in  den  obigen  Gleichungssystemen  die 
Grössen  r^  und  r^  durch  u^  und  u^  ersetzen.  Dann  kommen  die 
Massen  1913  und  m^  nur  noch  in  den  Producten  fn2ti3  und  m^ih 
vor,  und  für  diese  kann  man  die  in  den  beiden  ersten  der  Glei- 
chungen (45)  gegebenen  Werthe  einsetzen. 

Ebenso  kann  man  mittelst  der  letzten  dieser  Gleichungen  zu- 
nächst die  Masse  fio  eliminiren,  und  was  die  andere  Masse  (i  an- 
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betrifft,  so  kann  diese  zwar  etwas  grösser  als  f^  sein,  da  aber  die 
Glieder,  welche  (i  als  Factor  enthalten,  überhaupt  sehr  unbedeu- 
tend sind,  so  kann  man  unbedenklich  auch  fiirft  denselben  Werth 
einsetzen,  welcher  für  iiq  gefunden  ist,  d.  h.  man  kann  jene  der 
Allgemeinheit  wegen  gemachte  Annahme ,  dass  die  ursprünglich 
im  schädlichen  Baume  befindliche  Masse  theils  flüssig,  theils  dampf- 
förmig war,  für  die  numerische  Rechnung  fallen  lassen,  und  jene 
Masse  als  ganz  dampfförmig  voraussetzen. 

Die  eben  angedeuteten  Substitutionen  können  sowohl  in  den 
allgemeineren  Gleichungen  (XIV.)  als  auch  in  den  vereinfachten 
Gleichungen  (XV.)  geschehen.  Da  indessen  die  Ausführung-  gar 
keine  Schwierigkeit  hat,  so  wollen  wir  uns  hier  auf  die  letzteren 
beschränken,  um  die  Gleichungen  sofort  in  einer  für  die  numeri- 
sche Berechnung  geeigneten  Form  zu  erhalten. 

Sie  lauten  nach  dieser  Aenderung  folgendermaassen : 

Iff  =^-^-^ — -j^ -—  (v  —  M6){T^g^  —  ]^  +jpo) 

(XVI.)  {(ev^  -  M6)  T.g.  =  m,n  -^  Mc^^T.  -  T.) 

[(t;'-Jf<J)Sf3  =  (et;'-Jf(J)i72  +  (3f +  '^)2  ^og  |. 

44.  Um  diese  Gleichungen,  welche  die  Arbeit  eines  Hubes 
oder  der  Dampfmenge  m^  bestimmen,  endlich  noch  auf  die  Ge- 
wichtseinheit Dampf  zu  beziehen,  ist  dasselbe  Verfahren  anzuwen- 
den, mittelst  dessen  früher  die  Gleichungen  (35)  in  (XII.)  verwan- 
delt wurden.  Wir  dividiren  nämlich  die  drei  Gleichungen  durch 
9»!  und  setzen  dann: 

—=h   —  =  F  und  -!^  =  W. 

Dadurch  gehen  die  Gleichungen  über  in : 
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,    ^  ^rp  -  c  (2*3  —  Tq) 

Aut 

(XVII.)  i(e  F—  Zö)  T,g,  =  n  +  ^c  (Ji  -  ^») 

(F-iö)  ^,  =  (er-  U)  g,  +  (l+  il)  I  log  g  • 

45.  Die  Anwendung  dieser  Gleichungen  zur  Berechnung  der 
Arbeit  kann  in  folgender  Weise  geschehen.  Aus  der  als  bekannt 
vorausgesetzten  Verdampfungsstärke  und  aus  der  Ganggeschwin- 
digkeit, welche  die  Maschine  dabei  annimmt,  bestimmt  man  das 
Volumen  F,  welches  auf  eine  Gewichtseinheit  Dampf  kommt.  Mit 
Hülfe  dieses  Werthes  berechnet  man  zunächst  aus  der  zweiten 
Gleichung  die  Temperatur  li,  sodann  aus  der  dritten  die  Tempe« 
ratur  Ta,  und  diese  endlich  wendet  man  in  der  ersten  Gleichung 
zur  Bestimmung  der  Arbeit  an. 

Dabei  stösst  man  aber  noch  auf  eine  eigenthümliche  Schwie- 
rigkeit. Um  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  die  Temperatu- 
ren T2  und  Ts  zu  berechnen,  müssten  dieselben  eigentlich  nach 
den  Temperaturen  aufgelöst  werden.  Sie  enthalten  aber  diese 
Temperaturen  nicht  nur  explicite,  sondern  auch  jfaiplicite,  indem 
|)  und  g  Functionen  der  Temperatur  sind.  Wollte  man  zur  Eli- 
mination dieser  Grössen  eine  der  gebräuchlichen  empirischen 
Formeln,  welche  den  Dampfdruck  als  Function  der  Temperatur 
darstellen,  für  p^  und  ihren  Dififerentialcoefficienten  für  g  .  ein- 
setzen, so  würden  die  Gleichungen  für  die  weitere  Behandlung  zu 
complicirt  werden.  Man  könnte  sich  nun  vielleicht  in  ähnlicher 
Weise,  wie  Pambour,  daditrch  helfen,  dass  man  neue  empirische 
Formeln  aufstellte,  welche  für  den  vorliegenden  Zweck  bequemer, 
und  wenn  auch  nicht  für  alle  Temperaturen,  so  doch  innerhalb 
gewisser  Intervalle  hinlänglich  genau  wären.  Auf  solche  Ver- 
suche will  ich  jedoch  hier  nicht  eingehen,  sondern  statt  dessen 
anfein  anderes  Verfahren  aufmerksam  machen,  bei  welchem  die 
Bechnung  zwar  etwas  weitläufig,  aber  in  ihren  einzelnen  Thei- 
len  leicht  ausführbar  ist. 

GlAusiuB,  meeh.  Wärmetheorie.  X4 
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46.  Wenn  die  Spannungsreihe  des  Dampfes  für  irgend  eine 
Flüssigkeit  mit  hinlänglicher  Genauigkeit  bekannt  ist,  so  kann 
man  daraus  auch  die  Werthe  der  Grössen  g  und  T.g  für  ver- 
schiedene Temperaturen  berechnen,  und  ebenso,  wie  es  mit  den 
Werthen  von  p  zu  geschehen  pflegt,  in  Tabellen  yereinigen. 

Für  den  Wasserdampf,  welcher  bis  jetzt  bei  den  Dampfma- 
schinen fast  allein  angewandt  wird,  und  für  das  Temperaturinter- 
yall,  innerhalb  dessen  die  Anwendung  stattfindet,  nämlich  von 
40®  bis  200®  C.  habe  ich  eine  solche  Rechnung  mit  Hülfe  der 
R e gn au  1  tischen  Spannungsreihe  ausgeführt 

Ich  hätte  dabei  eigentlich  die  Formeln,  welche  Regnault 
zur  Berechnung  der  einzelnen  Werthe  von  p  unter  und  über  100® 
benutzt  hat,  nach  t  differentiiren ,  und  mitteist  der  dadurch  er- 
haltenen neuen  Formeln  g  berechnen  müssen.  Da  aber  jene  For- 
meln doch  nicht  so  vollkommen  ihrem  Zwecke  entsprechen ,  dass 
mir  diese  mühsame  Arbeit  lohnend  schien,  und  die  Aufstellung 
und  Berechnung  einer  anderen  geeigneteren  Formel  noch  weit- 
läufiger gewesen  wäre,  so  habe  ich  mich  damit  begnügt,  die  schon 
für  den  Druck  berechneten  Zahlen  auch  zu  einer  angenäherten 
Bestimmung  des  Differentialcoefficienten  des  Druckes  zu  benutzen. 
•Sei  z.  B.  der  Druck  für  die  Temperaturen  146®  und  148®  mit  p,«; 
und|>i48  bezeichnet,  so  habe  ich  angenommen,  dass  die  Grösse 

2 

den  für  die  mittlere  Temperatur  147®  geltenden  Werth  des  DiflFe- 
rentialcoefficienten  hinlänglich  genau  darstelle. 

Dabei  habe  ich  über  100®  die  von  Regnault  selbst  ange- 
führten Zahlen  benutzt  ^).  In  Bezug  auf  die  Werthe  unter  100® 
hat  in  neuerer  Zeit  Moritz  ^)  darauf  aufmerksam  gemacht,  dass 
die  Formel,  welche  Regnault  zwischen  0®  und  100®  angewandt 
hat,  dadurch,  dass  er  sich  zur  Berechnung  der  Gonstanten  sieben- 
stelliger Logarithmen  bedient  hat,  etwas  ungenau  geworden  ist, 
besonders  in  der  Nähe  von  100®.  Moritz  hat  daher  jene  Con- 
stanten unter  Zugrundelegung  derselben  Beobachtungswertbe  mit 
zehnstelligen  Logarithmen  berechnet,  und  die  aus  dieser  verbes- 


1)  Mim,  de  VAcad,  des  Sciences  T.  XXI,  p.  625. 
^)  Btdletin  de  la  Classe  physico-mathimatique  de  VAcad,  de  St,  Pe- 
tersbourg  T.  XIII,  p.  41. 
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serten  Formel  abgeleiteten  Werthe  von  p,  soweit  sie  von  den 
Regn au It' sehen  abweichen,  was  erst  über  40^  eintritt,  mitgetheilt 
Diese  Werthe  habe  ich  benutzt. 

Nachdem  die  Grösse  g  für  die  einzelnen  Temperaturgrade 
berechnet  ist,  hat  auch  die  Berechnung  des  Productes  T.  g  keine 
Schwierigkeit  mehr,  da  T  durch  die  einfache  Gleichung 

r  =  273  +  ^ 
bestimmt  ist. 

Die  so  gefundenen  Werthe  von  g  und  T.g  habe  ich  in  einer 
am  £nde  dieser  Abhandlung  mitgetheilten  Tabelle  zusammenge- 
stellt. Der  Vollständigkeit  wegen  habe  ich  auch  die  dazugehöri- 
gen Werthe  von  p  hinzugefügt,  und  zwar'  über  100<>  die  von 
Regnault,  unter  100®  die  von  Moritz  berechneten.  Bei  jeder 
dieser  drei  Zahlenreihen  sind  die  Differenzen  je  zweier  aufeinan- 
der folgender  Zahlen  mit  angeführt,  so  dass  man  aus  dieser  Ta- 
belle für  jede  gegebene  Temperatur  die  Werthe  jener  drei  Grös- 
sen, und  umgekehrt  für  jeden  gegebenen  Werth  einer  jener  drei 
Grössen  die  entsprechende  Temperatur  finden  kann. 

Nach  dem,  was  vorher  über  die  Berechnung  von  g  gesagt  ist, 
brauche  ich  wohl  kaum  hinzuzufügen,  dass  ich  die  Zahlen  dieser  Ta- 
belle nicht  als  genau  betrachte,  sondern  sie  nur  in  Ermangelung 
besserer  mittheile.  Da  jedoch  die  bei  der  Dampfmaschine  vorkom- 
menden Rechnungen  immer  auf  ziemlich  unsicheren  Daten  beru- 
hen, so  kann  man  hierzu  die  Zahlen  unbedenklich  anwenden,  ohne 
fürchten  zu  müssen,  dass  dadurch  die  Unsicherheit  des  Resulta- 
tes erheblich  vermehrt  werde  i). 


1)  [Da  der  Differentialcoef&oient  ^  in  RoohnangeD,  welche  irich  auf 

den  Dampf  beziehen,  sehr  oft  vorkommt,  so  ist  es  von  Interesse,  zu  wissen, 
in  wie  weit  die  von  mir  angewandte  bequeme  Bestimmungsweise  desselben 
zuverlässig  ist,  und  ich  will  daher  hier  einige  Zahlen  zur  Vergleichung  zu- 
sammenstellen. 

Regnault  hat  zur  Berechnung  der  in  seiner  Tabelle  enthaltenen  Wer- 
the der  Dampfspannungen  für  die  Temperaturen  über  100^  folgende  For- 
mel angewandt: 

Log  p  =  a  —  fto*  —  cß'f 

worin  unter  Log  der  Briggs'sche  Logarithmus  verstanden  ist,  ferner  x  die 

Yon  —200  an  gerechnete  Temperatur  bedeutet,  so  dass  a:  =  t-|-  20  ist,  und 

endlich  die  fünf  Constanten  folgende  Werthe  haben: 

14* 


212  Abhandlung  V. 

üeber  die  Art  der  Anwendung  ist  jedoch  noch  eine  Bemer- 
knng  nöthig.    In  den  Gleichungen  (XYIL)  ist  vorausgesetzt,  dass 


c 


a  =r  6^640348 
Log  h  ==  0,1397743 
Log  c  =  0,6924351 
Log  «  =  9,991049292  -  10 
Log  ß  =  9,998343862  —  10. 

Wenn  man  aas  dieser  Formel  fnr  p  eine  Gleichung  für  -~  ableitet,  so  er- 
hält man: 

worin  a  und  ß  dieselben  Werthe  haben,  wie  vorher,   und  A  und  B  zwei 
neue  Constante  von  folgenden  Werthen  sind: 

Log  A  =  8,5197602  —  10 
Log  B  =  8,()02S403  —  10. 

Berechnet  man  aus  dieser  Gleichung  den  im  Texte  beispielsweise  erwähnten, 

auf  die  Temperatur  147^  bezuglichen  Werth  des  Differentialcoefficienten  3^, 

dt 

so  erhält  man: 

;^) = «,,„5. 

Für  jene  angenäherte  Bestimmungsweise  hat  man  nach  der  Regnault'- 
schen  Tabelle  die  Spannungen: 

Pi^Q  =  3392,98 

Pue  =  3212,74 
und  daraus  ergiebt  sich: 

.     £i48^zJPii6  =  152!?f  =  90 12. 

Man  sieht,  dass  dieser  angenäherte  Werth  mit  dem  aus  der  obigen  Glei- 
chung berechneten  genaueren  Werthe  so  nahe  übereinstimmt^  dass  man  ihn 
in  den  bei  Dampfmaschinen  vorkommenden  Rechnungen  unbedenklich  an- 
wenden kann. 

Was  die  Temperaturen  zwischen  0®  und  100^  anbetrifft,  so  lautet  die 
Formel,  welche  Regnault  in  diesem  Intervalle  zur  Berechnung  der  Dampf- 
spannungen angewandt  hat 

Log  p  =1  a  -\-  ba'  — cf^- 

Die  Gonstanten  haben  nach  der  verbesserten  Berechnung  von  Moritz  fol- 
gende Werthe: 

a  =  4,7393707 

Log  b  =  8,1319907112  —  10 
Log  c  =  0,6117407676 
Log  «  =  0,006864937152    ' 
Log  ß  =  9,996725536856  —  10. 
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der  Druck  p  und  sein  Diflferentialcoefficient  g  in  Kilogrammen 
auf  ein  Quadratmeter  ausgedrückt  seien;  in  den  Tabellen  da- 
gegen ist  dieselbe  Druckeinheit  beibehalten,  auf  welche  sich 
die  Regnault'sche  Spannungsreihe  bezieht,  nämlich  Millimeter 
Quecksilber.  Um  dessenungeachtet  die  Tabelle  anwenden  zu 
können,  braucht  man  nur  in  jenen  Gleichungen  alle  GJieder,  welche 
nicht  entweder  p  oder  g  als  Factor  enthalten,  durch  die  Zahl 
13,596  zu  dividiren.  Ich  werde  diese  Zahl,  welche  nichts  weiter 
ist,  als  das  specifiscbe  Gewicht  des  Quecksilbers  von  0^  vergli- 
chen mit  Wasser  vom  Maximum  der  Dichte,  der  Kürze  wegen  mit 
Je  bezeichnen  i). 


Aus  dieser  Formel  läset  sich  für  ^  wieder  eine  Gleichung  von  der  Form 

ableiten,  worin  die  Werthe  der  Constanten  «  und  ß  die  eben   angeführton 
sind,  und  A  und  B  folgende  Werthe  haben: 

Log  A  z=  6,6930586  —  10 
Log  B  =  8,8513123  —  10. 

Berechnet  man  aus  dieser  Gleichung  z.  B.  den  der  Temperatur  70®  entspre- 
chenden Werth  von  t^,  so  findet  man: 

at 


( 


If)     =10,1112. 


Durch  die  angenäherte  Bestimmangs weise  erhält  man : 

Pn^^^ßS.  =  10,113, 

also  wiederum  eine  Zahl,  welche  mit  der  aus  der  genaueren  Gleichung  be- 
rechneten befriedigend  übereinstimmt.     1864.] 

^)  [Wenn  man  einen  Druck,  welcher  in  Millimetern  Quecksilber  durch 
die  Zahl  p  dargestellt  ist,  in  Kilogrammen  pro  Quadratmeter  ausdrücken 
will,  so  muss  man  die  Zahl  p  mit  dem  Gewichte  einer  Quecksilbersäule 
von  einem  Quadratmeter  Grundfläche  und  einem  Millimeter  Höhe  multipli- 
ciren.  Das  Volumen  einer  solchen  Säule  ist  Viooo  Cubikmeter  oder  ein  Cu- 
bikdecimeter.  Nun  wiegt  aber  ein  Gubikdecimeter  Wasser  vom  Maximum 
der  Dichte  1  Eilogr.,  und  ein  Gubikdecimeter  Quecksilber  von  0^^  wiegt 
Bomit  13,596  Kilogr.  Diese  letztere  Zahl  ist  es  also,  mit  welcher  man 
die  Zahl  p  zu  dem  genannten  Zwecke  multipliciren  muss.  Natürlich  kommt 
es  aber  auch  auf  dasselbe  hinaus,  wenn  wir  in  unseren  Gleichungen,  anstatt 
diejenigen  Glieder,  welche  p  oder  den  mit  g  bezeichneten  Differentialcoef- 
ficienten  von  p  als  Factor  enthalten,  mit  13,596  zu  multipliciren,  vielmehr 
die  übrigen  Glieder  mit  derselben  Zahl  dividiren.    1864.] 
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Diese  Aenderung  der  Formeln  hat  übrigens  fast  gar  keine 
Vermehrung  der  Rechnungen  zur  Folge,  indem  sie  darauf  hinaus- 
kommt, dass  statt  des  constanten  Factors  -j,  welcher  nach  Joule 

den  schon  früher  angeführten  Werth  423,55  hat,  überall  die  an- 
dere Gonstante 

ua^  '  ^    _12M5_3ii525 

(^^)  Äk  -  TsM  -  ^^'^^^^ 

zu  setzen  ist,  und  ausserdem  statt  der  Arbeit    W  zunächst  die 

W 
Grösse   ~-  gefunden  wird,  welche  dann  noch  mit  k  multiplicirt 

K 

werden  muss. 

47.  Kehren  wir  nun  zu  den  Gleichungen  (XVII.)  zurück,  und 
betrachten  zuerst  die  zweite  derselben. 

Diese  Gleichung  lässt  sich  in  folgender  Form  schreiben : 

(47)  1^92  =  C  +  a  (*i  -  fc)  —  6  (i)i  - 1)2), 

worin  die  Grössen  C,  a  und  b  von  t^  unabhängig  sind,  nämlich : 

(47a)    /        K^+V) 


a  = 


6  = 


Äk(er—l<5) 
sV—l6 


eV—  lö 

Von  den  drei  auf  der  rechten  Seite  von  (47)  stehenden  Glie- 
dern ist  das  erste  bei  Weitem  überwiegend,  und  dadurch  wird  es 
möglich,  das  Product  ^2^2  und  damit  zugleich  auch  die  Tempe- 
ratur ^  durch  successive  Näherung  zu  bestimmen. 

Um  den  ersten  Näherungswerth  des  Productes,  welcher  T'g' 
heissen  möge,  zu  erhalten,  setze  man  auf  der  rechten  Seite  ^1  an 
die  Stelle  von  ^  und  entsprechend  pi  statt  p2,  dann  kommt : 

(48)  .  T'g'  =  a 

Die  zu  diesem  Werthe  des  Productes  gehörige  Temperatur  t' 
schlage  man  in  der  Tabelle  auf.  Um  nun  den  zweiten  Näherungs- 
werth des  Productes  zu  bekommen,  setze  man  den  eben  gefunde- 
nen Werth  t'  und  den  entsprechenden  Werth  jp'  des  Druckes  auf 
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der  rechten  Seite  von  (47)  für  ^  und  p2 ,  wodurch  man  unter  Be- 
rücksichtigung der  vorigen  Gleichung  erhält: 

(48a)  T"  (/"  =  rg'  +  a(^i  -  t')  —  b  (p,  —  p'). 

Die  zu  diesem  Werthe  des  Productes  gehörige  Temperatur  t"  er- 
giebt  sich,  wie  vorher,  aus  der  Tabelle.  Stellt  diese  die  gesuchte 
Temperatur  ^  noch  nicht  genau  genug  dar,  so  wiederhole  man 
dasselbe  Verfahren.  Man  setze  auf  der  rechten  Seite  von  (47)  t" 
und|)"  an  die  Stelle  von  ^  unäp^i  wodurch  man  unter  Berück- 
sichtigung der  beiden  vorigen  Gleichungen  erhält: 

(48b)        r"  /'  =  r'  g''  +  a(t'  —  t'')  —  b  (p' —  p"), 

und  den  neuen  Temperatur werth  t"'  in  der  Tabelle  finden  kann. 

In  dieser  Weise  könnte  man  beliebig  lange  fortfahren,  aber 
schon  der  dritte  Nährungswerth  weicht  nur  noch  etwa  um  Vioo 
Grad,  tmd  der  vierte  um  weniger  als  Viooo  Grad  von  dem  wahren 
Werthe  der  Temperatur  ^  ab. 

48.  Ganz  ähnlich  ist  die  Behandlung  der  dritten  der  Glei- 
chungen (XVIL).  Dividirt  man  diese  durch  V —  lö,  und  führt 
der  leichteren  Rechnung  wegen  statt  der  durch  das  Zeichen  log 
angedeuteten  natürlichen  Logarithmen  Briggs' sehe  Logarithmen 
ein,  welche  durch  das  Zeichen  Log  angedeutet  werden  mögen,  wo- 
bei man  nur  den  Modulus  M  dieses  Systems  als  Divisor  hinzufu- 
gen muss ,  so  nimmt  die  Gleichung  die  Form 

(49)  g,=  C  +  aLog  ^^ 

an,  worin  C  und  a  folgende  von  T^  unabhängige  Werthe  haben: 


(49  a) 


eV—la 
^=    V-U   '^' 


K'  +  ';f) 


M.Ah{V  -l6) 

In  der  Gleichung  (49)  ist  wieder  auf  der  rechten  Seite  das 
erste  Glied  überwiegend ,  so  dass  man  das  Verfahren  der  succes- 
siven  Näherung  anwenden  kann.  Man  setze  zunächst  T^  an  die 
Stelle  von  Ta,  dann  erhält  man  als  ersten  Näherungswerth  von  g^ : 
(50)  g'=C 

und  kann  die  dazu  gehörige  Temperatur  t'  in  der  Tabelle  finden. 
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und  daraus  leicht  die  absolute  Temperatur  T'  bilden.    Diese  setze 
man  nun  in  (49)  für  Tz  ein,  dann  kommt: 

(50  a)  ^"  =  ^'  +  «Logp, 

woraus  sich  T"  ergiebt.    Ebenso  erhält  man  weiter: 

(50  b)  ^'"  =  ^"  +  «Log  1^ 

u.  s.  f. 

49.  Es  bleibt  nun,  um  zur  numerischen  Anwendung  der  Glei- 
chungen (XVII.)  schreiten  zu  können,  nur  noch  die  Bestimmung 
der  Grössen  c  und  r  übrig. 

Die  Grösse  c,  d.  h.  die  specifische  Wärme  der  Flüssigkeit  ist 
in  der  bisherigen  Entwickelung  als  constant  behandelt.  Das  ist 
freilich  nicht  ganz  richtig,  da  die  specifische  Wärme  mit  wach- 
sender Temperatur  etwas  zunimmt.  Wenn  man  aber  denWerth, 
welcher  etwa  für  die  Mitte  des  Intervalles,  welches  die  in  der  Un- 
tersuchung vorkommenden  Temperaturen  umfasst,  richtig  ist,  als 
gemeinsamen  Werth  auswählt,  so  können  die  Abweichungen  nicht 
bedeutend  werden.  Bei  den  durch  Wasserdampf  getriebenen 
Dampfmaschinen  kann  als  solche  mittlere  Temperatur  etwa  100<> 
gelten,  welche  bei  einer  gewöhnlichen  Hochdruckmaschine  mit 
Condensator  ungefähr  gleich  weit  von  der  Kessel-  und  Conden- 
satortemperatur  entfernt  ist.  Wir  wollen  also  beim  Wasser  den 
Werth  anwenden,  welcher  nach  Regnault  die  specifische  Wärme 
bei  100^  darstellt,  indem  wir  setzen : 
(51)  c  =  1,0130. 

Zur  Bestimmung  der  Grösse  r  gehen  wir  von  der  Gleichung 
aus,  welche  Begnault  für  die  ganze  Wärmemenge,  welche  dazu 
nöthig  ist,  um  eine  Gewichtseinheit  Wasser  von  0^  bis  zur  Tem- 
peratur t  zu  erwärmen  und  bei  dieser  Temperatur  in  Dampf  zu 
verwandeln,  aufgestellt  hat,  nämlich : 

A  =  606,5  +  0,305  .  t. 

Setzt  man  hierin  für  A  die  der  vorigen  Definition  entsprechende 


Summe    1  cdt  +  r^  bo  kommt: 


r  =  606,5  4-  0,305  .t—fcdt 
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In  dem  Integrale  muss  man,  um  genau  die  Werthe  von  r  zu 
erhalten,  welche  Begnault  angiebt,  für  c  die  von  Kegnault 
näher  bestimmte  Temperaturfunction  anwenden.  Ich  glaube  aber, 
dass  es  für  den  vorliegenden  Zweck  genügt,  wenn  wir  auch  hier- 
bei für  c  die  vorher  angeführte  Constante  in  Anwendung  bringen. 
Dadurch  erhalten  wir: 


f 


cdt=  1,013  J, 


und  können  nun  die  beiden  von  t  abhängigen  Glieder  der  vorigen 
Gleichung  in  Eines  zusammenziehen,  welches  —  0,708 .  t  lautet. 

Zugleich  müssen  wir  nun  auch  das  constante  Glied  der  Glei- 
chung etwas  ändern,  und  wir  wollen  es  so  bestimmen,  dass  der- 
jenige Beobachtungswerth  von  r,  welcher  wahrscheinlich  unter 
allen  der  genauste  ist,  auch  durch  die  Formel  richtig  dargestellt 
wird.  Bei  100^  hat  Begnault  für  die  Grösse  A  als  Mittel  aus 
38  Beobachtungszahlen  den  Werth  636,67  gefunden.  Ziehen  wir 
hiervon  die  Wärmemenge  ab,  welche  zur  Erwärmung  der  Ge- 
wichtseinheit Wasser  von  0»  bis  100»  erforderlich  ist,  und  welche 
nach  Begnault  100,5  Wärmeeinheiten  beträgt,  so  bleibt,  wenn 
wir  uns  mit  Einer  Decimale  begnügen, 

rioo  =  536,2  i). 
Unter  Anwendung  dieses  Werthes  erhält  man  für  r  die  Formel: 
(52)  r  =  607  —  0,708 .  t 

Eine  Vergleichung  einiger  hieraus  berechneter  Werthe  mit 
den  von  Begnault  in  seiner  Tabelle  2)  angeführten  wird  zeigen, 
dass  diese  vereinfachte  Formel  sich  der  vorher  angedaiiteten  stren- 
geren Berechnungsart  hinlänglich  genau  anschliesst: 


t 

0 

50« 

lOQO 

1500 

200» 

r  nach  Gleichung  (52) 
r  nach  Begnault  .    . 

607,0 
606,5 

571,6 
571,6 

536,2 
536,5 

500,8 
500,7 

465,4 
464,3 

^)  Regnanlt  selbst  führt  in  seiner  Tabelle  nicht  genau  die  obige  Zahl, 
sondern  536,5  an;  das  liegt  aber  nur  daran,  dass  er  für  X  bei  100^  in  der 
Rechnung  statt  des  vorher  erwähnten  Werthes  636,67  in  runder  Zahl  637 
gesetzt  hat 

2)  Mem.  de  VAcad.  des  Sciences  T.  XXI,  p,  748. 
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50.  Um  die  beiden  verschiedenen  Arten  der  Ausdehnung, 
auf  welche  sich  die  beiden  letzten  der  Gleichungen  (XVIL)  bezie- 
hen, in  ihren  Wirkungen  unterscheiden  zu  können,  scheint  es  mir 
zweckmässig,  zunächst  eine  solche  Dampfmaschine  zu  betrachten, 
in  welcher  nur  eine  derselben  vorkommt.  Wir  wollen  daher^  mit 
einer  Maschine  beginnen,  welche  ohne  Expansion  arbeitet 

In  diesem  Falle  ist  für  die  Grösse  e,  welche  das  Verhältniss 
der  Volumina  vor  und  nach  der  Expansion  bezeichnet,  derWerthl 
und  zugleich  T^  =  T^  zu  setzen,  wodurch  die  Gleichungen  (XVll.) 
eine  einfachere  Gestalt  annehmen. 

Die  letzte  dieser  Gleichungen  wird  identisch  und  fällt  also 
fort.  Ferner  werden  mehrere  Glieder  der  ersten,  welche  sich  von 
den  entsprechenden  Gliedern  der  zweiten  nur  dadurch  unterschei- 
den, dass  die  einen  T^  und  die  anderen  T^  enthalten,  jetzt  ihnen 
gleich,  und  lassen  sich  daher  eliminiren.  Dadurch  erhält  man, 
wenn  man  zugleich  die  oben  erwähnte  Grösse  h  einführt: 

W 

Y    —    ^  (1    —    «)   (i>2   —  i?0)   —   ?<J  (jPl   —  Po) 


(XVIU.) 


+  '  ^('~Af~  ^'^  +  ft  -  J.)  +  "(ft  -f.)  ')■ 

'  Die  erste  dieser  beiden  Gleichungen  ist  genau  dieselbe,  welche 
man  auch  nach  der  Pambour'schen  Theorie  erhält,  wenn  man 
in  (XII.)  6=1  setzt,  und  statt  der  Grösse  B  das  Volumen  V  ein- 


^)  [Wenn  man  in  den  beiden  ersten  unter  (XVIL)  angeführten  Gleichun- 
gen e  =:  1  und  Tg  =  Tg  setzt,  und  die  Grösse  k  einfuhrt,  so  geht  die  zweite 
Gleichung  sofort  in  diejenige  über,  welche  unter  (XVIII.)  als  zweite  Glei- 
chung angeführt  ist.  Die  erste  Gleichung  dagegen  nimmt  zunächst  fol- 
gende Form  an : 

T  "  2k -  (^  -  ^^)  (^292  -  i>2  +  Po) 

1    ,  TT  fp  —  c  (^2  —  ^o) 
^"  *^  Ak^o 

Wenn  man  nun  hierin  für  (F  —  la)  T2  02  den  in  der  zweiten  Gleichung 
stehenden  Werth  substituirt,  so  heben  sich  alle  Glieder,  welche  Äk  als  Di- 
visor enthalten,  auf,  und  die  übrigen  braucht  man  nur  nach  den  Factoren 
V  und  2  a  zu  ordnen,  um  die  Gleichung,  welche  unter  (XYUI.)  als  erste  an- 
gefahrt ist,  zu  erhalten.    1864.] 
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fuhrt  Der  Unterschied  liegt  also  nur  in  der  zweiten  Gleichung, 
welche  an  die  Stelle  der  von  Pambour  angenommenen  einfachen 
Beziehung  zwischen  Volumen  und  Druck  getreten  ist. 

51.  Die  in  diesen  Gleichungen  vorkommende  Grösse  a,  welche 
den  schädlichen  Raum  als  Bruchtheil  des  ganzen  für  den  Dampf 
frei  werdenden  Baumes  darstellt,  sei  zu  0,05  angenommen.  Die 
Menge  der  tropfbaren  Flüssigkeit,  welche  der  Dampf  beim  Ein- 
tritt in  den  Cylinder  mit  sich  führt,  ist  bei  verschiedenen  Maschi- 
nen verschieden.  Pambour  sagt,  dass  sie  bei  Locomotiven  durch- 
schnittlich 0,25,  bei  stehenden  Dampfmaschinen  aber  viel  weniger, 
vieUeicht  0,05  der  ganzen  in  den  Cylinder  tretenden  Masse  be- 
trage. Wir  wollen  für  unser  Beispiel  die  letztere  Angabe  benutzen, 
wonach  das  Verhältniss  der  ganzen  in  den  Cylinder  tretenden 
Masse  zu  dem  dampfförmigen  Theile  derselben  1  :  0,95  ist.  Fer- 
ner sei  der  Druck  im  Kessel  zu  5  Atmosphären  angenommen, 
wozu  die  Temperatur  152^,22  gehört,  und  vorausgesetzt,  dass  die 
Maschine  keinen  Condensator,  oder,  was  dasselbe  ist,  einen  Con- 
densator  mit  dem  Drucke  von  1  Atmosphäre  hahe.  Der  mittlere 
Gegendruck  im  Cylinder  ist  dann  grösser  als  1  Atmosphäre.  Bei 
Locomotiven  kann  dieser  Unterschied,  wie  oben  erwähnt,  durch 
einen  besonderen  Umstand  beträchtlich  wer-den,  bei  stehenden 
Dampfmaschinen  dagegen  ist  er  geringer.  Pambour  hat  in  seii- 
nen numerischen  Rechnungen  für  stehende  Maschinen  ohne  Con- 
densator diesen  Unterschied  ganz  vernachlässigt,  und  da  es  sich 
hier  nur  um  ein  Beispiel  zur  Vergleichung  der  neuen  Formeln 
mit  den  Pambour'schen  handelt,  so  wollen  wir  uns  auch  hierin 
ihm  anschliessen  und  j^o  =  1  Atmosphäre  setzen. 

Es  kommen  also  in  den  Gleichungen  (XVIII.^  für  dieses  Bei- 
spiel folgende  Werthe  zur  Anwendung : 


(53) 


f  6    =  0,05 
l    =^=  1,053 


Pi  =  3800 
jpo  =  7C0. 

Nehmen  wir  hierzu  noch  die  ein  für  allemal  feststehenden  Werthe  s 

« 

k  =  13,596 
<J=    0,001, 
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so  bleiben  in  der  ersten  der  Gleichungen  (XVIIL)  ausser  der  ge- 
suchten Grössen  W  nur  noch  die  Grössen  V  und  p^  unbestimmt. 

52.  Wir  müssen  nun  zuerst  untersuchen,  welches  der  Jäeinst- 
mögliche  Werth  von  V  ist. 

Dieser  Werth  entspricht  dem  Falle,  wo  im  Cy linder  derselbe 
Druck,  wie  im  Kessel  stattfindet,  und  wdr  brauchen  daher  nur  in 
der  letzten  der  Gleichungen  (XVIIL)  p^  an  die  Stelle  von  pi  zu 
setzen.     Dadurch  kommt: 

(54)  V=  "^^ 


^' ^^  - ^  ( — ziüi —  +p^-p^) 

Um  hierbei  gleich  von  dem  Einflüsse  des  schädlichen  Rau- 
mes ein  Beispiel  zu  geben,  habe  ich  von  diesem  Ausdrucke  zwei 
Werthe  berechnet,  den,  welcher  entstehen  würde,  wenn  kein  schäd- 
licher Raum  vorhanden,  und  also  6  =  0  wäre,  und  den,  welcher 
unter  der  von  uns  gemachten  Voraussetzung,  dass  b  =  0,05  ist, 
entstehen  muss.  Diese  beiden  Werthe  sind  für  1  Kilogr.  aus 
dem  Kessel  tretenden  Dampfes  als  Bruchtheil  eines  Cubikmeter 
ausgedrückt : 

0,3637  und  0,3690. 

Dass  der  letzte  dieser  Werthe  grösser  ist,  als  der  erste,  kommt 
daher,  dass  erstens  der  Dampf  in  den  schädlichen  Baum  mit  grosser 
Geschwindigkeit  eindringt,  die  lebendige  Kraft  dieser  Bewegung 
sich  dann  in  Wärme  verwandelt,  und  diese  wiederum  einen  Theil 
der  mitgerissenen  Flüssigkeit  verdampfen  lässt,  und  dass  zweitens 
der  schon  vor  dem  Einströmen  im  schädlichen  Räume  befindliche 
Dampf  ebenfalls  dazu  beiträgt,  die  ganze  nachher  vorhandene 
Dampfmenge  zu  vermehren. 

Setzt  man  die  beiden  für  V  gefundenen  Werthe  in  die  erste 
der  Gleichungen  (XVIII.)  ein,  wobei  wieder  b  das  eine  Mal  =  0 
und  das  andere  Mal  =  0,05  gesetzt  wird,  so  erhält  man  als  ent- 
sprechende Arbeitsgrössen  in  Kilogramm-Meter  ausgedrückt: 

14990  und  14450. 

Nach  der  Pambour'schen  Theorie  macht  es  in  Bezug  auf 
das  Volumen  keinen  Unterschied,  ob  ein  Theil  desselben  schädli- 
cher Raum  ist,  oder  nicht,  es  wird  in  beiden  Fällen  durch  die- 
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selbe  Gleichung  (291))  bestimmt,  wenn  man  darin  fiirp  den  beson- 
deren Werth  pi  setzt.     Dadurch  erhält  man : 

0,3883. 

Dass  dieser  Werth  grösser  ist,  als  der  vorher  für  dieselbe  Dampf- 
menge  gefundene  0,3637,  erklärt  sich  daraus,  dass  man  überhaupt 
bisher  das  Volumen  des  Dampfes  im  Maximum  der  Dichte  für 
grösser  gehalten  hat,  als  es  der  mechanischen  Wärmetheorie  nach 
sein  kann,  und  diese  frühere  Ansicht  auch  in  der  Gleichung  (29  b) 
ihren  Ausdruck  findet. 

Bestimmt  man  mittelst  dieses  Volumens  die  Arbeit  unter  den 
beiden  Voraussetzungen,  dass  «  =  0  oder  =  0,05  sei,  so  kommt : 

16000  und  15200. 

Diese  Arbeitsgrössen  sind,  wie  es  auch  als  unmittelbare  Folge  des 
grösseren  Volumens  vorauszusehen  war,  beide  grösser,  als  die 
vorher  gefundenen,  aber  nicht  in  gleichem  Verhältnisse,  indem  der 
durch  den  schädlichen  Raum  veranlasste  Arbeitsverlust  nach  den 
von  uns  entwickelten  Gleichungen  geringer  ist,  als  er  nach  der 
Pambour.' sehen  Theorie  sein  müsste. 

53.  Bei  einer  Maschine  der  hier  betrachteten  Art,  welche 
Pambour  in  ihrer  Wirksamkeit  untersuchte,  verhielt  sich  die 
Geschwindigkeit,  welche  die  Maschine  wirklich  annahm,  zu  der- 
jenigen, welche  sich  für  dieselbe  Verdampfungsstärke  und  den- 
selben Druck  im  Kessel  aus  seiner  Theorie  als  Minimum  der  Ge- 
schwindigkeit berechnen  lässt,  bei  einem  Versuche  wie  1,275  :  1 
und  bei  einem  anderen,  unter  geringerer  Belastung,  wie  1,70  :  1. 
Diesen  Geschwindigkeiten  würden  für  unseren  Fall  die  Volumina 
0,495  und  0,660  entsprechen.  Wir  wollen  nun  als  ein  Beispiel 
zur  Bestimmung  der  Arbeit  eine  Geschwindigkeit  wählen ,  welche 
zwischen  diesen  beiden  liegt,  indem  wir  in  runder  Zahl  setzen: 

r  =  0,6. . 

Es  kommt  nun  zunächst  darauf  an,  für  diesen  Werth  von  V 
die  Temperatur  ^  zu  finden.  Dazu  dient  die  Gleichung  (47),  welche 
folgende  specielle  Form  annimmt: 

(55)         Ta^Tg  =  26577  -f  56,42  .  (^i  —  tj)  —  0,0483  .  (pi  —  jöj). 

Führt  man  mittelst  dieser  Gleichung  die  in  §.  47  beschriebene 
successive  Bestimmung  von  ^2  aiis,  so  erhält  man  der  Reihe  nach 
folgende  Näherungswerthe : 
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t'    =  1330,01 

t"  =  134,43 
t'"  =  134  ,32 
r'''=  134,33. 

Noch  weitere  Näherungswerthe  würden  sich  nur  noch  in  höheren 
Decinialen  unterscheiden,  und  wir  hahen  also,  sofern  wir  uns  mit 
zwei  Decimalen  begnügen  wollen,  die  letzte  Zahl  als  den  wahren 
Werth  von  ^2  zu  betrachten.     Der  dazu  gehörige  Druck  ist: 

P2  =  2308,30. 
Wendet  man  diese  Werthe  von   V  und  p^  zugleich  mit  den 
übrigen  in  §.  51  näher  festgestellten  Werthen  auf  die. erste  der 
Gleichungen  (XVIII.)  an,  so  erhält  man : 

W=  11960. 

Die  Pambour'sche  Gleichung  (XIL)  giebt  für  dasselbe  Volumen 

0,6  die  Arbeit: 

W=  12520. 

54.  Um  die  Abhängigkeit  der  Arbeit  vom  Volumen,  und  zu- 
gleich den  Unterschied,  welcher  in  dieser  Beziehung  zwischen 
Pambour's  und  meiner  Theorie  herrscht,  noch  deutlicher  erken- 
nen zu  lassen,,  habe  ich  dieselbe  Rechnung,  wie  für  das  Volumen 
0,6  auch  für  eine  Reihe  anderer  in  gleichen  Abständen  wachsen- 
der Volumina  ausgeführt.  Die  Resultate  sind  in  nachstehender 
Tabelle  zusammengefasst.  Die  erste  horizontale  Zahlenreihe, 
welche  durch  einen  Strich  von  den  anderen  getrennt  ist,  enthält 
die  für  eine  Maschine  ohne  schädlichen  Raum  gefundenen  Werthe. 
Im  Uebrigen  ist  die  Einrichtung  der  Tabelle  leicht  ersichtlich. 


nach  Pambour 

V 

*« 

W 

*2 

V 

W 

0,3637 

1520,22 

14990 

0,3883 

16000 

0,3690 

1520,22 

14450 

0,3883 

15200 

0,4 

149  ,12 

14100 

0,4 

15050 

0,5 

140  ,83 

13020 

0,5 

13780 

0,6 

134  ,33 

11960 

0,6 

12520 

0,7 

129  ,03 

10910 

0,7 

11250 

0,8  • 

124  ,55 

9880 

0,8  * 

9980 

0,9 

120  ,72 

8860 

0,9 

8710 

1 

117  ,36 

7840 

1 

7440 
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Man  sieht,  dass  die  nach  der  Pambour'schen  Theorie  be- 
rechneten Arbeitsgrössen  mit  wachsendem  Volumen  schneller  ab- 
nehmen, als  die  nach  unseren  Gleichungen  berechneten,  so  dass 
sie,  während  sie  anfangs  beträchtlich  grösser  sind,  als  diese,  ih- 
nen allmälich  näher  kommen,  und  zuletzt  sogar  kleiner  werden. 
Dieses  erklärt  sich  daraus,  dass  nach  der  Pambour'schen  Theorie 
bei  der  während  des  Einströmens  stattfindenden  Ausdehnung  im- 
mer nur  dieselbe  Masse  dampfförmig  bleibt,  welche  es  schon  an- 
fangs war;  nach  der  unserigen  dagegen  einTheil  der  im  flüssigen 
Zustande  mitgerissenen  Masse  noch  nachträglich  verdampft,  und 
zwar  um  so  mehr,  je  grösser  die  Ausdehnung  ist 

55.  Wir  wollen  nun  in  ähnlicher  Weise  eine  Maschine  be- 
trachten, welche  mit  Expansion  arbeitet,  und  zwar  wollen  wir 
dazu  eine  Maschine  mit  Condensator  wählen. 

In  Bezug  auf  die  Grösse  der  Expansion  wollen  wir  annehmen, 
das»  der  Abschluss  vom  Kessel  erfolge,  wenn  der  Stempel  Ys  seines 
Weges  zurückgelegt  hat.  Dann  haben  wir  zur  Bestimmung  von 
e  die  Gleichung : 

e  —  €  =  Va  (1  —  «)» 

und  daraus  ergiebt  sich,  wenn  wir  für  &  den  Werth  0,05  beibe- 
halten: 

e  =  ^  =  0,3666  .  .  . 
o 

Der  Druck  im  Kessel  sei,  wie  vorher,  zu  5  Atmosphären  ange- 
nommen. Der  Druck  im  Condensator  kann  bei  guter  Einrich- 
tung unter  Vio  Atmosphäre  erhalten  werden.  Da  er  aber  nicht 
immer  so  klein  ist,  und  ausserdem  der  Gegendruck  im  Cylinder 
den  im  Condensator  stattfindenden  Druck  noch  etwas  übertrifft,  so 
wollen  wir  für  den  mittleren  Gegendruck  po  in  runder  Zahl  1/5  At- 
mosphäre oder  152""  annehmen,  wozu  die  Temperatur  ^0  =  60<>,46 
gehört  Behalten  wir  endlich  für  l  den  vorher  angenommenen 
Werth  bei,  so  sind  die  in  diesem  Beispiele  zur  Anwendung  kom- 
menden Grössen  folgende: 

'  e  =  0,36667 
B  =  0,05 
(56)  l   l  =  1,053 

pi  =  3800 
Po  =  152 
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Es  braucht  nun,  um  die  Arbeit  berechnen  zu  können,  nur 
noch  der  Werth  von  V  gegeben  zu  werden.  Um  bei  der  Wahl 
desselben  einen  Anhalt  zu  haben,  müssen  wir  zuerst  den  kleinst- 
möglichen  Werth  von  V  kennen.  Dieser  ergiebt  sich,  ganz  wie 
bei  den  Maschinen  ohne  Expansion,  dadurch,  dass  man  in  der 
zweiten  der  Gleichungen  (XVlL)pi  an  die  Stelle  von  |>2  setzt,  und 
ebenso  die  übrigen  mit  p  zusammenhängenden  Grössen  ändert 
Man  findet  auf  diese  Weise  für  unseren  Fall  den  Werth : 

1,010. 

Hiervon  ausgehend  wollen  wir  als  erstes  Beispiel  annehmen,  die 

wirkliche  Ganggeschwindigkeit  der  Maschine  übertreffe  die  kleinst- 

mögliche  etwa  im  Verhältnisse  von  3:2,  indem  wir  in  runder 

Zahl 

V=  1,5 

setzen,  und  für  diese  Geschwindigkeit  wollen  wir  die  Arbeit  be- 
stimmen. 

56.  Zunächst  müssen  durch  Einsetzung  dieses  Werthes  von 
V  in  die  beiden  letzten  der  Gleichungen  (XVII.)  die  beiden  Tem- 
peraturen ^  und  ts  bestimmt  werden.  Die  Bestimmung  von  t^ 
ist  schon  bei  der  Maschine  ohne  Condensator  etwas  näher  be- 
sprochen, und  da  sich  der  vorliegende  Fall  von  jenem  nur  dadurch 
unterscheidet,  dass  die  Grösse  e,  welche  dort  gleich  1  gesetzt 
war,  hier  einen  anderen  Werth  hat,  so  will  ich  darauf  nicht  noch 
einmal  eingehen,  sondern  nur  das  Endresultat  anführen.     Man 

findet  nämlich: 

t2  =  1370,43. 

Die  zur  Bestimmung  von  t^  dienende  Gleichung  (49)  nimmt 
für  diesen  Fall  folgende  Gestalt  an: 

(57)  g,  =  26,604  +  51,515  Log  ^. 

Hieraus  erhält  man  nach  einander  folgende  Näherungswerthe : 

t'  =  990,24 
f'  =  101  ,93 
t'"  =  101  ,74 
t""  =  101  ,76. 

Den  letzten  dieser  Werthe,  von  welchem  die  späteren  nur  noch 
in  höheren  Decimalen  abweichen  würden ,  betrachten  wir  als  den 
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richtigen  Werth  Ton  ^,  und  wenden  ihn  zusammen  mit  den  be- 
kannten Werthen  von  ti  und  ^o  auf  die  erste  der  Gleichungen 
(XVIL)  an.    Dadurch  kommt: 

W  =  31080. 

Berechnet  man  unter  Voraussetzung  desselben  Werthes  von 
Fdie  Arbeit  nach  der  Pambour'schen  Gleichung  (XII.),  wobei 
man  aber  die  Werthe  von  B  und  b  nicht,  wie  bei  der  Maschine 
ohne  Condensator,  aus  der  Gleichung  (29  b),  sondern  aus  der  für 
Maschinen  mit  Condensator  bestimmten  Gleichung  (29  a)  entneh- 
men muss,  so  findet  man: 

W  =  32640. 

57.  In  derselben  Weise,  wie  es  für  das  Volumen  1,5  hier 
angedeutet  ist,  habe  ich  auch  für  die  Volumina  1,2,  1,8  und  2,1 
die  Arbeit  berechnet.  Ausserdem  habe  ich,  um  den  Einfiuss,  wel- 
chen die  verschiedenen  UnvoUkommenheiten  der  Maschine  auf 
die  Grösse  der  Arbeit  ausüben,  an  einem  Beispiele  übersichtlich 
zusammenstellen  zu  können,  noch  folgende  Fälle  hinzugefügt. 

1)  Den  Fall  einer  Maschine,  welche  keinen  schädlichen  Raum 
hat,  und  bei  welcher  ausserdem  der  Druck  im  Cylinder  während 
des  Einströmens  gleich  dem  im  Kessel  ist,  und  die  Expansion  so 
weit  getrieben  wird,  bis  der  Druck  von  seinem  ursprünglichen 
Werthe  pi  bis  p^  abgenommen  hat.  Dieses  ist,  wenn  wir  nur 
noch  annehmen,  dass  po  genau  den  Druck  im  Condensator  dar- 
stelle, der  Fall,  auf  welchen  sich  die  Gleichung  (XL)  bezieht,  und 
welcher  für  eine  gegebene  Wärmemenge,  wenn  auch  die  Tempe- 
raturen der  Wärmeaufnahme  und  Wärmeabgabe  als  gegeben  be- 
trachtet werden,  die  grösstmögliche  Arbeit  liefert. 

2)  Den  Fall  einer  Maschine,  bei  welcher  wieder  kein  schäd- 
licher Baum  vorkommt,  und  der  Druck  im  Cylinder  gleich  dem 
im  Kessel  ist,  aber  die  Expansion  nicht  wie  vorher  vollständig, 
sondern  nur  im  Verhältnisse  von  e  :  1  stattfindet;  Dieses  ist  der 
Fall,  auf  welchen  sich  die  Gleichung  (X.)  bezieht,  nur  dass  dort, 
am  die  Grösse  der  Expansion  zu  bestimmen,  die  durch  die  Ex- 
pansion bewirkte  Temperaturänderung  des  Dampfes  als  bekannt 
vorausgesetzt  wurde,  während  hier  die  Expansion  dem  Volumen 
nach  bestimmt  ist,  und  die  Temperaturänderung  daraus  erst  be- 
rechnet werden  muss. 

3)  Den  Fall  einer  Maschine  mit  schädlichem  Baume  und 
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unvollständiger  Expansion,  bei  welcher  von  den  vorigen  günsti- 
gen Bedingungen  nur  noch  die  besteht,  dass  der  Dampf  im  Gylin- 
der  während  des  Einströmens  denselben  Druck  ausübt,  wie  im 
Kessel,  so  dass  also  das  Volumen  den  kleinstmöglichen  Werth  hat. 

An  diesen  Fall  schliessen  sich  endlich  die  schon  erwähnten 
an,  in  welchen  auch  die  letzte  günstige  Bedingung  fortgefallen 
ist,  indem  das  Volumen  statt  des  kleinstmöglichen  Werthes  an- 
dere gegebene  Werthe  hat. 

Alle  diese  Fälle  sind  zur  Vergleichung  auch  nach  der  Pam- 
bpur' sehen  Theorie  berechnet,  mit  Ausnahme  des  ersten,  für 
welchen  die  Gleichungen  (29  a)  und  (29  b)  nicht  ausreichen,  indem 
selbst  diejenige  unter  ihnen,  welche  für  geringeren  Druck  be- 
stimmt ist,  doch  nur  bis  zu  V2  oder  höchstens  Vs  Atmosphäre 
abwärts  angewandt  werden  darf,  während  hier  der  Druck  bis  zu 
Vs  Atmosphäre  abnehmen  soll. 

Die  für  diesen  ersten  Fall  aus  unseren  Gleichungen  hervor- 
gehenden Zahlen  sind  folgende: 


Volumen  vor 
der  Expansion 

Volumen  nach 
der  Expansion 

W 

0,3637 

6,345 

50460 

Für  alle  übrigen  Fälle  sind  die  Resultate  in  der  nachstehen- 
den Tabelle  zusammengefasst,  wobei  wieder  die  auf  die  Maschine 
ohne  schädlichen  Raum  bezüglichen  Zahlen  von  den  anderen  durch 
einen  Strich  getrennt  sind.  Für  das  Volumen  sind  nur  die  nach 
der  Expansion  gültigen  Zahlen  angeführt,  weil  die  Werthe  vor 
der  Expansion  sich  daraus  von  selbst  ergeben,  indem  sie  in  allen 
Fällen  in  dem  Verhältnisse  von  e  :  1  kleiner  sind. 


h 

*3 

W 

nach  Pambour 

V 

r 

w 

0,992 

1520,22 

1130,71 

84300 

1,032 

86650 

1,010 

1,2 

1,5 

1,8 

2,1 

1520,22 
145  ,63 
137  ,43 
131,02 
125  ,79 

1 130,68 

108,38 

101  ,76 

96,55 

92,30 

32430 
31870 
31080 
30280 
29490 

1,032 

1,2 

1,5 

1,8 

2,1 

34090 
33570 
32640 
31710 
30780 
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58.  Die  in  dieser  Tabelle  angeführten  Arbeitsgrössen,  ebenso 
-wie  diejenigen  der  früheren  Tabelle  für  die  Maschine  ohne  Con- 
densator,  beziehen  sich  auf  ein  Kilogramm  aus  dem  Kessel  tre- 
tenden Dampfes.  Man  kann  aber  hiemach  die  Arbeit  auch  leicht 
auf  eine  von  der  Wärmequelle  gelieferte  Wärmeeinheit  beziehen, 
wenn  man  bedenkt,  dass  für  jedes  Kilogramm  Dampf  soviel  Wärme 
geliefert  werden  muss,  wie  nöthig  ist,  um  die  Masse  l,  welche 
etwas  grösser  als  1  Kilogr.  ist,  von  ihrer  Anfangstemperatur, 
mit  welcher  sie  in  den  Kessel  tritt,  bis  zu  der  im  Kessel  selbst 
herrschenden  Temperatur  zu  erwärmen,  und  bei  dieser  letzteren 
ein  Kilogramm  in  Dampf  zu  verwandeln,  welche  Wärmemenge 
sich  aus  den  bisherigen  Daten  berechnen  lässt. 

59.  Zum  Schluss  muss  ich  noch  einige  Worte  über  die  Bei- 
bung  hinzufügen,  wobei  ich  mich  aber  darauf  beschränken  will, 
mein  Verfahren,  dass  ich  die  Reibung  in  den  bisher  entwickelten 
Gleichungen  ganz  unberücksichtigt  gelassen  habe,  zu  rechtferti- 
gen, indem  ich  zeige,  dass  man  die  Reibung,  anstatt  sie,  wie  es 
Pambour  gethan  hat,  gleich  in  die  ersten  allgemeinen  Ausdrücke 
der  Arbeit  mit  einzuflechten ,  nach  denselben  Principien  auch 
nachträglich  in  Rechnung  bringen  kann,  was  übrigens  in  gleicher 
Weise  auch  von  anderen  Autoren  geschehen  ist. 

Die  Kräfte,  welche  die  Maschine  bei  ihrem  Gange  zu  über- 
winden hat,  lassen  sich  folgendermaassen  unterscheiden,  l)  Der 
Widerstand,  welcher  ihr  von  aussen  entgegengestellt  wird,  und 
dessen  üeberwindung  die  von  ihr  verlangte  nütdiche  Arbeit  bil- 
det. Pambour  nennt  diesen  Widerstand  die  Belastung  (charge) 
der  Maschine.  2)  Die  Widerstände,  welche  in  der  Maschine  selbst 
ihren  Grund  haben,  so  dass  die  zu  ihrer  Üeberwindung  verbrauchte 
Arbeit  nicht  äusserlich  nutzbar  wird.  Diese  letzteren  Wider- 
stände fassen  wir  alle  unter  dem  Namen  der  Beihung  zusammen, 
obwohl  ausser  der  Reibung  im  engeren  Sinne  auch  noch  andere 
Kräfte  unter  ihnen  vorkommen,  besonders  die  Widerstände  der 
zur  Dampfmaschine  gehörigen  Pumpen,  mit  Ausnahme  deijenigen, 
welche  den  Kessel  speist,  und  welche  im  Früheren  schon  mit  be- 
trachtet ist. 

Beide  Arten  von  Widerständen  bringt  Pambour  als  Kräfte, 
welche  sich  der  Bewegung  des  Stempels  widersetzen,  in  Rechnung, 
und  um  sie  mit  den  Druckkräften  des  an  beiden  Seiten  des  Stem- 
pels befindlichen  Dampfes  bequem  vereinigen  zu  können,  wählt 

15* 
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er  auch  die  Bezeichnung  ähnlich,  wie  es  beim  Dampfdrucke  ge- 
schieht, nämlich  so,  dass  das  Zeichen  nicht  die  ganze  Kraft,  son- 
dern den  auf  eine  Flächeneinheit  des  Stempels  kommenden  Theil 
derselben  bedeutet  In  diesem  Sinne  stelle  der  Buchstabe  B  die 
Belastung  dar. 

Bei  der  Reibung  muss  noch  ein  weiterer  Unterschied  gemacht 
werden.  Die  Beibung  hat  nämlich  nicht  für  jede  Maschine  einen 
Constanten  Werth,  sondern  wächst  mit  der  Belastung.  Pambour 
zerlegt  sie  daher  in  zwei  Theile ,  ilen ,  welcher  schon  yorhanden 
ist,  wenn  die  Maschine  ohne  Belastung  geht,  und  den,  welcher 
erst  durch  die  Belastung  hinzukommt.  Von  letzterem  nimmt  er 
an,  dass  er  der  Belastung  proportional  sei.  Demgemäss  drückt 
er  die  Reibung,  auf  die  Flächeneinheit  bezogen,  durch 

f  +  S.B 

aus,  worin /und  d  Grössen  sind,  die  zwar  von  der  Einrichtung 
und  den  Dimensionen  der  Maschine  abhängen,  aber  für  eine  be- 
stimmte Maschine  nach  Pambour  als  constant  zu  betrachten  sind. 
Wir  können  nun  die  Arbeit  der  Maschine  statt,  wie  bisher, 
auf  die  treibende  Kraft  des  Dampfes,  auch  auf  diese  widerstehen- 
den Kräfte  beziehen,  denn  die  Yon  diesen  gethane  negative  Arbeit 
muss  gleich  der  von  jener  gethanen  positiven  sein,  weil  sonst  eine 
Beschleunigung  oder  Verzögerung  des  Ganges  eintreten  würde, 
was  der  gemachten  Voraussetzung,  nach  welcher  der  Gang  gleich- 
massig  sein  soll,  widerspricht.  Die  Stempelfläche  beschreibt, 
während  eine  Gewichtseinheit  Dampf  in  den  Cylinder  tritt,  den 
Raum  (1  —  6)  F,  und  man  erhält  daher  für  die  Arbeit  W  den 
Ausdruck : 

TF=(l-6)  V[(l  +  8).B+f-\. 

Der  nutzbare  Theil  dieser  Arbeit  dagegen,  welcher  zum  Unter- 
schiede von  der  ganzen  Arbeit  mit  (TT)  bezeichnet  werden  möge, 
wird  durch  den  Ausdruck: 

dargestellt.  Eliminirt  man  aus  dieser  Gleichung  vermittelst  der 
vorigen  die  Grösse  jß,  so  kommt: 

(58)  (^^Tr-(l-a)F./ 


Mit  Hülfe  dieser  Gleichung  kann  man,  da  die  Grösse  V  als  be- 
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kannt  vorauszusetzen  ist,  aus  der  ganzen  Arbeit  W  die  nützliche 
Arbeit  ( W)  ableiten,  sobald  die  Grössen  /  und  d  gegeben  sind. 

Auf  die  Art,  wie  Pambour  diese  letzteren  bestimmt,  will  ich 
hier  nicht  eingehen,  da  diese  Bestimmung  noch  auf  zu  unsicheren 
Grundlagen  beruht,  und  die  Reibung  überhaupt  dem  eigentlichen 
Gegenstande  dieser  Abhandlung  fremd  ist. 
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Tabelle,  enthaltend  die  für  den  Wasserdampf  geltenden  Werthe 

des  Druckes  p,  semes  Differentialcoefficienten  -^  ^  g  und  des 

Productes  T .  g  la  Millimetern  Quecksilber  ausgedruckt. 
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in  Cent. 
Graden 
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7899,52 
8080,84 
8265,40 
84.'>3,23 
8644,35 


9237,95 
9442.70 
9650,93 


178,15 
181,32 
184,ffl 


197,86 
201,27 
204,75 
208,23 
211,78 
215,33 
216,07 


179,735 
182,940 
186,195 
189,425 
192,795 
196,165 
199,565 
203,010 
206,490 
210,006 
213,555 
217,150 
220,795 


3,170 

3,205 
3,255 
3,230 
3,320 
3,370 


3,515 
3,550 

3,596 
3,646 


81779 

83421 
85091 

86779 


1619 
1642 
1670 
1688 
1714 
1743 
1763 
1792 
1814 
1837 
1661 
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ZUSATZ   ZU    ABHANDLUNG    V.     (1864.) 


Uober  einige  bot   Erleichterung  der  Rechnungen  angewandte 

Nähern  ngsf ormeln. 


Zeuner  hat  in  seiner  über  die  mechanische  Wärmetheorie  yerö£Eent- 
lichten  Schrift  ^)  zur  Erläuterung  der  Theorie  und  ihrer  Anwendungen 
auf  die  bei  Dampfmaschinen  stattfindenden  Vorgängen  eine  Reihe  von 
Problemen  behandelt,  welche  sich  grossentheils  auf  dieselben  Fälle  be- 
ziehen, die  ich  in  der  vorstehenden  Abhandlung  (S.  172  bis  178)  und 
in  der  Abhandlung  II.  behandelt  habe.  Zeuner  geht  dabei  etwas  mehr 
in^s  Detail  ein,  und  sucht  die  Rechnungen  durch  Einführung  von  Nähe- 
nmgsformeln  zu  erleichtern;  mit  einigen  der  dabei' angewandten  For- 
meln kann  ich  mich  aber  nicht  einverstanden  erklären. 
Das  Pröbletn  I.  spricht  Zeuner  folgendermstassen  aus: 
„In  einem  Dampfcjlinder  befinden  sich  mi  Kilogr.  Dampf  und 
{M —  mi)  Kilogr.  Wasser,  beide  von  der  Temperatur  ^i.  Die  Masse 
soll  sich  langsam  ausdehnen  und  zwar  soll  der  vom  Dampfe  am  Kolben 
zu  überwindende  Druck  in  jedem  Momente  der  entsprechenden  Dampf« 
Spannung  gleich  sein ;  die  Temperatur  der  Masse  sinkt  dann  von  ti  auf  tj 
nnd  die  Spannung  von  pi  auf  p2-  Welche  Arbeit  verrichtet  der  Dampf 
und  welche  Wärmemenge  muss  von  aussen  zu-  oder  abgeführt  werden, 
damit  die  Dampfmenge  mi  constant  bleibe,  älsoskh  während  der  Ex- 
Vamian  toeder  Dampf  niederschlage^  noch  Wasser  verdampf e?^^ 


^)  Grundzüge  der  mechanischen  Wärmetheoric  von  G.  Zeuner.    Frei- 
berg 1860. 
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Die  WärmemeDge,  welche  man  der  im  Gylinder  befindlichen  Masse 
bei  der  Ausdehnung  und  der  damit  zusammenhängenden  Temperatur- 
änderung mittheilen  muss,  damit  sich  weder  Dampf  niederschlage  noch 
Wasser  verdampfe,  lässt  sich  mit  Hülfe  der  specifischen  Wärme  des 
Wassers,  welche  c  heisse,  und  der  von  mir  mit  h  bezeichneten  specifi- 
schen Wärme  des  gesättigten  Dampfes  sofort  hinschreiben.  Für  eine 
Temperatnränderung  um  dt  hat  man: 

(a)  dQ  =  (M —  wii)  cdt  -f  niihdt 
und  für  eine  endliche  Temperaturänderung  von  ti  bis  tfi 

(b)  Ö  =  (ibr  —  mi)Jcdt  +  wi  Jhdt. 

Das  erste  an  der  rechten  Seite  stehende  Glied,  welches  sich  auf  das 
flüssige  Wasser  bezieht,  versteht  sich  ganz  von  selbst,  da  die  specifische 
Wärme  des  Wassers  eine  durch  unmittelbare  Beobachtungen  bekannte 
Grösse  ist,  und  wir  können  daher  von  diesem  Gliede  absehen.  Was 
das  zweite  Glied  anbetrifft,  so  habe  ich  die  darin  vorkommende  Grösse 
h  durch  die  Gleichung  (32)  in  Abhandlung I.  (S.  73)  bestimmt,  nämlich: 

(c)  Ä  =  —   +   C  — 


dt  ^  a  +•  r 

worin  man  nur,  wie  es  auf  Seite  74  geschehen  ist,  für  c  und  r  die  aus 
Begnault's  Versuchen  hervorgehenden  Werthe  einzusetzen  braucht, 
um  h  als  Function  der  Temperatur  auszudrücken.  Mit  Hülfe  der  so  er- 
haltenen Formel  lässt  sich  die  in  Gleichung  (b)  angedeutete  Integration 
sofort  ausführen.  Man  sieht  leicht,  dass  man  es  hier  mit  demselben  Falle 
zu  thun  hat,  welchen  ich  in  Abhandlung  II.  (S.  104  u.  f.)  als  ersten  Fall  be- 
handelt habe,  wo  ich,  um  ein  Beispiel  zu  geben,  für  zwei  Ausdehnungen 
das  Integral  wirklich  berechnet  habe,  nämlich  für  die,  bei  denen  der 
Druck  von  Ö  resp.  10  Atm.  bis  zu  1  Atm.  abnimmt,  und  demnach  die 
Temperatur  von  152^2  resp.  180^,3  bis  100®  sinkt. 

Zeuner  dagegen  gelangt  durch  einige  Vereinfachungen,  welche 
er  der  leichteren  Rechnung  wegen'  einführt,  zur  folgenden  in  seiner 
Schrift  unter  (122)  angeführten  Gleichung  : 

(d)  Q  =  (2,0433  mi  —  1,0224  J£)  (*i  —  t^). 

Er  sagt  dabei,  diese  Gleichung  gelte  zunächst  nur  für  die  in  §.  30  sei- 
ner Schrift  näher  angedeuteten  Temperaturgrenzen,  in  welchem  Para- 
graphen er  nämlich  von  einer  dort  aufgestellten  Näherungsformel  gesagt 
hat,  dass  sie  von  100®  bis   150®  vollständig  genüge,  und  dass  selbst 
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noch  über  diese  Qrenzen  hinaus,  etwa  von  60^  bis  180^  die  Abweichon- 
gon  gering  aasfallen  werden.  Zeuner  fugt,  nachdem  er  auf  jenen  Pa- 
ragraphen verwiesen  hat,  noch  hinzu:  „Ich  glaube,  unsere  bis  jetzt  auf 
Yersuche  gegründete  Eenntniss  des  Verhaltens  der  D&mpfe  ist'  der  Art 
nnsicher  und  schwankend ,  besonders  ausserhalb  der  in  §.  30  angegebe- 
nen Temperaturgrenzen,  dass  man  fOr  jetzt  die  oben  auf  Näherungswe« 
gen  gewonnenen  Ausdrücke  unbedenklich  allgemein  anwenden  darf.*^ 

Ich  will  mir  nun  erlauben,  an  einem  Zahlenbeispiele  die  Zeuner'- 
Bche  N&herungBformel  mit  meinem  Ausdrucke  zu  vergleichen.  Wir 
wollen  dazu  den  Fall  betrachten,  wo  die  ganze  in  dem  Cylinder  befind- 
liche Masse  gerade  dampfförmig  ist.  In  diesem  Falle  ist  nti  =  M  va 
setzen,  und  die  Zeuner' sehe  Gleichung  (d)  geht  dadurch  über  in: 

(e)  Q=  1,0209  M  (ti  —  t^l     ■ 

während  die  Gleichung  (b)  für  diesen  Fall  lautet: 


(f)  Q  =  mfhdt 


Es  möge  nun  angenommen  werden,  die  Anfangstemperatur  sei  180^ 
und  der  Dampf  dehne  sich  so  aus,  dass  seine  Temperatur  der  Reihe 
nach  auf  170^  160^  \hO^  u.  s.  f.  bis  60<>  sinke.  Bei  dieser  Ausdeh- 
nung muss  dem  Dampfe  Wärme  mitgetheilt  werden,  um  zu  verhindern, 
dasB  er  sich  theilweise  niederschlägt,  und  wir  wollen  die  Wärmemengen, 
welche  er  innerhalb  jedes  Intervalls  von  zehn  Graden  erhalten  muss, 
berechnen. 

Die  Zeuner 'sehe  Gleichung  giebt  für  jedes  dieser  Intervalle  den 
Werth: 

10,209; 

meine  Gleichung  dagegen  giebt  der  Reihe  nach  folgende  Werthe: 

7,73;       8,14;       8,57;       9,01;       9,49;       9,98; 
10,50;     11,04;     11,62;     12,22;     12,87;     13,55. 

Man  sieht  hieraus,  dass  in  dem  Temperaturintervall  von  180<)  bis  60^ 
innerhalb  dessen  nach  Zeuner  die  Abweichungen  gering  ausfallen  sol- 
len, die  wahren  Werthe,  anstatt  constant  =  10,209  zu  sein,  zwischen 
7,73  und  13,55  variiren.  Selbst  in  dem  kleinen  Temperaturintervall 
von  150^  bis  100^  innerhalb  dessen  Zeuner  seine  Formeln  als  voll- 
ständig genügend  betrachtet,  variiren  die  wahren  Werthe  zwischen  9,01 
und  11,04. 

So  sehr  ich  auch  anerkenne,  dass  es,  um  die  mechanische  Wärme- 
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theorie  den  practischen  Mechanikern  nutzbar  za  machen,  ndthig  ist,  ih- 
nen den  Gebrauch  derselben  durch  Berechnung  yon  Tabellen  und  Auf* 
Stellung  von  möglichst  einfachen  Nftherungsformeln  zn  erleichtem,  und 
Zeuner's  dahin  gerichtete  Bestrebungen  ihnen  daher  gewiss  sehr  will- 
kommen sein  müssen,  so  glaube  ich  doch,  dass  Formeln,  welche  der 
Wirklichkeit  so  wenig  entsprechen,  wie  die  hier  angeführte,  ihnen  nicht 
genügen  können. 

Das  Problem  IL  von  Zeuner  betrifiR;  die  Fragen,  auf  welche  sich 
die  Gleichungen  (YII.)  und  (IX.)  der  vorstehenden  Abhandlung  bezie- 
hen. Es  wird  nämlich  vorausgesetzt,  dass  dieselbe  Ausdehnung,  wie 
im  ersten  Probleme,  stattfinde,  uur  mit  dem  Unterschiede,  dass  der  im 
Cylinder  befindlichen  Masse  dabei  keine  Wärme  mitgetheilt  oder  ent- 
zogeli  werde,  und  es  soll  bestimmt  werden,  wie  sich  die  Quantität  des 
vorhandenen  Dampfes  durch  die  Ausdehnung  ändert,  und  welche  Arbeit 
verrichtet  wird. 

Nachdem  Zeuner  meine  Gleichungen  (VII.)  und  (IX.),  (die  letztere 
in  etwas  veränderter  Form,)  mitgetheilt  hat,  schreitet  er  wieder  zu  Ver- 
einfachungen,  und  gelangt  dadurch  zu  zwei  Näherungsformeln  für  die 
Dampfmenge  fi,  welche  sich  während  der  Ausdehnung  neu  entwickelt, 
oder,  wenn  sie  negativ  ist,  niederschlägt^  und  für  die  zu  äusserer  Ar- 
beit verbrauchte  Wärme  L,  Wenn  wir  in  der  ersten  dieser  Formeln 
für  eine  darin  vorkommende  Grösse  (>  den  Ausdruck,  welchen  Zeuner 
für  sie  aufgestellt  hat,  substituiren,  ebenso,  wie  Zeuner  selbst  es  in  der 
zweiten  Formel  gethan  hat,  so  lauten  die  beiden  Formeln: 

(g)  it  =  (M-2m,)ß    *•"*» 


a  —  ßti 
(h)  L  =  [Mc  —  {M-  m.)  ß]  ft  -  <,), 

worin  a,  ß  und  c  drei  Constante  von  folgenden  Werthen  sind: 

(a  =  575,03 
(i)  Iß  =  0,7882 

\c  =  1,0224. 

Zur  Vergleichung  der  Ergebnisse  dieser  Formeln  mit  den  aus  mei- 
nen Gleichungen  hervorgehenden,  wollen  wir  annehmen,  zu  Anfang  der 
Ausdehnung  sei  gerade  die  ganze  im  Cylinder  befindliche  Masse  dampf- 
förmig, es  sei  also  nti  =  M]  und  ferner  wollen  wir  in  der  Gleichung  (b) 
für  die  zu  Arbeit  verbrauchte  Wärme  L  die  Arbeit  W  selbst  einführen^ 

indem  wir  setzen  W  =  -j  •  Dann  lauten  die  beiden  Gleichungen : 
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(1) 


TT  =  -^  (^1  -  f,). 


Wenn  wir  nun  die  Anfangstemperatur  zu  150^  und  die  Schluss- 
temperatur  der  Reihe  nach  zu  125^  100<^  und  75<>  annehmen,  sro  kön- 
nen wir  bei  der  YergleicbuDg  diejenigen  Zahlenwerthe  benutzen,  welche 
ich  aus  meinen  Gleichungen  schon  berechnet  und  in  den  kleinen  Ta- 
bellen auf  S.  175  und  178  zusammengestellt  habe.  Es  ist  nämlich,  wenn 
m  die  am  Schlüsse  der  Ausdehnung  noch  vorhandene  Dampfmenge  bedeu- 
tet, zu  setzen  u  =  w  —  M,  und  somit  ^  =  •—:  —  1,  und  hierin  kön- 

MM 

neu  für  -^^  die  in  der  ersten  Tabelle  stehenden  Werthe  gesetzt  werden. 

M 

W 

Ebenso  sind  für  -— r  ohne  Weiteres  die  in  der  letzten  Tabelle  stehen- 

M 

den  Werthe  zu  setzen.  Die  Tabellen  erstrecken  sich  auf  ein  etwas  grös- 
seres Temperaturintervall,  indem  sie  bis  25^  herabreichen ;  aber  ich  will 
nur  die  Zahlen  bis  zur  Temperatur  75^  zur  Yergleichung  benutzen,  um 
mich  innerhalb  der  Gränzen  zu  halten,  für  welche  Zeuner  seine  For- 
meln bestimmt  hat.  Wir  erhalten  dann  folgende  zusammengehörige 
Zahlen. 


SchluBstemperatur 

1250 

100« 

750 

/i    1  nach  Gleichung  (VIT.) 
M  \  nach  Gleichung  •  (k) 

W  f  nach  Gleichung  (IX.) 
M  \  nach  Gleichung  (1) 

—  0,044 

—  0,041 

11300 
10800 

—  0,089 
0,079 

23200 
21700 

-  0,134 

—  0,115 

35900 
32500 

Es  zeigen  sich  hier  in  dem  beschränkten  Temperaturintervall  von 
150«  bis  75«  schon  nicht  unbedeutende  Abweichungen.  Zeuner  sagt 
von  seinen  die  Arbeit  darstellenden  Gleichungen,  dass  sie  es  seien, 
welche  seiner  Ansicht  nach  einer  neuen  Dampf  maschinentheorie  zu  Grunde 
gelegt  werden  können,  und  dass  ihre  Einfachheit  und  bequeme  Form, 
sowie  der  Umstand,  dass  ihre  Resultate  ganz  befriedigend  mit  den  Er- 
gebnissen meiner  Gleichungen  übereinstimmen,  sie  gewiss  zu  dem  ge- 
nannten Zwecke  empfehlen*  Ich  muss  aber  gesteheui  dass  ich  in  den 
vorstehenden  Zahlenwerthen  kbine  so  befriedigende  Uebereinstimmung 
finde,  um  jene  Gleichungen  zur  Grundlage  der  neuen  Dampfmaschinen^ 
theorie  für  geeignet  halten  zu  können. 
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Das  Problem  HL  von  Zeuner  betri£ft  den  Fall,  wo  eine  in  einem 
Gefasse  enthaltene  Quantität  Dampf  und  Wasser  plötzlich  einem  ande- 
ren, als  dem  im  Gefösse  herrschenden  Drucke  ausgesetzt  wird,  wie  es 
z.  6.  stattfindet,  wenn  ein  Geföss,  in  welchem  ein  Druck  von  über  1  At- 
mosphäre herrscht,  plötzlich  mit  der  Atmosphäre  in  Verbindung  ge- 
setzt wird,  so  dass  der  Dampf  ausströmen  kann.  Es  fragt  sich  nun, ' 
wieviel  Wärme  der  Masse  während  der  Yolumenänderung  und  der  da- 
mit verbundenen  Temperaturänderung  mitgetheilt  werden  muss,  um  zu 
bewirken,  dass  weder  Dampf  sich  niederschlägt,  noch  Wasser  verdampft, 
sondern  gerade  die  ursprünglich  vorhandene  Dampfmenge  als  Dampf 
vom  Maximum  der  Dichte  bestehen  bleibt. 

Dieser  Fall  schliesst  sich  an  diejenigen  an,  welche  ich  als  eweiten 
und  dritten  Fall  in  der  Abhandlung  IL  behandelt  habe.  Ich  habe  dort 
die  beiden  Fälle  unterschieden,  wenn  das  Geföss  nur  Dampf  enthält, 
und  wenn  es  (in  der  Art,  wie  ein  Dampfkessel),  ausser  dem  Dampfe 
auch  flüssiges  Wasser  enthält,  welches  während  des  Ausströmens  noch 
weiter  verdampft,  und  dadurch  den  aus  dem  Gefösse  ausgeströmten 
Dampf  ersetzt.  Zeuner  glaubt  nun  diese  beiden  Fälle  in  sehr  einfa- 
cher Weise  durch  Eine  Gleichung  darstellen  zu  können. 

Die  Gleichung  (144)  seiner  Schrift  enthält  nämlich  für  die  Wärme- 
menge, welche  man  dem  Dampfe  mittheilen  muss,  einen  Ausdruck,  wel- 
cher, obwohl  seine  Form  wegen  veränderter  Bezeichnungsweise  etwas  ver- 
schieden ist,  doch  seinem  Inhalte  nach  mit  dem,  welchen  ich  für  den  zwei- 
ten Fall  entwickelt  und  in  Gleichung  (3)  meiner  Abhandlung  (S.  109)  ge- 
geben habe,  übereinstimmt.  Zu  dieser  Wärmemenge  ist  aber  noch  die- 
jenige, welche  man  dem  vorhandenen  Wasser  mittheilen  muss,  um  seine 
Temperatur  von  ti  bis  ^2  zu  ändern,  hinzugefügt,  und  dadurch  der  Aas- 
druck der  ganzen  Wärmemenge,  welche  man  der  aus  Dampf  und  Was- 
ser bestehenden  Masse  mittheilen  muss,  gebildet.  Durch  die  Hinzufü- 
gung  des  Gliedes,  welches  sich  auf  das  flüssige  Wasser  bezieht,  meint 
nun  Zeuner  die  von  mir  für  den  zweiten  Fall  entwickelte  Gleichung 
[^für  den  dritten  Fall  geeignet  gemacht  zu  haben.  Dieses  kann 
nicht  zugeben. 
^^^•i/T^wl^e  von  Zeuner  gebildete  Gleichung  setzt  voraus,  dass  das  im 
enthaltene  Wasser  seine  Temperatur  in  derselben  Weise  ändere, 
kr  Dampf.  Denkt  man  sich  nun  aber  einen  Dampfkessel,  aus  wel- 
chem durch  eine  Oeflhung,  z.  B.  durch  das  Sicherheitsventil,  Dampf 
ausströmt,  so  erleidet  der  ausströmende  Dampf  bei  seiner  Ausdehnung 
sehr  schnell  eine  bedeutende  Temperaturerniedrigung,  an  welcher  die 
im  Kessel  befindliche  Masse  nicht  theilnimmt.  Man  muss  daher,  am 
zu  entscheiden,  ob  der  Dampf  beim  Ausströmen,  wenn  ihm  dabei  keine 
Wärme  mitgetheilt  oder  entzogen  wird,  überhitzt  wird  oder  sich  theil- 
weise  niederschlägt,  und  wieviel  Wärme  man  ihm  mittheilen  oder  ent- 
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ziehen  muss,  um  ihn  gerade  im  Maximum  der  Dichte  zu  erhalten,  den 
ausströmenden  Dampf  für  sich  allein  betrachten.  Dazu  halte  ich  das 
Yon  mir  eingeschlagene  Verfahren,  den  ausströmenden  Dampf  zwischen 
zwei  Flächen  zu  betrachten ,  in  deren ,  erster  noch  der  im  Innern  des 
Gelasses  herrschende  Druck  stattfindet,  während  in  der  zweiten  der 
Druck  gleich  dem  der  Atmosphäre  ist,  und  die  Strömungsgeschwindig- 
keit schon  so  weit  abgenommen  hat,  dass  man  die  in  der  Strömungs- 
bewegong  liegende  lebendige  Kraft  vernachlässigen  kann,  für  ganz 
zweckentsprechend. 


CUusius,  Thecb.  Wärmetheorie.  16 


ABHANDLUNG  VI 


Ueber  die  Anwendung  des  Satzes  von  der  Aequivalenz 
der  Verwandlungen  auf  die  innere  Arbeit. 

Vorgetragen    in  der  Züricher   naiurforschenden   Gesellschaft    am  27.  Januar  1862; 

abgedruckt    in    der    Yierteljahrsschrift  dieser    Gesellschaft,    Bd.   VII,    S.  48; 

Pogg.  Ann.  Maiheft  1862,  Bd.  CXVI,  S.  78;  Phil.  Mag.  4th  Ser.  Vol.  XXIV, 

p.  81  u.  201 ;  Joum.  de  Lionville  2«  s^r.  t.  VII,  p.  209. 


In  einer  im  Jahre  1854  veröflFentlichten  Abhandlung  i),  welche 
den  Zweck  hatte,  meinen  früher  veröflfentlichten  Entwickelungen 
eine  etwas  einfachere  Gestalt  zu  geben,  habe  ich  aus  dem  von  mir 
aufgestellten  Grundsatze,  dass  die  Wärme  nicht  von  selbst  aus  einem 
kälteren  in  einen  wärmeren  Körper  übergehen  kann,  einen  Satz  abge- 
leitet, welcher  mit  dem  zuerstvonS.  Garnot  aus  anderen,  auf  den 
älteren  Ansichten  über  die  Wärme  beruhenden  Betrachtungen  ab- 
geleiteten Satze  in  nahem  Zusammenhange  steht,  aber  nicht  ganz 
mit  ihm  übereinstimmt.  Er  bezieht  sich  auf  die  Umstände,  unter 
welchen  sich  Arbeit  in  Wärme  und  umgekehrt  Wärme  in  Arbeit 
verwandeln  kann,  und  ich  habe  ihn  den  Satß  von  der  Aequivalenz 
der  Verwandlungen  genannt.  Ich  habe  aber  dort  nicht  den  gan- 
zen Satz  in  der  allgemeinen  Form,  in  welcher  ich  ihn  mir  ent- 
wickelt hatte,  mitgetheilt,  sondern  habe  mich  bei  jener  VeröflFent- 
lichung  auf  einen  Theil  beschränkt,  welcher  sich  getrennt  dar- 


1)  Ueber  eine  veränderte  Form  des  zweiten  Hauptsatzes  der  mechani- 
eben  Wärmetheorie.    [Abbandlang  IV.  dieser  Sammlung.] 
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stellen,  und  mit  grösserer  Sicherheit  beweisen  lässt,  als  der  übrige 
Theil.   . 

Es  wird  nämlich  bei  einer  Zustandsänderung  eines  Körpers 
im  Allgemeinen  gleichzeitig  äussere  und  innere  Arbeit  gethan,  von 
denen  die  erstere  sich  auf  die  Kräfte  bezieht,  welche  fremde  Kör- 
per  auf  den  betrachteten  Körper  ausüben ,  und  die  letztere  auf 
die  Kräfte,  welche  die  Bestandtheile  des  betrachteten  Körpers 
selbst  auf  einander  ausüben.  Die  innere  Arbeit  ist  meistens  so 
wenig  bekannt,  und  mit  einer  anderen  ebenfalls  unbekannten 
Grösse  i)  in  solcher  Weise  verbunden,  dass  man  sich  bei  ihrer  Be- 
handlung einigermaassen  von  Wahrscheinlichkeitsgründen  leiten 
lassen  muss,  während  die  äussere  Arbeit  der  unmittelbaren  Beob- 
achtung und  Messung  zugänglich  ist,  und  eine  strengere  Behand- 
lung zulässt.  Da  ich  nun  in  meiner  früheren  VeröflFentlichung 
alles  Hypothetische  zu  veriueiden  wünschte,  so  schloss  ich  die  in- 
nere Arbeit  ganz  davon  aus,  was  dadurch  geschehen  konnte,  dass 
ich  mich  auf  die  Betrachtung  von  Kreisprocessen  beschränkte, 
d.  h.  von  Vorgängen,  bei  denen  die  Veränderungen,  welche  der 
Körper  erleidet,  so  angeordnet  sind,  dass  der  Körper  schliesslich 
wieder  in  seinen  Anfangszustand  zurückkommt.  Bei  einem  sol- 
chen Vorgange  heben  sich  nämlich  die  inneren  Arbeitsgrössen, 
welche  bei  den  einzelnen  Veränderungen  gethan  werden,  und 
welche  theils  positiv,  theils  negativ  sind,  gegenseitig  auf,  so  dass 
nur  die  äussere  Arbeit  übrig  bleibt,  und  für  diese  lässt  sich  dann 
der  fragliche  Satz  mit  mathematischer  Strenge  aus  dem  oben  an- 
geführten Grundsatze  beweisen. 

Mit  der  Veröffentlichung  des  übrigen  Theiles  meines  Satzes 
habe  ich  bis  jetzt  gezögert,  weil  er  zu  einer  Folgerung  führt, 
welche  von  den  bisher  verbreiteten  Vorstellungen  über  die  in  den 
Körpern  enthaltene  Wärme  beträchtlich  abweicht,  und  ich  es  da- 
her für  wünschenswerth  hielt,  ihn  noch  weiter  zu  prüfen.  Da  ich 
mich  jedoch  im  Verlaufe  der  Jahre  mehr  und  mehr  davon  über- 
zeugt habe,  dass  man  jenen  Vorstellungen,  welche  zum  Theil  mehr 
auf  Gewohnheit ,  als  auf  wissenschaftlicher  Begründung  beruhen, 
kein  zu  grosses  Gewicht  beilegen  muss ,  so  glaube  ich  mein  frü- 
heres Bedenken  endlich  aufgeben,  und  den  vollständigen  Satz 
von  der  Aequivalenz  der  Verwandlungen  und  die  damit  zusam- 

^)  [Nämlich  mit  der  Vermehrung  der  im  Körper  wirklich  vorhande- 
nen Wärme.     1864.] 
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menhängenden  Sätze  dem  wissenschaftlichen  Publicum  vorlegen 
zu  dürfen.  Ich  hoflfe,  dass  die  Wichtigkeit,  welche  diese  Sätze, 
wenn  sie  richtig  sind,  für  die  Wärmelehre  haben,  ihre  Veröflfent- 
lichung  in  ihrer  gegenwärtigen  hypothetischen  Form  rechtferti- 
gen wird. 

Zugleich  will  ich  aber  ausdrücklich  bemerken,  dass,  wenn 
man  Anstand  nehmen  sollte,  die  nachfolgenden  Sätze  als  richtig 
anzuerkennen,  dadurch  die  in  meiner  früheren  Abhandlung  ent- 
haltenen Schlüsse,  welche  sich  auf  Kreisprocesse  beziehen,  ihre 
Gültigkeit  nicht  verlieren  würden. 

§.  1.  Ich  will  damit  beginnen,  den  Satz  von  der  Aequivalenz 
der  Verwandlungen,  so  wie  ich  ihn  früher  entwickelt  habe,  noch  ein- 
mal kurz  anzuführen,  um  daran  das  Folgende  anknüpfen  zu  können. 

Wenn  ein  Körper  einen  Ereisprocess  durchmacht,  so  kann 
dabei  eine  gewisse  äussere  Arbeit  gewonnen  werden,  wofür  dann 
gleichzeitig  eine  gewisse  Wärmemenge  verloren  geht,  oder  es 
kann  umgekehrt  Arbeit  verbraucht,  und  dafür  Wärme  gewonnen 
werden.  Dieses  lässt  sich  so  ausdrücken:  es  Tcann  durch  den 
Kreisprocess  Wärme  in  Arbeit  oder  Arbeit  in  Wärme  verwandelt 
werden. 

Ferner  kann  der  Kreisprocess  noch  eine  andere  Wirkung 
haben,  nämlich  die,  dass  Wärme  aus  einem  Körper  in  einen  an- 
deren übertragen  wird,  indem  der  veränderliche  Körper  von  dem 
einen  Körper  Wärme  aufnimmt,  und  an  den  anderen  Wärme  ab- 
giebt.  Hierbei  sind  die  Körper,  zwischen  denen  der  Wärmeüber- 
gang stattfindet,  nur  als  Wärmereservoire  anzusehen,  von  de- 
nen weiter  nichts  bekannt  zu  sein  braucht,  als  ihre  Tempera- 
turen. Wenn  die  Temperaturen  dieser  beiden  Körper  verschie- 
den sind,  so  findet  je  nach  der  Richtung  der  Uebertragung  ein 
Wärmeübergang  aus  einem  wärmeren  in  einen  kälteren  oder  ans 
einem  kälteren  in  einen  wärmeren  Körper  statt  Einen  solchen 
Wärmeübergang  kann  man  der  Gleichförmigkeit  wegen  auch  als 
eine  Verwandlung  bezeichnen,  indem  man  sagt,  es  sei  Wärme  von 
der  einen  Temperatur  in  Wärme  von  der  anderen  Temperaiur  ver- 
wandelt 

Die  beiden  erwähnten  Arten  von  Verwandlungen  stehen  nun 
unter  einander  in  einem  gewissen  Zusammenhange,  so  dass  sie 
sich  gegenseitig  bedingen,  und  die  eine  die  andere  ersetzen  kann. 
Nennt  man  solche  Verwandlungen,  welche  einander  ersetzen  kön- 
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nen,  äquivalent,  und  sucht  die  mathematischen  Ausdrücke,  welche 
die  Grösse  der  Verwandlungen  in  der  Weise  bestimmen,  dass 
äquivalente  Verwandlungen  gleich  gross  werden,  so  findet  man 
folgende:  Wenn  die  Wärmemenge  Q  von  der  Temperatur  t  aus 
Arbeit  entsteht,  so  hat  diese  Verwandlung  den  Äequivalenewerth 

Q_ 

und  wenn  die  Wämimnenge  Q  aus  einetn  Körper  von  der  Ternpe- 
ratur  ti  in  einen  anderen  von  der  Temperatur  t^  übergeht^  so  hat 
diese  Verwandlung  den  AequivdlenzweHh: 


^\T,         tJ' 


worin  T  eine  Function  der  Temperatur  ist,  welche  von  der  Art 
des  Processes,  durch  den  die  Verwandlung  geschieht,  unabhängig 
ist,  und  Ti  und  T2  die  Werthe  der  Function  bedeuten,  welche 
den  Temperaturen  ti  und  ^  entsprechen.  Durch  eine  besondere 
Betrachtung  habe  ich  gezeigt,  dass  T  sehr  wahrscheinlich  nichts 
weiter  ist,  als  die  absolute  Temperatur, 

Jene  beiden  Ausdrücke  lassen  auch  den  positiven  und  nega- 
tiven Sinn  der  Verwandlungen  erkennen.  In  dem  ersteren  wird, 
wenn  Wärme  aus  Arbeit  entstanden  ist,  Q  als  positiv,  und  wenn 
Wärme  in  Arbeit  verwandelt  ist,  Q  als  negativ  angenommen.  Im 
letzteren  kann  man  Q  immer  als  positiv  annehmen ,  indem  der 
entgegengesetzte  Sinn  der  Verwandlung  dadurch  angezeigt  wird, 

dass  die  Differenz  -= «-  positiv  und  negativ  sein  kann.  Man 

sieht  daraus,  dass  der  Uebergang  von  Wärme  von  höherer  zu 
niederer  Temperatur  als  positive  Verwandlung  und  der  ueber- 
gang von  niederer  zu  höherer  Temperatur  als  negative  Verwand- 
lung zu  betrachten  ist. 

Wenn  man  durch  diese  Ausdrücke  die  in  einem  Kreispro- 
cesse  vorkommenden  Verwandlungen  darstellt,  so  lässt  sich  die 
Beziehung,  welche  zwischen  ihnen  stattfindet,  in  einfacher  und 
bestimmter  Weise  angeben.  Wenn  der  Kreisprocess  umlcehrbar 
ist,  so  müssen  die  in  ihm  vorkommenden  Verwandlungen  theils 
positiv,  theils  negativ  sein,  und  die  Aequivalenzwerthe  der  posi- 
tiven müssen  zusammen  gleich  denen  der  negativen  sein,  so  dass 
die  algebraische  Summe  aller  Aequivalenzwerthe  Null  wird.  Ist 
der  Kreisprocess  nickt  umkehrbwr^  so  brauchen  die  Aequivalenz- 


Abhandlung  Vf- 

'*^  .^.    ^  „    .  negatiren  Verwandlungen  nicht  gleich 

^ertho  der  P^'^'J^^^^"^^  nur  in  dem  Sinne  stattfinden, 

2tt  sein,  ^^^J^.JJ^^  ""überwiegen.  Man  kann  daher  den  für  die 
dass  «Jö  ^*ertiie  der  Verwandlungen  geltenden  Satz  so  aus- 
AequjJ*  ^  ^^.^  ^jggl^aische  Summe  aller  in  einem  Kreisprocesse 
^P^f^     lÄfirf^w   Verwandlungen  kann  nur  positiv  oder  als  Gräne- 

Der  niatheraatische  Ausdruck  dieses  Satzes  ist  folgender. 
Sei  dO  das  Element  der  von  dem  Körper  während  seiner  Verän- 
derungen an  irgend  ein  Wärmereservoir  abgegebenen  Wärme  (wo- 
bei eine  Wärmemenge,  welche  er  einem  Reservoir  entzieht,  nega- 
tiv gerechnet  wird)  und  T  die  absolute  Temperatur,  welche  der 
Körper  im  Momente  der  Abgabe  hat,  so  muss  für  jeden  umkehr- 
baren Kreisprocess  die  Gleichung: 

(L)  r4 = 0. 

und  für  jeden  überhaupt  möglichen  Kreisprocess  die  Beziehung: 

(I-)  /^  > « 

gelten. 

§.  2.  Obwohl  sich  die  Nothwendigkeit  dieses  Satzes  unter 
Voraussetzung  des  oben  erwähnten  Grundsatzes  streng  mathema- 
tisch beweisen  lässt,  so  behält  der  Satz  dadurch  doch  eine  ab- 
stracto Form,  in  welcher  er  dem  Verständnisse  schwer  zugänglich 
ist,  und  man  fühlt  sich  gedrungen  nach  der  eigentlichen  physika- 
lischen Ursache  zu  fragen,  welche  diesen  Satz  zur  Folge  hat.  Da 
femer  die  innere  und  äussere  Arbeit  nicht  wesentlich  von  einan- 
der verschieden  sind,  so  kann  man  fast  mit  Sicherheit  annehmen, 
dass  ein  Satz,  welcher  für  die  äussere  Arbeit  in  so  allgemeiner 
Weise  gültig  ist,  nicht  auf  diese  allein  beschränkt  sein  kann,  soa- 
dern  in  solchen  Fällen,  wo  die  äussere  Arbeit  mit  innerer  Arbeit 
verbunden  ist,  auf  die  letztere  ebenfalls  Anwendung  finden  muss. 

Durch  Betrachtungen  dieser  Art  bin  ich  schon  bei  meinen  er- 
sten Untersuchungen  über  die  mechanische  Wärmetheorie  dabin 
geführt,  ein  allgemeines  Gesetz  über  die  Abhängigkeit  der  wirk- 
samen Kraft  der  Wärme  von 'der  Temperatur  anzunehmen,  wel- 
ches den  Satz  von  der  Aequivalenz  der  Verwandlungen  in  seiner 
vollständigeren  Form  zur  unmittelbaren  Folge  hat,  und  zugleich  zu 
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aDderen  wichtigen  Schlüssen  Veranlassung  giebt.  Ich  will  das 
Gesetz  sofort  anführen,  und  seinen  Sinn  durch  einige  hinzuge- 
fügte Erläuterungen  klar  zu  machen  suchen,  indem  die  Gründe, 
welche  für  seine  Richtigkeit  sprechen,  soweit  sie  nicht  schon 
durch  seine  innere  Wahrscheinlichkeit  unmittelbar  gegeben  sind, 
im  Verlaufe  der  Abhandlung  nach  und  nach  hervortreten  werden. 
Es  lautet: 

In  allen  Fällen^  wo  die  in  einem  Körper  enthaltene  Wärme 
durch  üebertvindung  von  Widerständen  eine  mechanische  Arbeit 
thui,  ist  die  Grösse  der  Widerstände^  welche  sie  überwinden 
Jcann,  proportional  der  absoluten  Temperatur. 

Um  die  Bedeutung  des  Satzes  zu  verstehen,  muss  man  die 
Vorgänge,  durch  welche  die  Wärme  Arbeit  leisten  kann,  näher 
ins  Auge  fassen.  Diese  Vorgänge  lassen  sich  immer  darauf  zu- 
rückführen, dass  durch  die  Wärme  in  irgend  einer  Weise  die  An- 
ordnung der  Bestandtheile  eines  Körpers  geändert  wird.  So  wer- 
den z.  B.  durch  die  Wärme  die  Körper  ausgedehnt,  und  also  die 
Molecüle  von  einander  entfernt,  wobei  einerseits  die  gegenseiti- 
gen Anziehungen  der  Molecüle,  und  andererseits  noch  äussere 
Gegenkräfte,  sofern  solche  vorhanden  sind,  überwunden  werden 
müssen.  Ferner  werden  durch  die  Wärme  die  Aggregatzustände 
geändert,  indem  feste  Körper  flüssig  und  sowohl  feste  als  auch 
flüssige  Körper  luftförmig  gemacht  werden,  wobei  ebenfalls  innere 
und  der  Regel  nach  auch  äussere  Kräfte  zu  überwinden  sind.  Ein 
anderer  Fall,  den  ich  noch  erwähnen  will,  weil  er  von  den  vori- 
gen sehr  verschieden  ist,  und  daher  zeigt,  wie  mannichfaltig  die 
hierhergehörigen  Wirkungen  sind,  ist  der,  dass  bei  der  Berührung 
zweier  verschiedenartiger  Stofi'e  durch  die  Wärme  Elektricität 
von  dem  einen  Stoflfe  zum  anderen  getrieben  wird,  worauf  die 
Entstehung  der  thermoelektrischen  Ströme  beruht. 

In  den  zuerst  erwähnten  Fällen  wird  die  Anordnung  der  Mole- 
cüle geändert.  Da  die  Molecüle,  auch  während  der  Körper  sich 
in  einem  stationären  Zustande  befindet,  keine  festen,  unveränder- 
lichen Lagen  haben,  sondern  stets  in  mehr  oder  weniger  ausge- 
dehnten Bewegungen  begriflfen  sind,  so  kann  man  sich,  wenn  von 
der  Anordnung  der  Molecüle  zu  irgend  einer  Zeit  die  Rede  ist, 
entweder  eine  solche  Anordnung  denken,  die  man  erhält,  wenn 
man  jedes  Molecül  in  der  Lage  nimmt ,  welche  es  in  einem  be- 
stimmten Momente  gerade  hat,  oder  eine  solche,  bei  der  jedes 
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Molecül  in  einer  mittleren  Lage  angenommen  ist.  Die  Wirkung 
der  Wäripe  geht  nun  immer  dahin,  den  unter  den  Molecülen  statt- 
findenden Zusammenhang  zu  vermindern,  und  wenn  dieser  gelöst 
ist,  die  mittleren  Entfernungen  derMolecüle  zu  vergrössern.  um 
dieses  mathematisch  ausdrücken  zu  können,  wollen  wir  den  Grad 
der  Zertheilung  des  Körpers  durch  eine  neu  einzuführende  Grösse 
darstellen,  welche  wir  die  Disgregation  des  Körpers  nennen  wol- 
len, und  mit  Hülfe  deren  wir  die  Wirkung  der  Wärme  einfach 
dahin  definiren  können,  dass  sie  die  Disgregation  mu  vermehren 
sucht  Wie  man  für  diese  Grösse  ein  bestimmtes  Maass  gewinnen 
kann,  wird  sich  im  Folgenden  ergeben. 

Was  den  zuletzt  erwähnten  Fall  anbetrifft,  so  wird  in  diesem 
die  Anordnung  der  Elektricität  geändert,  eine  Aenderung,  welche 
sich  in  entsprechender  Weise  darstellen  und  in  Rechnung  brin- 
gen lässt,  wie  die  Aenderung  in  der  Lage  der  Molecüle,  und  welche 
wir  uns,  wo  sie  vorkommt,  immer  in  dem  allgemeinen  Ausdrucke 
Anordnungsänderung  oder  Aenderung  der  Disgregation  mit  ein- 
begriffen denken  wollen. 

Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  jede  der  genannten  Verän- 
derungen auch  im  umgekehrten  Sinne  stattfinden  kann,  wenn  die 
Wirkung  der  Gegenkräfte  stärker  ist,  als  die  der  Wärme.  Ebenso 
wird  als  selbstverständlich  angenommen,  dass  zur  Hervorbrin- 
gung von  Arbeit  stets  eine  entsprechende  Menge  Wärme  ver- 
braucht, und  umgekehrt  durch  Verbrauch  von  Arbeit  ebenso  viel 
Wärme  erzeugt  wird. 

> 

§.  3.  Wenn  wir  nun  die  einzelnen  vorkommenden  Fälle  in 
Bezug  auf  die  bei  ihnen  wirkenden  Kräfte  näher  betrachten,  so 
bietet  sich  zunächst  als  besonders  einfach  die  Ausdehnung  eines 
permanenten  Gases  dar.  Man  kann  aus  gewissen  Eigenschaften 
der  Gase  schliessen,  dass  bei  ihnen  die  gegenseitige  Anziehung 
der  Molecüle  in  ihren  mittleren  Entfernungen  sehr  gering  ist, 
und  daher  der  Ausdehnung  des  Gases  nur  einen  sehr  kleinen 
Widerstand  entgegensetzt,  so  dass  der  Widerstand,  welchen  die 
Wände  des  einschliessenden  Gefässes  leisten,  fast  der  ganzen 
Wirkung  der  Wärme  das  Gleichgewicht  halten  muss.  Demnach 
bildet  der  äusserlich  -wahrnehmbare  Druck  des  Gases  ein  ange- 
nähertes Maass  für  die  auseinandertreibende  Kraft  der  im  Gase 
enthaltenen  Wärme,  und  somit  muss  dem  vorigen  Gesetze  nach 
dieser  Druck  der  absoluten  Temperatur  angenähert  proportional 
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sein.  Die  Richtigkeit  dieses  Resultates  hat  in  der  That  so  viele 
innere  Wahrscheinlichkeit  für  sich,  dass  viele  Physiker  seit  Gay- 
Lussac  und  Dalton  jene  Proportionalität  ohne  Weiteres  voraus- 
gesetzt und  zur  Berechnung  der  absoluten  Temperatur  benutzt 
haben. 

Auch  bei  der  oben  erwähnten  thermoelektrischen  Wirkung 
ist  die  der  Wärme  entgegenwirkende  Kraft  eine  einfache  und 
leicht  bestimmbare.  Es  wird  nämlich  an  der  Berührungsstelle 
zweier  verschiedener  Stoffe  durch  die  Wärme  so  viel  positive 
Elektricität  von  dem  einen  zum  anderen  getrieben,  bis  die  aus 
der  elektrischen  Spannung  entstehende  Gegenkraft  der  hinüber- 
treibenden Kraft  das  Gleichgewicht  hält.  Nun  habe  ich  schon  in 
einer  früheren  Abhandlung  „über  die  Anwendung  der  mechani- 
schen Wärmetheorie  auf  die  thermoelektrischen  Erscheinungen"  *) 
nachgewiesen,  dass,  sofern  mit  der  Temperaturänderung  nicht 
gleichzeitig  Aenderungen  in  der  Anordnung  derMolecüle  verbun- 
den sind,  die  durch  die  Wärme  hervorgerufene  Spannungsdiffe- 
renz der  absoluten  Temperatur  proportional  sein  muss,  wie  es 
das  obige  Gesetz  erfordert. 

In  den  übrigen  erwähnten  und  in  den  meisten  anderen  Fäl- 
len sind  die  Verhältnisse  weniger  einfach,  weil  bei  ihnen  die 
Kräfte,  welche  die  Molecüle  aufeinander  ausüben,  eine  wesent- 
liche Rolle  spielen,  und  diese  Kräfte  bis  jetzt  noch  ganz  unbe- 
kannt sind.  So  viel  ergiebt  sich  allerdings  schon  aus  der  blossen 
Betrachtung  der  äusseren  Widerstände,  welche  die  Wärme  über- 
winden kann,  dass  die  Kraft  der  Wärme  im  Allgemeinen  mit  der 
Temperatur  zunimmt.  Will  man  z.  B.  die  Ausdehnung  eines  Kör- 
pers durch  einen  äusseren  Druck  verhindern,  so  muss  man  dazu 
einen  um  so  grössern  Druck  anwenden,  je  weiter  man  den  Kör- 
per erwärmt,  und  man  kann  daher,  auch  ohne  die  inneren  Kräfte 
zu  kennen ,  schliessen ,  dass  der  Gesammtwerth  der  Widerstände, 
welche  bei  der  Ausdehnung  überwunden  werden  können,  mit  der 
Temperatur  wächst.  Ob  er  aber  gerade  in  dem  Verhältnisse 
wächst,  wie  das  obige  Gesetz  es  verlangt,  lässt  sich  ohne  Kennt- 
niss  der  inneren  Kräfte  nicht  direct  nachweisen.  Dagegen  kann 
man  umgekehrt  jenes  Gesetz,  wenn  man  es  als  anderweitig  bewie- 
sen ansieht,  dazu  ^.nwenden,  die  von  den  inneren  Kräften  gelei- 
steten Widerstände  zu  bestimmen. 


1)  Pogg.  Ann.  Bd.  XC,  S.  513. 
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Die  Kräfte,  welche  die  Molecüle  auf  einander  ausüben,  sind 
nicht  von  so  einfacher  Art,  dass  man  jedes  Molecül  durch  einen 
blossen  anziehenden  Punct  ersetzen  könnte,  denn  es  kommen 
viele  Fälle  vor,  welche  deutlich  erkennen  lassen,  dass  es  nicht 
bloss  auf  die  Entfernung  der  Molecüle,  sondern  auch  auf  ihre 
sonstige  Lage  zu  einander  ankommt.  Betrachten  wir  z.  B.  das 
Schmelzen  des  Eises,  so  werden  dabei  unzweifelhaft  innere  Kräfte, 
welche  die  Molecüle  auf  einander  ausüben,  überwunden,  und  es 
findet  also  eine  Vermehrung  der  Disgregation  statt,  und  doch 
sind  die  Schwerpuncte  der  Molecüle  im  flüssigen  Wasser  durch- 
schnittlich weniger  weit  von  einand^  entfernt,  als  im  Eise,  da 
das  Wasser  eine  grössere  Dichtigkeit  hat.  Auch  das  eigenthüm- 
liehe  Verhalten  des  Wassers,  dass  es  sich,  wenn  man  es  von  0^ 
an  erwärmt,  zusammenzieht,  und  erst  über  i^  anfangt  sich  auszu- 
dehnen, zeigt,  dass  auch  im  flüssigen  Wasser  in  der  Nähe  des 
Schmelzpunctes  die  Vermehrung  der  Disgregation  nicht  mit  Ver- 
grösserung  der  mittleren  Entfernungen  der  Molecüle  verbun- 
den ist. 

Es  würde  daher  bei  den  inneren  Kräften,  selbst  wenn 
man  sie  nicht  messen,  sondern  nur  mathematisch  ausdrücken 
wollte,  schwer  sein,  einen  passenden  Ausdruck,  welcher  eine 
einfache  Grössenbestimmung  zulässt,  für  sie  zu  finden.  Diese 
Schwierigkeit  fällt  aber  fort,  wenn  man  nicht  die  Kräfte  selbst, 
sondern  die  mechanische  Arbeit  ^  welche  bei  irgend  einer  An- 
ordnungsänderung zu  ihrer  Ueberwindung  erforderlich  ist,  in 
Rechnung  bringen  will.  Die  Ausdrücke  der  Arbeitsgrössen 
sind  einfacher,  als  diejenigen  der  betreffenden  Kräfte,  indem 
die  Arbeitsgrössen  sich  sämmtlich  ohne  weitere  Nebenangabe 
durch  Zahlen  mit  derselben  Einheit  darstellen  lassen,  die  man 
unter  einander  addiren  und  subtrahiren  kann,  wie  verschie- 
denartig auch  die  Kräfte,  auf  welche  sie  sich  beziehen,  sein 
mögen. 

Es  ist  daher  für  die  Anwendung  zweckmässig,  das  obige  Ge- 
setz dadurch  umzugestalten,  dass  man  statt  der  Kräfte,  die  bei 
ihrer  Ueberwindung  gethane  Arbeit  einführt.  In  dieser  Form 
lautet  es: 

Die  mechanische  Arbeit^  welche  die  Wärme  bei  irgend  einer 
Anordnungsändertmg  eines  Körpers  thun  kann,  ist  praportiofial 
der  absoluten  Temperatur,  bei  welcher  die  Aenderung  geschieht. 


i 
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§.  4.  Das  Gesetz  spricht  nicht  von  der  Arbeit,  welche  die 
Wärme  thut,  sondern  von  der,  welche  sie  thun  Jcann^  und  ebenso 
ist  in  der  ersten  Form  des  Gesetzes  von  den  Widerständen  die 
Rede,  welche  die  Wärme  überwinden  Jcann.  Diese  Unterscheidung 
ist  aus  folgendem  Grunde  nothwendig. 

Da  die  äusseren  Kräfte,  welche  während  einer  bestimmten 
Anordnungsänderung  des  Körpers  auf  ihn  einwirken,  sehr  ver- 
schieden sein  können,  so  kann  es  sein,  dass  die  Wärme,  indem 
sie  eine  Anordnungsänderung  bewirkt,  nicht  den  vollen  Wider- 
stand zu  überwinden  hat,  den  sie  möglicher  Weise  überwinden 
könnte.  Ein  bekanntes  oft  besprochenes  Beispiel  hierzu  bildet 
die  Ausdehnung  eines  Gases,  wenn  sie  nicht  in  der  Weise  statt- 
findet, dass  das  Gas  dabei  einen  seiner  Expansivkraft  gleichen 
Gegendruck  zu  überwinden  hat,  sondern  etwa  dadurch  veranlasst 
wird,  dass  der  mit  dem  Gase  gefüllte  Raum  mit  einem  anderen 
Räume  in  Verbindung  gesetzt  wird,  welcher  leer  ist,  oder  Gas  von 
geringerem  Drucke  enthält.  In  solchen  Fällen  muss  natürlich, 
um  die  Kraft  der  Wärme  zu  bestimmen,  nicht  der  Widerstand  be- 
trachtet werden,  welcher  wirklich  überwunden  wird,  sondern  der, 
welcher  überwunden  werden  kann. 

Auch  bei  Anordnungsänderungen  von  der  entgegengesetzten 
Art,  bei  denen  die  Wirkung  der  Wärme  durch  die  Gegenkräfte 
überwunden  wird,  kann  ein  ähnlicher  unterschied  vorkommen; 
hier  aber  nur  in  dem  Sinne,  dass  der  Gesammtwerth  der  Kräfte, 
welche  die  Wirkung  der  Wärme  überwinden,  wohl  grösser  sein 
kann,  als  die  wirksame  Kraft  der  Wärme,  aber  nicht  kleiner. 

Man  kann  die  Fälle,  bei  denen  ein  solcher  Unterschied  vor- 
kommt, auf  folgende  Art  charakterisiren.  Wenn  die  Anordnungs- 
änderüng  in  der  Weise  stattfindet,  dass  dabei  Kraft  und  Gegen- 
kraft gleich  sind,  so  kann  unter  dem  Einflüsse  derselben  Kräfte 
die  Aenderung  auch  im  umgekehrten  Sinne  geschehen.  Wenn 
aber  eine  Aenderung  so  stattfindet,  dass  dabei  die  überwindende 
Kraft  grösser  ist,  als  die  überwundene,  so  kann  unter  dem  Ein- 
flüsse derselben  Kräfte  die  Veränderung  nicht  im  umgekehrten 
Sinne  geschehen.  Im  ersteren  Falle  sagen  wir,  die  Veränderung 
habe  in  umkehrbarer  Weise  stattgefunden,  im  letzteren,  sie  habe 
in  nicht  umkehrbarer  Weise  stattgefunden. 

Streng  genommen  muss  die  überwindende  Kraft  immer  stär- 
ker sein,  als  die  überwundene;  da  aber  der  Kraftüberschuss  keine 
bestimmte  Grösse  zu  haben  braucht,  so  kann  man  ihn  sich  immer 


252  Abhandlung  VI. 

kleiner  und  kleiner  werdend  denken,  so  dass  er  sich  dem  Werthe  Null 
bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  nähert.  Man  sieht  daraus,  dass  der 
Fall,  wo  die  Veränderung  in  umkehrbarer  Weise  stattfindet,  ein 
Gränzfall  ist,  den  man  zwar  nie  vollständig  erreichen,  dem  man  sich 
aber  beliebig  nähern  kann.  Man  kann  daher  bei  theoretischen 
Betrachtungen  von  diesem  Falle  noch  als  von  einem  wirklich  aus- 
führbaren sprechen,  und  er  spielt  als  Gränzfall  sogar  eine  beson- 
ders wichtige  Rolle  in  der  Theorie. 

Ich  will  bei  dieser  Gelegenheit  gleich  noch  einen  anderen 
Vorgang  erwähnen,  bei  welchem  jener  Unterschied  ebenfalls  vor- 
kommt. Wenn  ein  Körper  einem  anderen  durch  Leitung  oder 
Strahlung  Wärme  abgeben  soll  (worunter  im  Falle  der  Strahlung, 
wo  gegenseitige  Mittheilung  stattfindet,  verstanden  ist,  dass  der 
eine  Körper  dem  anderen  mehr  Wärme  mittheilt,  als  er  von  ihm 
empfangt),  so  muss  der  abgebende  Körper  wärmer  sein,  als  der 
aufnehmende,  und  es  kann  daher  zwischen  zwei  Körpern  von  ver- 
schiedenen Temperaturen  der  Wärmeübergang  nur  in  Einem  und 
nicht  im  entgegengesetzten  Sinne  stattfinden.  Nur  wenn  ein  Kör- 
per an  einen  anderen  von  gleicher  Temperatur  Wärme  abgege- 
ben hätte,  könnte  der  Wärmeübergang  auch  ebenso  gut  in  entge- 
gengesetzter Richtung  stattfinden.  Nun  ist  zwar  eine  Wärmeab- 
gabe an  einen  Körper  von  gleicher  Temperatur,  streng  genommen, 
nicht  möglich ,  da  aber  der  Temperaturunterschied  beliebig  klein 
sein  kann,  so  bildet  auch  hier  der  Fall,  wo  der  Temperaturunter- 
schied Null,  und  der  Wärmeübergang  daher  umkehrbar  ist,  den 
Gränzfall,  den  man  wenigstens  theoretisch  noch  als  möglich  be- 
trachten kann. 

§.  5.  Wir  wollen  nun  den  mathematischen  Ausdruck  des 
obigen  Gesetzes  ableiten,  und  zwar  zunächst  für  den  Fall,  wo  die 
Zustandsänderung,  welche  der  betrachtete  Körper  erleidet,  in 
umkehrbarer  Weise  stattfindet.  Das  Resultat,  welches  man  für 
diesen  Fall  findet,  lässt  sich  leicht  nachträglich  dahin  erweitern, 
dass  es  auch  die  Fälle,  wo  eine  Veränderung  in  nicht  umkehrba- 
rer Weise  stattfindet,  umfasst. 

Es  sei  angenommen,  dass  der  Körper  irgend  eine  unendlich 
kleine  Zustandsänderung  erleide,  wobei  sowohl  die  in  ihm  ent- 
haltene Wärmemenge,  als  auch  die  Anordnung  seiner  Bestand- 
theile  sich  ändern  kann.  Die  in  ihm  enthaltene  Wärmemenge 
sei  mit  Hund  die  Aenderung  dieser  Grösse  mit  dH  bezeichnet 
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Die  bei  der  Anordnungsänderung  von  der  Wärme  gethane  Arbeit, 
und  zwar  die  innere  und  äussere  Arbeit  zusammen,  heisse  dL^ 
welche  Grösse  positiv  oder  negativ  sein  kann,  je  nachdem  die 
wirksame  Kraft  der  Wärme  die  ihr  entgegenwirkenden  Kräfte 
überwindet,  oder  von  ihnen  überwunden  wird.  Die  zu  dieser  Ar- 
beit verbrauchte  Wärme  erhalten  wir,  wenn  wir  die  Arbeit  mit 
dem  Wärmeäquivalent  für  die  Einheit  der  Arbeit,  welches  J.  heis- 
sen  möge,  multipliciren ;  sie  ist  also  ÄdL. 

Die  Summe  dJS  +  ÄdL  ist  die  Wärmemenge,  welche  der 
Körper  während  der  Zustandsänderung  von  Aussen  empfangen, 
also  einem  anderen  Körper  entziehen  muss.  Da  wir  nun  früher 
eine  unendlich  kleine  Wärmemenge,  welche  der  veränderliche 
Körper  einem  anderen  mittheilt,  mit  d  Q  bezeichnet  haben,  so 
müssen  wir  entsprechend  die  Wärmemenge,  welche  er  einem  an- 
deren Körper  entzieht,  mit  —  dQ  bezeichnen ,  und  erhalten  so- 
mit die  Gleichung: 

—  dQr=dH+  AdL 
oder 

(1)  dQ  +  dH  +  AdL  =  o^). 

Um  nun  auch  die  Disgregation  in  die  Formeln  einführen  zu 
können,  müssen  wir  zunächst  feststellen,  wie  wir  dieselbe  als  ma- 
thematische Grösse  bestimmen  wollen. 


^)  [In  meinen  früheren  Abhandlungen  habe  ich  die  innere  und  äussere 
Arbeit,  welche  bei  der  Zustandsänderung  des  Körpers  von  der  Wärme  ge- 
than  wird,  von  einander  getrennt.  Sei  die  erstere  mit  dJ  und  die  letztere 
d  W  bezeichnet,  so  lautet  die  obige  Gleichung  (1) : 

(a)  dQ  +  dH-\'  AdJ  +  AdW  ^  o. 

Da  nun  die  bei  einer  Zustandsänderung  stattfindende  Vermehrung  der 
im  Körper  wirklich  vorhandenen  Wärme  und  die  zu  innerer  Arbeit  ver- 
brauchte Wärme  Grössen  sind,  von  denen  wir  gewöhnlich  nicht  die  ein- 
zelnen Werthe,  sondern  nur  ihre  Summe  kennen,  und  welche  sich  darin 
gleich  verhalten,  dass  sie  vollständig  bestimmt  sind,  sobald  der  Anfangs- 
und Endznstand  des  Körpers  gegeben  ist,  ohne  dass  die  Art,  wie  der  Kör- 
per aus  dem  einen  in  den  anderen  gekommen  ist,  bekannt  zu  sein  braucht, 
so  habe  ich  es  für  zweckmässig  gehalten,  eine  Function  einzufuhren,  welche 
die  Summe  dieser  beiden  Grössen  darstellt,  und  welche  ich  mit  U  bezeich* 
net  habe.    Danach  ist: 

(b)  dÜ=:  dH+  AdJ, 

und  die  vorige  Gleichung  geht  daher  über  in: 
c)  dQ  ^  dU  -{-  AdWzn  Of 
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Die  Disgregation  soll,  wie  in  §.  2  angegeben  wurde,  den  Grad 
der  Zertheilung  des  Körpers  darstellen.  So  ist  z.  B.  die  Disgre- 
gation eines  Körpers  im  flüssigen  Zustande  grösser,  als  im  festen, 
und  im  luftförmlgen  Zustande  grösser,  als  im  flüssigen«  Wenn 
ferner  von  einer  gegebenen  Quantität  eines  Stoffes  ein  Theil  fest 
und  der  andere  flüssig  ist,  so  ist  die  Disgregation  um  so  grösser, 
je  mehr  von  der  ganzen  Masse  flüssig  ist,  und  ebenso,  wenn  ein 
Theil  flüssig  und  der  andere  lufbförmig  ist,  so  ist  die  Disgrega- 
tion um  so  grösser,  je  grösser  der  luftförmige  Theil  ist.  Die  Dis- 
gregation eines  Körpers  ist  vollständig  bestimmt,  wenn  die  An- 
ordnung seiner  Bestandtheile  gegeben  ist;  dagegen  kann  man 
nicht  umgekehrt  sagen,  dass  auch  die  Anordnung  seiner  Bestand- 
theile vollständig  bestimmt  sei,  wenn  die  Grösse  der  Disgregation 
gegeben  ist.  So  kann  z.  B.  bei  einer  gegebenen  Menge  eines 
Stoffes,  wenn  ein  Theil  derselben  fest  und  der  andere  luftformig 
ist,  die  Disgregation  eben  so  gross  sein,  als  wenn  die  ganze  Menge 
flüssig  wäre. 

Wir  wollen  uns  nun  denken ,  dass  der  Körper  unter  Mitwir- 
kung der  Wärme  seinen  Zustand  ändere,  wobei  wir  uns  vorläufig 
auf  solche  Zustandsänderungen  beschränken  wollen,  welche  in 


und  wenn  man  sich  dieee  Gleichung  für  irgend  eine  endliche  Zustandsän- 
derong  integrirt  denkt,  so  lautet  sie: 

(d)  Q  +  ü  -{-  AW=zo. 

Dieses  sind  die  Gleichungen,  welche  ich  theils  in  der  speciellen  Form, 
die  sie  für  permanente  Gase  annehmen,  theils  in  der  vorstehenden  allge- 
meinen Form  in  meinen  Abhandlungen  von  1850  und  54  angewandt  habe, 
nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  ich  dort  den  positiven  und  negativen  Sinn 
der  Wärmemengen  umgekehrt  gewählt  habe,  als  es  hier  zur  besseren  Ueber- 
einstimmung  mit  der  in  §.  1  angeführten  Gleichung  (I.)  geschehen  ist.  Die 
von  mir  eingeführte  Function  U,  welche  in  der  Wärmetheorie  vielfache 
Anwendungen  finden  kann,  ist  seitdem  Gegenstand  sehr  interessanter  ma- 
thematischer Entwickelungen  von  W.  Thomson  und  Kirchhoff  gewor- 
den. (Siehe  Phil.  Mag.  Ser.  IV,  Vol.  IX,  p.  523  und  Pogg.  Ann.  Bd.  CHI, 
S.  177.)  Thomson  hat  sie  „the  mechanical  energy  of  a  hody  in  a  given 
state^  und  Eirchhoff  „Wirkungsfunction"  genannt.  Obwohl  ich  glaube, 
dass  meine  ursprüngliche  Definition  [siehe  oben  S.  33  und  S.  130],  dass  sie, 
wenn  man  von  irgend  einem  Anfangszustande  ausgeht,  die  Summe  der  hin- 
zugekommenen wirklich  vorhandenen  und  der  au  innerer  Arbeit  verbrauch- 
ten Wärme  darstelle,  vollkommen  streng  ist,  so  kann  ich  doch  gegen  eine 
abgekürzte  Bezeichnung  durchaus  nichts  einwenden. 

[In  Bezug  auf  die  Benennungen  siehe  noch  den  dieser  Abhandlang 
hinzugefügten  Zusata  AJ] 
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stetiger  und  umkehrbarer  Weise  geschehen  können,  und  zugleich 
annehmen  wollen,  dass  der  Körper  in  allen  seinen  Theilen  gleiche 
Temperatur  habe.  Da  die  Vermehrung  der  Disgregation  die 
Wirkung  ist,  durch  welche  die  Wärme  Arbeit  leistet,  so  muss  die 
Grösse  der  Aibeit  zur  Grösse  der  Disgregationsvermehrung  in 
bestimmter  Beziehung  stehen^  und  wir  wollen  die  noch  willkür- 
liche Grössenbestimmung  der  Disgregation  dahin  festsetzen,  dass 
bei  einer  gegebenen  Temperatur  die  Disgregationsvermehrung  der 
Arbeit,  welche  die  Wärme  dabei  thun  kann,  proportional  wird. 
Was  ferner  den  Einfluss  der  Temperatur  betrifft,  so  wird  dieser 
durch  das  obige  Gesetz  bestimmt.  Es  muss  nämlich,  wenn  die- 
selbe Disgregationsänderung  bei  verschiedenen  Temperaturen  ge- 
schieht, die  betreffende  Arbeit  der  absoluten  Temperatur  propor- 
tional sein.  Sei  demnach  Z  die  Disgregation  des  Körpers  und 
dZeine  unendlich  kleine  Aenderung  derselben,  und  äL  die  dazu 
gehörige  unendlich  kleine  Arbeit,  so  kann  man  setzen : 

dL  =  KTdZ 
oder: 

dL 


dZ  = 


KT' 


worin  K  eine  Gonstante  ist,  welche  von  der  noch  unbestimmt  ge- 
lassenen Maasseinheit  abhängt,  nach  welcher  Z  gemessen  werden 

soll.    Wir  wollen  diese  Maasseinheit  so  wählen,  dass  K=  -j  wird, 

A 

und  die  Gleichung  lautet: 

(2)  dZ=^. 

Denken  wir  uns  dieses  von  irgend  einem  Anfangszustande  an,  bei 
welchem  Zden  Werth  Z^  hat,  integrirt,  so  kommt: 

(3)  Z=Z,  +  aJ^. 

Hierdurch  ist  die  Grösse  Z  bis  auf  eine  von  dem  gewählten  An- 
fangszustande abhängige  Gonstante  bestimmt 

Wenn  die  Temperatur  des  Körpers  nicht  in  allen  Theilen 
gleich  ist,  so  kann  man  sich  den  Körper  in  beliebig  viele  Theile 
zerlegt  denken,  und  die  Elemente  dZ  und  dL  im  Gleichung  (2) 
auf  irgend  einen  Theil  beziehen,  und  zugleich  für  T  den  Werth 
setzen,  welchen  die  absolute  Temperatur  dieses  Theiles  hat  Wenn 
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man  dann  die  Ausdrücke  der  unendlich  kleinen  Disgregationsän- 
derungen  der  einzelnen  Theile  durch  Summation,  oder,  wenn  es 
unendlich  viele  Theile  sein  sollten,  durch  Integration  vereinigt, 
so  erhält  man  die  auch  noch  unendlich  kleine  Disgregationsände- 
rung  des  ganzen  Körpers,  und  aus  dieser  kann  man,  wiederum 
durch  Integration,  jede  beliebige  endliche  Disgregationsänderung 
erhalten. 

Wir  wenden  uns  nun  zurück  zur  Gleichung  (1),  und  elimini- 
ren  aus  derselben  mit  Hülfe  der  Gleichung  (2)  das  Arbeitselement 
dL.    Dadurch  kommt: 

(4)  dQ  +  dH  -^  TdZ=Oy 
oder  wenn  wir  mit  T  dividiren : 

(5)  ^5^+,^=, 

Denken  wir  uns  diese  Gleichung  für  eine  endliche  Zustandsände- 
rung  integrirt,  so  kommt: 

Sollte  der  Körper  nicht  in  allen  seinen  Theilen  gleiche  Tem- 
peratur haben,  so  kann  man  ihn  sich  wieder  in  Theile  zerlegt 
denken,  und  die  Elemente  dQ,  dH  und  dZ  in  Gleichung  (5)  zu- 
nächst auf  einen  einzelnen  Theil  beziehen,  und  für  T  die  absolute 
Temperatur  dieses  Theiles  setzen.  Die  Integralzeichen  in  (IL) 
sind  dann  so  zu  verstehen,  dass  sie  die  Veränderungen  aller  Theile 
umfassen.  Dabei  ist  zu  bemerken,  dass  solche  Fälle,  wo  ein  in 
sich  zusammenhängender  Körper  an  verschiedenen  Stellen  ver- 
schiedene Temperaturen  hat,  und  ein  unmittelbarer  Wärmeüber- 
gang durch  Leitung  von  den  wärmeren  Stellen  zu  den  kälteren 
stattfindet,  hier  vorläufig  ausser  Acht  zu  lassen  sind,  weil  ein  sol- 
cher Wärmeübergang  nicht  umkehrbar  ist,  und  wir  uns  für  jetzt 
auf  die  Betrachtung  der  umkehrbaren  Veränderungen  beschränkt 
haben. 

Die  Gleichung  (TL)  ist  der  gesuchte  mathematische  Ausdruck 
des  obigen  Gesetzes  für  alle  in  umkehrbarer  Weise  stattfindefiden 
Zfistandsänderungen  eines  Körpers,  wobei  es  sich  von  selbst  ver- 
steht, dass  sie  auch  gültig  bleiben  muss,  wenn  man  statt  einer 
einzelnen  Zustandsänderung  eine  Reihe  von  auf  einander  folgen- 
den Zubtandsänderungen  betrachtet. 
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§.  6.  Die  Differentialgleichung  (4),  aus  welcher  die  Gleichung 
(II.)  hervorgegangen  ist,  hängt  zusammen  mit  einer  Differential- 
gleichung, welche  sich  aus  den  schon  bisher  bekannten  Sätzen 
der  mechanischen  Wärmetheorie  ergiebt,  und  welche  für  den  spe- 
ciellen  Fall,  wo  der  betrachtete  Körper  ein  vollkommenes  Gas  ist, 
ohne  Weiteres  in  (4)  übergeht. 

Wir  wollen  annehmen,  es  sei  irgend  ein  Körper  von  verän- 
derlichem Volumen  gegeben,  auf  welchen  als  äussere  Kraft  nur 
ein  auf  die  Oberfläche  ausgeübter  Druck  wirke.  Das  Volumen, 
welches  er  unter  diesem  Drucke  p  bei  der  (vom  absoluten  NuU- 
puncte  an  gezählten)  Temperatur  T  einnimmt,  sei  v,  und  es  sei 
vorausgesetzt,  dass  durch  die  Grössen  T  und  v  der  Zustand  des 
Körpers  vollständig  bestimmt  sei.  Wenn  wir  dann  die  Wärme- 
menge, welche  der  Körper  aufnehmen  muss,  wenn  er  sich  bei  con- 

stanter  Temperatur  um  dv  ausdehnen  soll,  mit  -j^  dv  bezeich- 
nen (wobei  zur  besseren  Uebereinstimmung  mit  der  Bezeichnungs- 
weise, welche  in  den  in  diesem  Paragraphen  vorkommenden  Glei- 
chungen sonst  üblich  ist,  der  positive  Sinn  der  Wärmemenge  an- 
ders gewählt  ist,  als  in  der  Gleichung  (4),  wo  nicht  eine  vom  Kör- 
per aufgenommene,  sondern  eine  von  ihm  abgegebene  Wärme- 
menge positiv  gerechnet  wurde),  so  gilt  folgende  aus  der  mecha- 
nischen Wärmetheorie  bekannte  Gleichung: 

'd^-'^^dT 

Denken  wir  uns  nun,  es  werde  die  Temperatur  des  Körpers  um 
cJTund  sein  Volumen  um  dv  geändert,  und  nennen  die  Wärme- 
menge, welche  er  dabei  aufnimmt,  dQ,  so  können  wir  schreiben: 

Hierin  wollen  wir  für  die  mit  -^  bezeichnete  Grösse,  welche  die 

dl 

specifische  Wärme  bei  constantem  Volumen  bedeutet  ^),  den  Buch- 
staben e  einfuhren,  und  für  -=^  können  wir  den  vorhergegebenen 

av 

Ausdruck  setzen.    Dann  kommt : 


1)  [Sofern  das  Gewicht  des  betrachteten  Körpers  als  eine  Gewichtsein- 
heit Toransgesetzt  wird.    1864.] 

ClansiiiB,  mech.  Wärmetheorie.  yj 
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(6)  dQ  =  cdT+  AT^dv. 

Da  der  Druck  p  die  einzige  äussere  Kraft  ist,  welche  der  Körper 
hei  der  Ausdehnung  zu  überwinden  hat,  so  \%ipdv  die  dabei  ge- 

thane  äussere  Arbeit,  und  die  Grösse  -^  dv  giebt  an,  wie  diese 

Arbeit  mit  der  Temperatur  wächst. 

Wenden  wir  nun  diese  Gleichung  auf  ein  vollkommenes  Gas 
an,  so  ist  bei  diesem  die  specifische  Wärme  bei  constantem  Vo- 
lumen als  die  wahre  specifische  Wärme  [Wärmecapacität] ')  zu 


1)  [Ich  znuss  hier  einige  Worte  über  die  Ausdrücke  wahre  specifische 
Wärme  und  wal^e  Wärmecapacität  sagen. 

Nach  der  mechanischen  Wärmetheorie  braucht  die  Wärme,  welche  man 
einem  Körper  bei  seiner  Erwärmung  mittheilt,  nachher  nicht  wirklich  als 
Wärme  im  Körper  vorhanden  zu  sein,  sondern  es  kann  ein  Theil  derselben 
zu  innerer  oder  äusserer  Arbeit  verbraucht  sein.  Hierdurch  wird  es  nöthig, 
neben  den  verschiedenen  specifischen.  Wärmen,  welche  angeben^  wieviel 
Wärme  man  einem  Körper  bei  den  verschiedenen  Arten  der  Erwärmung 
mittheilen  muss  (wie  z.  B.  die  specifische  Wärme  eines  festen  oder  flüssigen 
Körpers  unter  gewöhnlichem  atmosphärischen  Drucke,  die  specifische  Wärme 
eines  Gases  bei  constantem  Volumen  und  bei  constantem  Drucke  und  die 
specifische  Wärme  eines  Dampfes  im  Maximum  der  Dichte),  noch  eine  an- 
dere Grösse  zu  betrachten,  welche  angiebt,  um  wieviel  die  in  einer  Ge- 
wichtseinheit des  betrachteten  Stoffes  wirklich  vorhandene  Wärme,  d.  h. 
die  lebendige  Kraft  seiner  Molecularbewegungen,  bei  der  Erwärmung  um 
einen  Grad  zunimmt. 

Um  mit  Rankine,  welcher  diese  Grösse  the  real  specific  heat  genannt 
hat,  in  Uebereinstimmung  zu  bleiben,  habe  ich  bisher  den  Ausdruck  wahre 
specifische  Wärme  gebraucht;  ich  muss  indessen  gestehen,  dass  ich  diesen 
Ausdruck  eigentlich  nicht  ganz  passend  finde.  Er  deutet  nämlich  an,  dass 
die  anderen  oben  genannten  Grössen,  z.  B.  die  specifische  Wärme  eines 
Gases  bei  constantem  Drucke,  mit  Unrecht  den  Namen  specifische  Wärme 
erhalten  haben.  Nun  liegt  aber  in  den  Worten  specifische  Wärme  durch- 
aus nichts,  was  dazu  Veranlassung  geben  kann,  zu  sagen,  dass  die  Wärme« 
menge,  welche  man  einer  Gewichtseinheit  Gas  mittheilen  muss,  um  es  un- 
ter constantem  Drucke  um  einen  Grad  zu  erwärmen,  nicht  die  specifische 
Wärme  bei  constantem  Drucke  genannt  werden  dürfe.  Anders  ist  es  mit 
dem  Worte  Wärmecapacität.  In  diesem  Worte  ist  deutlich  ausgesprochen, 
dass  es  sich  um  die  Wärme  handelt,  welche  der  Körper  enthalten  kann, 
und  demgemäss  ist  dieses  Wort  ganz  geeignet,  auszudrücken,  um  wieviel 
die  im  Körper  wirklich  enthaltene  Wärme  bei  der  Erwärmung  zunimmt-, 
während  auf  die  Wärmemenge,  welche  man  dem  Körper  bei  der  Erwär- 
mung im  Ganzen  zufuhren  muss,  und  von  welcher  ein  Theil  in  Arbeit  ver- 
wandelt wird,  und  nur  der  übrige  Theil  als   Wärme  im  Körper  verbleibt, 
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betrachten,  welche  die  Vermehrung  der  im  Gase  wirklich  vorhan- 
denen Wärmemenge  angiebt,  denn  zu  Arbeit  wird  in  diesem  Falle 
keine  Wärme  verbraucht,  da  äussere  Arbeit  nur  bei  Volumenver- 
änderungen gethan  wird,  und  innere  Arbeit  bei  vollkommenen 
Gasen  überhaupt  nicht  vorkommt  Es  ist  also  cd  Tals  identisch 
mit  dH  zu  betrachten.  Ferner  gilt  für  vollkommene  Gase  die 
Gleichung : 

worin  R  eine  Constante  ist,  und  man  erhält  daher: 

3^  dt;  =  —  dv  =  Rd  .  logv. 
dT  V  ° 

Dadurch  geht  die  Gleichung  (6)  über  in: 


der  Name  Wärmeeapacität  dem  strengen  Wortlaute  nach  nicht  anwend« 
bar  ist. 

Ich  würde  es  daher  für  zweckmässig  halten,  die  beiden  Ausdrücke  spe- 
cifische  Wärme  und  Wärmeeapacität,  welche  bisher  in  der  Physik  als 
gleichbedeutend  angewandt  wurden,  in  der  Weise  zu  unterscheiden,  dass 
der  Ausdruck  spectfische  Wärme  für  die  Wärmemenge  angewandt  wird, 
welche  man  dem  Körper  bei  der  Erwärmung  im  Ganzen  mittheüen  muss, 
wobei  sich  dann  je  nach  den  verschiedenen  Arten  von  Erwärmung  auch 
verschiedene  Arten  von  specifischer  Wärme  ergeben;  und  dass  dagegen  der 
Ausdruck  Wärmeeapacität  für  die  wirklich  im  Körper  vorhandene  Wärme 
vorbehalten  bleibt.  Da  aber  diese  Unterscheidung  bis  jetzt  noch  nicht  ge- 
macht ist,  so  kann  man  vorläufig  noch  das  Wort  wahr  hinzufügen,  und 
demnach  die  Grösse,  welche  angiebt,  um  wieviel  die  in  einer  Gewichtsein- 
heit des  betrachteten  Stoffes  wirklich  vorhandene  Wärme  bei  der  Erwär- 
mung um  einen  Grad  zunimmt,  die  wahre  Wärmeeapacität  des  Stoffes 
nennen. 

Dm  mit  dieser  Benennungs^eise  selbst  den  Anfang  zu  machen,  will 
ich  mir  erlauben,  im  Texte  die  kleine  Aenderung  vorzunehmen,  dass  ich 
an  den  Stellen,  wo  im  ursprünglichen  Abdrucke  wahre  specifische  Wärme 
steht,  statt  dessen  setze:  wahre  Wärmeeapacität.  Dieses  ist  offenbar  eine 
ganz  äuBserliche,  nur  auf  den  Wortlaut  und  nicht  auf  den  Sinn  bezügliche 
Aenderung,  indem  die  Physiker  zwischen  den  Ausdrücken  specifische  Wärme 
und  Wärmeeapacität  bisher  noch  keinen  Unterschied  gemacht  haben.  Da 
ich  aber  im  Uebrigen  meine  Abhandlungen,  wie  in  der  Vorrede  gesagt  ist, 
selbst  dem  Wortlaute  nach  ganz  unverändert  gelassen  habe,  so  will  ich 
dem  entsprechend  auch  diese  kleine  Aenderung  nicht  ohne  Weiteres,  son- 
dern nur  in  der  Weise  vornehmen,  dass  sie  dem  Leser  durch  ein  in  die 
Augen  fallendes  äusseres  Merkmal  kenntlich  gemacht  wird,  was  dadurch 
geschehen  soU,  dass  überall/  wo  ich  für  den  Ausdruck  specifische  Wärme 
das  Wort  Wärmeeapacität  setze,  dieses  letztere  Wort  in  eckige  Klammem 
geschlossen  wird.    1864.] 

17* 
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(7)  dQ  =  dH  +  ARTd  .  logt?  0 

Diese  Gleichung  stimmt,  abgesehen  von  der  Verschiedenheit  des 
Vorzeichens  von  d  Q,  welche  nur  in  der  veränderten  Bezeichnungs- 
weise ihren  Grund  hat,  mit  der  Gleichung  (4)  überein,  und  die 
dort  durch  das  allgemeine  Zeichen  Z  dargestellte  Function  hat 
in  diesem  speciellen  Falle  die  Form  AB  logv. 

Rank  ine,  welcher  über  die  Verwandlung  von  Wärme  in  Ar- 
beit mehrere  interessante  Abhandlungen  geschrieben  hat«),  hat 
eine  entsprechende  Umformung  der  Gleichung  (6),  wie  sie  vorher 
für  vollkommene  Gase  angegeben  wurde,  auch  für  andere  Körper 
vorgenommen,  indem  er  (nur  mit  etwas  anderen  Buchstaben)) 
setzt ») : 

(8)  dQ  =  kdT  +  ATdF, 

worin  k  die  wahre  [Wärmecapacität]  des  Körpers  bedeutet,  und 
F  eine  Grösse  ist,  bei  deren  Bestimmung  Rankine  vorzugsweise 
von  dem  oben  erwähnten  Umstände  geleitet  zu  sein  scheint,  dass 

der  in  Gleichung  (6)  vorkommende  Ausdruck  T^dv  die  mit  wach- 
sender Temperatur  stattfindende  Zunahme  der  bei  einer  unend- 
lich kleinen  Volumenänderung  gethanen  äusseren  Arbeit  darstellt. 
Rankine  definirt  die  Grösse  i^als  das  Verhältniss  der  Verände- 
rung der  äusseren  Arbeit  mit  der  Temperatur  (the  rate  of  Varia- 
tion of  effedive  worh  petformed  mth  temperature)^  und  indem  er 
die  äussere  Arbeit,  welche  der  Körper  thun  kann,  wenn  er  bei  einer 
bestimmten  Temperatur  aus  einem  gegebenen  anderen  Zustande 
in  den  gegenwärtigen  übergeht,  mit  U  bezeichnet,  setzt  er : 

In  der  gleich  darauf  folgenden  Betrachtung  des  Falles,  wo  die 

^)  [Wenn  man  für  dH  das  ProductcdT  und  für  d  logv  den  Anadrock 

dv 

—  beibehält,  so  lautet  die  Gleichung  (7): 

dQ  =  cdT-^-  AB  —  dv, 

und  ist  dieselbe,  welche  in  Abhandlang  I.  (S.  43)  als  Gleichung  (II  b.)  vor- 
kommt.   1864.] 

2)  Siehe  Phil  Mag,  4'*  Ser.  Voh  F,  p.  106;  Edinb.  Phil.  Jaum.  fww  8er. 
Voh  IIj  p,  120;  Manual  of  the  Steam  Engine. 

8)  Manual  of  the  Steam  Engine  p.  310. 
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äussere  Arbeit  nur  in  der  Ueberwindung  eines  äusseren  Druckes 
besteht,  giebt  er  die  Gleichung: 

woraus  folgt: 

(10)  F  =y|j  dv. 

Die  hierin  vorkommenden  Integrale  sind  unter  Voraussetzung 
einer  constanten  Temperatur  von  einem  gegebenen  Anfangsvolu- 
men  bis  zu  dem  gerade  stattfindenden  Volumen  zu  nehmen.  In- 
dem er  diesen  Werth  von  F  in  die  Gleichung  (8)  einsetzt,  schreibt 
er  dieselbe  in  folgender  Form: 

(11)  dQ  =  (jc  +  ÄTf^^  dv^T  +  AT^  dv. 

Weshalb  er  hier  als  Anfangsvolumen  gerade  das  unendlich  grosse 
Volumen  wählt,  giebt  er  nicht  an,  obwohl  diese  Wahl  offenbar 
.  nicht  gleichgültig  ist. 

Man  sieht  leicht,  dass  diese  Art,  die  Gleichung  (6)  abzuän- 
dern, von  meiner  Entwickelung  sehr  verschieden  ist;  auch  sind 
die  Resultate  von  einander  abweichend ,  indem  die  Grösse  F  mit 

der  entsprechenden  Grösse  -jZ  in  meinen  Gleichungen  nicht  iden- 
tisch ist,  sondern  nur  in  dem  Theile  mit  ihr  übereinstimmt,  dessen 
Ableitung  aus  schon  bekannten  Daten  möglich  ist.  Durch  das 
letzte  Glied  der  Gleichung  (6)  ist  nämlich  für  die  einzuführende 
Grösse  der  Differentialcoefficient  nach  v  gegeben,  indem  man,  um 
dieses  Glied  zu  erhalten,  jedenfalls  setzen  muss: 

^^"^^  dv  -  Ä  dv  ~  dT  ^* 

Rankine  hat  nun,  wie  aus  Gleichung  (10)  hervorgeht,  die  Grösse  F 
dadurch  gebildet,  dass  er  diesen  für  den  Dififerentialcoefficienten 


1)  [Denken  wir  uns  eine  Function  von  T  und  v  eingeführt,  welche  nach 
Belieben  mit  F  oder  mit  --r  Z  bezeichnet  werden  möge,  aber  in  beiden 
Fällen  die  Eigenschaft  haben  soll,  dasB  man  setzen  kann: 

dQ  =  kdT+  ATdF 
oder: 

dQ  z=zkdT+  TdZ, 


262  Abhandlung  VI. 

nach  V  gegebenen  Ausdruck  einfach  nach  v  integrirt  hat.    Um  zu 

sehen ,  wie  die  Grösse  -j-  Z  sich  hiervon  unterscheidet,  wollen  wir 

A 

den  im  vorigen  Paragraphen  gegebenen  Ausdruck  von  Z  etwas 

umformen. 

Nach  Gleichung  (2)  ist: 

T 

—r-  dZ  =  dL , 
A 

Hierin  bedeutet  dL  die  bei  der  unendlich  kleinen  Zustandsände- 
rung  des  Körpers  getbane  innere  und  äussere  Arbeit  zusammen. 
Die  innere  Arbeit  wollen  wir  mit  öfe7  bezeichnen,  und  da  «/"für  den 
Fall,  wo  der  ZiTstand  des  Körpers  durch  seine  Temperatur  jT  und 
sein  Volumen  v  bestimmt  wird,  als  Function  dieser  beiden  Grös- 
sen zu  betrachten  ist,  so  können  wir  setzen': 

dT  dv 

Für  die  äussere  Arbeit  haben  wir  unter  der  Voraussetzung,  dass 
sie  nur  in  der  Ueberwindung  eines  äusseren  Druckes  besteht,  den 
Ausdruck  j>di;.  Demnach  können  wir  die  obige  Gleichung,  wenn 
wir  auch  das  Differential  dZ  in  seine  beiden  Theile  auflösen,  so 
schreiben: 

TdZ  ,^.    TdZ    .       ^J  ^rp  / /dJ    ,     \, 
JdT^^+3d^  ^'=dT^^+  fe+^)^^' 

woraus  folgt: 


80  kann  man  diese  Gleichungen  in  folgender  Form  schreiben: 
oder : 

**«  =  (* +  ^  ff '*^+^ff'*''- 

Hält  man  diese  beiden  Gleichungen  mit  (6)  zusammen,  und  bedenkt,    dass 
der  Factor  von  dv  in  allen  drei  Gleichungen  derselbe  sein  muss,  so  ergiebt 

sich  immittelbar,   dass  die  Grossen  F  und  -j  Z  der  in  (12)  ausgedrückten 

Bedingung  entsprechen  müssen.    1864.] 
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J  ^  dT~  dT 


(13) 

1.  dv  —  dv^^' 

Wenn  wir  die  erste  dieser  Gleichungen  nach  v,  und  die  zweite 
nach  T  diflferentiiren,  so  erhalten  wir: 

T    d^Z  d^J 


AdTdv  ~  dTdv 

}_dZ        T    d^Z    _    d^J     ,    dp 
Ä  dv  "^  A  dTdv  ~jni'^  dT' 

Durch  Subtraction  der  ersten  dieser  Gleichungen  von  der  zweiten 

kommt: 

2^dZ_  dp 

Ä  dv  ~  dT' 

Der  Differentialcoefficient  von  Z  nach  v  erfüllt  also  die  in  (12) 
gegebene  Bedingung.  Zugleich  ist  durch  die  erste  der  Gleichun- 
gen (13)  auch  der  Differentialcoefficient  nach  T  gegeben,  und  in- 
dem wir  diese  beiden  zusammenfassen,  erhalten  wir  die  vollstän- 
dige Differentialgleichung: 

(14)  ^^^^yH^^+Ü'^- 

Diese  Gleichung  muss  integrirt  werden,  um  die  Grösse  -^  Z  zu  er- 
halten. Dieses  Integral  ist,  wie  man  leicht  sieht,  von  dem,  wel- 
ches man  erhält,  wenn  man  nur  das  letzte  Glied  integrirt,  im 
Allgemeinen  um  eine  Function  von  T  verschieden.    Nur,  wenn 

/2  T 

-T-=  =r  0  ist,  woraus  dann,  damit  die  vorige  Gleichung  integrabel 

sei,  folgt,  dass  auch -7-^  =  0  sein  muss,  sind  beide  Integrale 

ohne  Weiteres  als  gleich  zu  betrachten,  ein  Fall,  welcher  bei  den 
vollkommenen  Gasen  eintritt. 

Ich  glaube  gerade  das  als  das  wesentlich  Neue  in  meiner 
Gleichung  (IL)  bezeichnen  zu  können,  dass  die  in  ihr  vorkom- 
mende Grösse  Z  durch  meine  Entwickelung  eine  bestimmte  phy- 
sikalische Bedeutung  gewonnen  hat,  aus  welcher  hervorgeht,  dass 
sie  durch  die  augenblicklich  stattfindende  Anordnung  der  Be- 
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standtheile  des  Körpers  vollständig  bestimmt  ist  Nur  hierdurch 
wird  es  möglich,  aus  jener  Gleichung  den  nachfolgenden  wichti- 
gen Schluss  zu  ziehen. 

§.  7.  Wir  wollen  nun  untersuchen,  in  welcher  Weise  man 
von  der  Gleichung  (IL)  zu  der  in  §.  1  angeführten  Gleichung  (I.) 
gelangen  kann,  welche  nach  dem  früher  von  mir  aufgestellten 
Grundsatze  für  jeden  umJcehrbaren  Kreisprocess  gelten  muss. 

Wenn  die  auf  einander  folgenden  Zustandsänderungen  einen 
Kreisprocess  bilden,  so  ist  die  Disgregation  des  Körpers  zu  Ende 
des  Vorganges  dieselbe,  wie  zu  Anfang,  und  es  muss  also  sein: 

(15)  fdZ=0. 

Dadurch  geht  die  Gleichung  (IL)  über  in ; 

(le,  /!£+«:= 0, 

Damit  diese  Gleichung  mit  der  Gleichung  (L),  nämlich: 


/ 


■^  =  0 


übereinstimme,  muss  für  jeden  umkehrbaren  Kreisprocess  folgende 
Gleichung  gelten : 

(III.)  /¥=ö- 

Diese  Gleichung  ist  es,  welche  zu  der  in  der  Einleitung  ^  er- 
wähnten, von  den  gewöhnlichen  Ansichten  abweichenden  Folge- 
rung führt.  Es  lässt  sich  nämlich  beweisen,  dass  es  für  die  Rich- 
tigkeit, dieser  Gleichung  hinreichend  und  nothwendig  ist,  folgen- 
den Satz  anzunehmen: 

Die  Menge  der  in  einem  Körper  wirklich  vorhandenen  Wämie 
ist  nur  von  seiner  Temperatur  und  nicht  von  der  Anordnung  sei- 
ner  Bestandtheile  abhängig. 

Dass  die  Annahme  dieses  Satzes  für  die  Gleichung  (IIL)  Am- 
reichend  ist,  ist  unmittelbar  klar,  denn,  wenn  H  eine  Function  der 

dH 

Temperatur  allein  ist,  so  nimmt  der  Differentialausdruck  -^  die 

Form  f(T)  dTan,  worin /(T)  selbstverständlich  eine  reelle,  ein- 


1)  [Oben  S.  243J 
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deutige  Function  ist,  und  das  Integral  dieses  Ausdruckes  muss, 
wenn  der  Anfangs-  und  Endwerth  von  T  gleich  sind,  offenbar 
Null  sein. 

Die  Nothwendigkeit  des  Satzes  lässt  sich  folgendermaassen 
beweisen. 

Um  die  ZustandsänderuDgen  auf  Aenderungen  gewisser  Grös- 
sen zurückfuhren  zu  können,  wollen  wir  annehmen ,  die  Art,  wie 
der  Körper  seinen  Zustand  ändert,  sei  nicht  vollkommen  willkür- 
lich, sondern  sei  solchen  Bedingungen  unterworfen,  dass  durch 
die  Temperatur  und  irgend  eine  zweite  von  der  Temperatur  un- 
abhängige Grösse  der  Zustand  des  Körpers  bestimmt  sei.  Diese 
zweite  Grösse  muss  offenbar  mit  der  Anordnung  der  Bestand- 
iheile  zusammenhängen;  man  kann  sich  z.  B.  die  Disgregation 
des  Körpers  als  solche  Grösse  denken,  es  kann  aber  auch  irgend 
eine  andere  von  der  Anordnung  der  Bestandtheile  abhängige 
Grösse  sein.  Ein  häufig  vorkommender  und  oft  besprochener  Fall 
ist  der,  wo  das  Volumen  des  Körpers  die  zweite  Grösse  ist,  welche 
man  unabhängig  von  der  Temperatur  ändern  kann,  und  welche 
mit  der  Temperatur  zusammen  den  Zustand  des  Körpers  bestinmit. 
Wir  wollen  die  zweite  Grösse  allgemein  mit  X  bezeichnen,  so 
dass  T  und  X  die  beiden  Grössen  sind,  von  welchen  der  Zustand 
des  Körpers  abhängt. 

Da  nun  die  in  dem  Körper  vorhandene  Wärmemenge  H  eine 
Grösse  ist,  die  jedenfalls  durch  den  augenblicklichen  Zustand  des 
Körpers  vollständig  bestimmt  ist,  so  muss  sie  in  diesem  Falle,  wo 
der  Zustand  des  Körpers  durch  die  Grössen  T  und  X  bestimmt 
wird,  eine  Function  dieser  beiden  Grössen  sein.  Demnach  kön- 
nen wir  das  Differential  dHin  folgender  Form  schreiben: 

(17)  dH=MdT  ^-  NdX, 

worin  M  und  N  Functionen  von  T  und  X  sind,  welche  der  be- 
kannten Bedingungsgleichung  genügen  müssen,  welcher  die  Dif- 
ferentialcoefficienten  einer  Function  von  zwei  unabhängigen  Ver- 
änderlichen unterworfen  sind,  nämlich: 

(^®^  dX-jT' 

/dH 
— =r  jedesmal  Null  werden  soll,  so  oft 

die  Grössen  Tund  X  wieder  dieselben  Werthe,  wie  zu  Anfang,  er- 
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reichen,  so  muss  -^  ebenfalls  das  vollständige  Differential  einer 

Function  von  Tund  X  sein.  Da  wir  nun  inFolge  von  (17)  schrei- 
ben können: 

(19)  -y-  =  -^  dr+- -^  dX, 

80  erhalten  wir  für  die  hierin  vorkommenden  Differentialcoefficien- 
ten,  ganz  der  Gleichung  (18)  entsprechend,  die  Bedingungsglei- 
chung : 

Durch  Ausfnhrung  der  Differentiationen  geht  diese  Gleichung 
über  in: 

(1U  l  dM  _   1  dN       N_ 

^    ^  TdX~  T  dT       r«' 

und  wenn  man  hierauf  die  Gleichung  (18)  anwendet,  so  kommt: 

(22)  -  N=0. 

Die  Grösse  ^ist  nach  (17)  der  Differentialcoefficient  von  H 
nach  X,  und  wenn  dieser  Differentialcoefficient  allgemein  gleich 
Null  ist,  so  muss  H  selbst  von  X  unabhängig  sein ;  und  da  wir 
unter  X  jede  beliebige  von  T  unabhängige  Grösse,  welche  mit  T 
zusammen  den  Zustand  des  Körpers  bestimmt,  verstehen  können, 
so  folgt,  dass  H  nur  eine  Function  von  T  sein  kann. 

§.  8.  Dieser  letzte  Satz  scheint  nach  den  bisher  allgemein 
verbreiteten  Vorstellungen  mit  bekannten  Thatsachen  im  Wider- 
spruche zu  stehen. 

Ich  will  als  Beispiel  zur  Erläuterung  zunächst  einen  Fall 
wählen,  welcher  sehr  bekannt,  und  in  welchem  die  Abweichung 
besonders  gross  ist,  nämlich  das  Wasser  in  seinen  verschiedenen 
Zuständen.  Wir  können  das  Wasser  bei  derselben  Temperatur 
im  tropfbar  flüssigen  Zustande  und  im  festen  Zustande  als  Eis 
haben,  und  der  obige  Satz  behauptet,  dass  die  in  ihm  enthaltene 
Wärme  in  beiden  Fällen  gleich  sei.  Dem  scheint  die  Erfahrung 
zu  widersprechen.  Die  specifische  Wärme  des  Eises  ist  nur  etwa 
halb  so  gross,  als  die  des  flüssigen  Wassers,  und  hierdurch  scheint 
Veranlassung  zu  folgendem  Schlüsse  gegeben  zu  sein.  Wenn  bei 
irgend  einer  Temperatur  wirklich  eine  Gewichtseinheit  Eis  und 


ri 

1 
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eine  Gewichtseinheit  Wasser  gleich  viel  Wärme  enthielten,  und 
man  nun  beide  erwärmte  odor  abkühlte,  so  müsste  man  dazu  dem 
Wasser  mehr  Wärme  mittheilen  oder  entziehen,  als  dem  Eise, 
and  die  Gleichheit  der  Wärmemengen  könnte  also  bei  anderen 
Temperaturen  nicht  bestehen.  Ein  ähnlicher  Unterschied,  wie 
zwischen  dem  flüssigen  Wasser  und  dem  Eise,  findet  auch  zwi- 
schen dem  flüssigen  Wasser  und  dem  Wasserdampfe  statt,  indem 
die  specifische  Wärme  des  Dampfes  viel  geringer  ist,  als  die  des 
Wassers. 

Um  diesen  Unterschied  zu  erklären,  muss  ich  daran  erinnern, 
dass  von  der  Wärmemenge,  welche  ein  Körper  bei  der  Erwär- 
mung aufnimmt,  nur  ein  Theil  zur  Vermehrung  der  wirklich  vor- 
handenen Wärme  dient,  indem  der  übrige  Theil  zu  Arbeit  ver- 
braucht wird.  Ich  glaube  nun,  dass  die  Verschiedenheit  der  spe- 
cifischen  Wärme  in  den  drei  Aggregatzuständen  des  Wassers  dar- 
auf beruht,  dass  der  zu  Arbeit  verbrauchte  Theil  sehr  verschie- 
den ist,  und  zwar  im  flüssigen  Zustande  bedeutend  grösser,  als 
in  den  beiden  anderen  Zuständen  i).  Wir  müssen  also  hier  die 
beobachtete  specifische  Wärme  von  der  wahren  [Wärmecapacität], 
mit  welcher  man  die  Temperaturänderung  d  T  multipliciren  muss, 
um  die  entsprechende  Vermehrung  der  wirklich  vorhandenen 
Wärme  zu  erhalten,  unterscheiden,  und  ich  glaube  nach  dem  obi- 
gen Satze  annehmen  zu  müssen,  dass  die  wahre  [Wärmecapacität] 
des  Wassers  in  allen  drei  Aggregatzuständen  gleich  ist,  und  das- 
selbe, was  in  dieser  Beziehung  vom  Wasser  gilt,  muss  natürlich 

1)  Ich  habe  diese  Ansicht  schon  in  meiner  ersten  Abhandlung  über  die 
mechanische  Wärmetheorie  aasgesprochen ,  indem  ich  in  einer  Anmer- 
kung [S.  23] ,  welche  sich  auf  die  Abnahme  der  Cohäsion  des  Wassers  mit 
steigender  Temperatur  bezieht,  gesagt  habe:  „Daraus  folgt  zugleich,  das« 
von  der  Wärmemenge,  welche  das  Wasser  bei  seiner  Erwärmung  von  Aus- 
sen empfangt,  nur  ein  Theil  als  freie  Wärme  zu  betrachten  ist,  während 
der  andere  zur  Verringerung  der  Cohäsion  verbraucht  wird.  Mit  dieser 
Ansicht  steht  auch  der  umstand  im  Einklänge,  dass  das  Wasser  eine  so 
viel  grossere  specifische  Wärme  hat,  als  das  Eis  und  wahrscheinlich  auch, 
als  der  Dampf/'  Damals  waren  die  Versuche  von  Regnault  über  die  spe- 
cifische Wärme  der  Gase  und  Dämpfe  noch  nicht  veröffentlicht,  und  man 
fand  in  den  Lehrbüchern  für  die  specifische  Wärme  des  Wasserdampfes 
noch  die  von  de  la  Boche  und  Berard  gefundene  Zahl  0,847;  ich  hatte 
aber  schon  damals  aus  den  hier  besprochenen  theoretischen  Gründen  ge- 
schlossen, dass  diese  Zahl  viel  zu  gross  sein  müsse,  und  darauf  beziehen 
sich  die  letzten  Worte  jener  Bemerkung:  „und  wahrscheinlich  auch,  als 
der  Dampf," 
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von  anderen  Stoffen  in  gleicher  Weise  gelten.  Um  die  wahre 
[Wärmecapacität]  eines  Stoffes  expe]:imentell  zu  hestimmen,  müsste 
man  ihn  als  stark  überhitzen  Dampf  anwenden,  und  zwar  in  einem 
solchen  Zustande  der  Ausdehnung,  wo  der  Dampf  schon  ohne 
merklichen  Fehler  als  ein  vollkommenes  Gas  zu  betrachten  ist, 
und  dann  seine  specifische  Wärme  bei  constantem  Volumen  be- 
stimmen 1). 

Bankine  ist  in  Bezug  auf  die  [Wärmecapacität]  in  verschie- 
denen Aggregatzuständen  nicht  meiner  Ansicht  Er  sagt  auf 
S.  307  seines Maniml  o/the  Steam Engine:  „Die  wahre  specifische 
Wärme  jeder  Substanz  ist  constant  bei  allen  Dichtigkeiten,  so 
lange  die  Substanz  denselben  Zustand,  den  festen,  flüssigen  oder 
gasförmigen  behält;  aber  der  Uebergang  zwischen  irgend  zweien 
dieser  Zustände  ist  oft  mit  einer  Aenderung  der  wahren  specifi« 
sehen  Wärme  verbunden,  die  zuweileo  bedeutend  ist."  Vom  Wasser 
insbesondere  sagt  er  auf  derselben  Seite,  dass  die  wahre  specifi- 
sche Wärme  des  flüssigen  Wassers  wahrscheinlich  nahe  gleich 
(equal  sensibly)  der  scheinbaren  specifischen  Wärme  sei,  während 
sie  nach  der  oben  von  mir  ausgesprochenen  Ansicht  weniger  als 
die  Hälfte  von  der  scheinbaren  specifischen  Wärme  beträgt 

Wenn  Bankine  zugiebt,  dass  in  verschiedenen  Aggregatzu- 
ständen die  wahre  [Wärmecapacität]  verschieden  sein  könne,  so 
sehe  ich  auch  nicht  ein,  weshalb  man  annehmen  muss,  dass  sie 
innerhalb  desselben  Aggregatzustandes  constant  seL  Es  kommen 
innerhalb  Eines  Aggregatzustandes,  z.  B.  innerhalb  des  festen, 
auch  Aenderungen  in  der  Anordnung  der  Molecüle  vor,  welche  zwar 
weniger  bedeutend,  aber  im  Wesentlichen  von  derselben  Art  sind, 
wie  die  Aenderungen,  welche  mit  dem  Uebergange  aus  dem  einen 
Aggregatzustande  in  den  anderen  verbunden  sind,  und  es  scheint 
mir  daher  eine  Willkürlichkeit  darin  zu  liegen,  für  die  kleinen 
Aenderungen  das  zu  leugnen,  was  man  für  grössere  Aenderungen 
zugiebt.  Ich  kann  mich  in  diesem  Puncte  mit  der  Art,  wie  der 
geistreiche  englische  Mathematiker  den  Gegenstand  behandelt, 
nicht  einverstanden  erklären,  sondern,  indem  ich  mich  einfach 
an  das  von  mir  aufgestellte  Gesetz  über  die  wirkende  Kraft  der 


1)  [In  dem  dieser  Abhandlung  beigefügten  Zusätze  B.  befindet  sich 
eine  Tabelle,  in  welcher  für  diejenigen  Gase  und  Dämpfe,  für  weiche  Reg'- 
nault  die  specifischen  Wärmen  bei  constantem  Drucke  beobachtet  hat,  die 
daraus  nach  den  Principien  der  mechanischen  Wärmetheorie  berechneten 
specifischen  Wärmen  bei  constantem  Volumen  zusammengestellt  sind.] 
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Wärme  halte,  scheint  mir  nur  eine'r  der  beiden  folgenden  Fälle 
möglich  zu  sein.  Entweder  jenes  Gesetz  ist  richtig,  dann  ist 
die  wahre  [Wärmecapacität]  eben  so  gut  in  verschiedenen  Aggre- 
gatzuständen,  wie  in  demselben  Aggregatzustande  gleich;  oder 
jenes  Gesetz  ist  nicht  richtig,  dann  wissen  wir  über  die  wahre 
[Wärmecapacität]  überhaupt  nichts  Bestimmtes,  und  sie  kann 
eben  so  gut  innerhalb  desselben  Aggregatzustandes,  wie  in  ver- 
schiedenen Aggregatzuständen,  yerschieden  sein. 

§.  9.  Ich  glaube  sogar  die  Anwendung  jenes  Gesetzes,  wenn 
es  richtig  ist,  noch  weiter  ausdehnen  zu  müssen,  nämlich  auf  che- 
mische Verbindungen  und  Zersetzungen. 

Die  Trennung  chemisch  verbundener  Stoffe  ist  auch  eine  Ver- 
mehrung der  Disgregation  und  die  chemische  Verbindung  vorher 
getrennter  Stoffe  eine  Verminderung  der  Disgregation,  und  man 
kann  diese  Processe  daher  einer  ähnlichen  Betrachtung  unterwer- 
fen, wie  die  Dampfbildung  und  den  Dampfniederschlag.  Dass 
auch  hier  die  Wärme  dahin  wirkt,  die  Disgregation  zu  vermehren, 
geht  aus  manchen  bekannten  Erscheinungen  hervor,  indem  viele 
Verbindungen  durch  Wärme  in  ihre  Bestandtheile  zerlegt  werden 
können,  wie  z.  B,  Quecksilberoxyd  und  bei  sehr  hoher  Tempera- 
tur auch  Wasser.  Man  könnte  vielleicht  hiergegen  anfuhren,  dass 
in  anderen  Fällen  die  Temperaturerhöhung  dahin  wirkt,  die  Ver- 
einigung zweier  Stoffe  zu  befördern,  wie  z.  B.  Wasserstoff  und 
Sauerstoff  bei  niederer  Temperatur  sich  nicht  verbinden,  wohl 
aber  bei  höherer.  Ich  glaube  aber,  dass  hierbei  die  Wärme  nur 
eine  secundäre  Wirkung  übt,  indem  sie  dazu  beiträgt,  die  Atome 
in  solche  Lagen  zu  einander  zu  bringen,  dass  die  ihnen  inne  woh- 
nenden Kräfte,  mittelst  deren  sie  sich  zu  vereinigen  suchen,  in  Wirk- 
samkeit treten  können.  Die  Wärme  selbst  kann  meiner  Ansicht 
nach  nie  vereinigend,  sondern  immer  nur  trennend  wirken. 

Ein  anderer  Umstand,  welcher  in  diesem  Falle  die  Betrach- 
tung erschwert,  ist  der,  dass  bei  den  bisherigen  Schlüssen  immer 
vorausgesetzt  war,  dass  die  betreffenden  Veränderungen  in  steti- 
ger und  umkehrbarer  Weise  geschehen  können,  was  bei  der  Art, 
wie  wir  die  chemischen  Processe  hervorrufen,  gewöhnlich  nicht 
stattfindet  Indessen  kommen  doch  Fälle  vor,  wo  diese  Bedingung 
erfüllt  ist,  besonders  bei  den  chemischen  Veränderungen,  welche 
durch  Mitwirkung  elektrischer  Kräfte  veranlasst  werden.  Durch 
den  galvanischen  Strom  können  wir  auf  einfache  Weise  Verbin- 
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dangen  und  Zersetzungen  eintreten  lassen,  und  dabei  bildet  die 
Zelle,  in  welcher  der  chemische  Process  vor  sich  geht,  selbst  ein 
galvanisches  Element,  dessen  elektromotorische  Kraft  entweder 
dazu  beiträgt,  den  Strom  zu  verstärken,  oder  durch  andere  elek- 
tromotorische Kräfte  überwunden  werden  muss,  so  dass  im  einen 
Falle  Gewinn,  im  anderen  Verbrauch  von  Arbeit  stattfindet. 

In  ähnlicher  Weise,  glaube  ich,  würden  wir  in  allen  Fällen 
unter  Gewinn  oder  Verbrauch  von  Arbeit  die  Verbindung  oder 
Trennung  der  Stoffe  nach  Willkür  leiten  können,  wenn  wir  die 
Mittel  besässen,  auf  die  einzelnen  Atome  beliebig  einzuwirken, 
und  sie  in  jede  beliebige  Lage  zu  einander  zu  bringen.  Zugleich 
glaube  ich,  dass  die  Wärme,  abgesehen  von  ihren  secundären 
Wirkungen,  bei  allen  chemischen  Processen  in  bestimmter  Weise 
dahin  wirkt,  die  Vereinigung  der  Atome  zu  erschweren  und  die 
Trennung  derselben  zu  fördern,  und  dass  die  Stärke  dieser  Wirkung 
ebenfalls  unter  dem  oben  angeführten  allgemeinen  Gesetze  steht. 

Wenn  das  der  Fall  ist,  so  muss  auch  der  aus  jenem  Gesetze 
abgeleitete  Satz  hier  Anwendung  finden,  und  ein  chemisch  zu- 
sammengesetzter Stoff  muss  eben  so  viel  Wärme  enthalten,  als 
seine  Bestandtheile  im  getrennten  Zustande  bei  derselben  Tem- 
peratur enthalten  würden.  Daraus  folgt,  dass  die  wahre  [Wärme- 
capacität]  jeder  Verbindung  sich  auf  einfache  Weise  aus  den  wah- 
ren [Wärmecapacitäten]  der  einfachen  Stoffe  berechnen  lassen 
muss  1).  Berücksichtigt  man  dazu  die  bekannte  Beziehung  zwischen 
den  specifischen  Wärmen  der  einfachen  Stoffe  und  ihren  Atom- 
gewichten, welche,  wie  ich  glaube,  für  die  wahren  [Wärmecapaci- 
täten] nicht  bloss  angenähert,  sondern  genau  richtig  ist,  so  sieht 
man,  welche  durchgreifenden  Vereinfachungen  das  aufgestellte 
Gesetz,  wenn  es  richtig  ist,  in  die  Wärmelehre  bringen  kann. 

§.  10.  Nach  diesen  Auseinandersetzungen  kann  ich  nun  die 
erweiterte  Form  des  Satzes  von  der  Aequivalenz  der  Verwandlun- 
gen angeben. 


^)  [Eine  in  den  Ann.  der  Chem.  und  Pharm,  von  mir  veröffentlicht« 
Note,  welche  Gelegenheit  bietet,  zu  prüfen,*  in  wieweit  die  für  eine  Reihe 
von  Gasen  nach  KegnauU's  Beobachtungsdaten  berechneten  specifischen 
W&rmen  bei  constantem  Volumen  dem  hier  im  Texte  in  Bezug  auf  die 
wahren  Wärmecapacitäten  gefolgerten  Satze  entsprechen,  ist  ihrem  Haupt- 
inhalte nach  in  dem  schon  weiter  oben  erwähnten  Zusatee  B.  mitgetheilt. 
1864.] 
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In  §.  1  habe  ich  zwei  Arten  von  Verwandlungen  angeführt, 
erstens  die  Verwandlung  von  Arbeit  in  Wärme  und  umgekehrt, 
und  zweitens  den  Wärmeübergang  zwischen  Körpern  von  ver- 
schiedenen Temperaturen.  Zu  diesen  nehmen  wir  nun  als  dritte 
Art  der  Verwandlung  noch  die  Veränderung  der  Disgregation 
eines  Körpers  hinzu,  und  zwar  in  dem  Sinne,  dass  wir  die  Zu- 
nahme der  Disgregation  als  positive  und  die  Abnahme  als  nega- 
tive Verwandlung  betrachten. 

Wir  woUen  nun  zunächst  die  erste  und  letzte  Verwandlung 
unter  einander  in  Beziehung  bringen,  wobei  dieselben  Umstände 
zur  Sprache  kommen,  von  denen  schon  im  §.  5  die  Rede  gewesen 
ist.  Wenn  ein  Körper  seine  Disgregation  in  umkehrbarer  Weise 
ändert,  so  ist  damit  eine  Verwandlung  zwischen  Wärme  und  Ar- 
beit verbunden,  und  wir  können  die  Aequivalenzwerthe  der  bei- 
den Arten  von  Verwandlungen  dadurch  bestimmen,  dass  wir  die 
Verwandlungen,  welche  gleichzeitig  stattfinden,  unter  einander 
vergleichen. 

Nehmen  wir  erstens  an,  es  finde  eine  bestimmte  Anordnungs- 
änderung bei  verschiedenen  Temperaturen  statt,  so  ist  die  Menge 
der  Wärme,  welche  dabei  in  Arbeit  verwandelt  wird,  oder  aus 
Arbeit  entsteht,  verschieden,  und  zwar  ist  sie  dem  obigen  Gesetze 
nach  der  absoluten  Temperatur  proportional.  Betrachten  wir 
nun  die  Verwandlungen,  welche  einer  und  derselben  Anordnungs- 
änderung entsprechen,  als  äquivalent,  so  ergiebt  sich,  dass  wir 
zur  Bestimmung  der  Aequivalenzwerthe  dieser  Verwandlungen 
die  betreffenden  Wärmemengen  durch  die  dazugehörigen  absolu- 
ten Temperaturen  dividiren  müssen.  Die  Entstehung  der  Wärme- 
menge Q  aus  Arbeit  muss  also,  wenn  sie  bei  der  Temperatur  T 
stattfindet,  den  Aequivalenzwerth 

^  .  Const. 

haben,  und  wenn  wir  hierin  die  Constante,  welche  willkürlich  an^ 
genommen  werden  kann,  gleich  der  Einheit  setzen,  so  erhalten 
wir  den  in  §.  1  angeführten  Ausdruck. 

Nehmen  wir  zweitens  an,  bei  einer  bestimmten  Temperatur 
finden  verschiedene  Anordnungsänderungen  statt ,  welche  mit  Dis- 
gregationsvermehrung  verbunden  sind,  und  setzen  wir  fest,  dass 
solche  Disgregationsvermehrungen ,  bei  denen  gleich  viel  Wärme 
in  Arbeit  verwandelt  wird,  als  unter  einander  äquivalent  betrach« 
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tet  Werdön  sollen,  und  dass  ihr  Aequivaleuzwerth  demjenigen 
der  gleichzeitig  stattfindenden  Verwandlung  aus  Wärme  in  Arbeit, 
absolut  genommen,  gleich,  aber  dem  Vorzeichen  nach  entgegen- 
gesetzt sein  soll,  so  ist  damit  der  Anhalt  zur  Bestimmung  der 
Aequivalenzwerthe  der  Disgregationsveränderungen  gegeben. 

Durch  Verbindung  dieser  beiden  Regeln  können  wir  auch 
den  Aequivalenzwerth  einer  Disgregationsänderung,  welche  bei 
verschiedenen  Temperaturen  geschieht,  bestimmen,  und  erhalten 
dadurch  den  in  §.  5  gegebenen  Ausdruck.  Sei  nämlich  dL  ein 
Element  der  bei  der  Disgregationsänderung  geleisteten  Arbeit, 
wozu  die  Wärmemenge  AdL  verbraucht  ist,  und  sei  der  Aequi- 
valenzwerth der  Disgregationsänderung  durch  die  Differenz  Z — Z^ 
bezeichnet,  so  ist: 

Was  endlich  den  oben  als  zweite  Verwandlungsart  angeführ- 
ten Vorgang  anbetrifft,  nämlich  den  Wärmeübergang  zwischen 
Körpern  von  verschiedenen  Temperaturen,  so  kann  dieser  bei  um- 
kehrbaren Zustandsänderungen  nur  dadurch  veranlasst  werden, 
dass  bei  der  einen  Temperatur  Wärme  in  Arbeit  und  bei  der  an«- 
deren  wieder  Arbeit  in  Wärme  verwandelt  wird,  und  er  ist  daher 
schon  unter  die  Verwandlungen  der  ersten  Art  begriffen.  Ueber- 
haupt  kann  man  bei  Aufstellung  der  mathematischen  Formeln, 
wie  ich  schon  in  meiner  früheren  Abhandlung  erwähnt  habe,  eine 
Verwandlung  der  zweiten  Art  immer  als  eine  Verbindung  zweier 
Verwandlungen  der  ersten  Art  ansehen. 

Wir  wollen  nun  zur  Gleichung  (IL)  zurückkehren,  nämlich : 


fiQ+4E+ßz=o. 


Hierin  ist  dH  die  Vermehrung  der  im  Körper  vorhandenen  Wär- 
memenge während  einer  unendlich  kleinen  Zustandsänderung, 
und  d  Q  die  gleichzeitig  nach  Aussen  abgegebene  Wärme.  Die 
Summe  dQ  -f  dllht  also  die  Wärmemenge,  welche,  wenn  sie 
positiv  ist,  aus  Arbeit  neu  entstanden,  und  wenn  sie  negativ  ist, 
in  Arbeit  verwandelt  sein  muss.  Demnach  ist  das  erste  Integral 
in  der  vorigen  Gleichung  der  Aequivalenzwerth  aller  vorgekom- 
menen Verwandlungen  der  ersten  Art,  und  das  zweite  Integral 
stellt  die  Verwandlungen  der  dritten  Art  dar,  und  die  Summe 
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dieser  sämmtlichen  Verwandlungen  muss,  wie  die  Gleichung  aus- 
sagt, gleich  Null  sein. 

Hiemach  kann  man  den  Satz,  soweit  er  die  umkehrbaren  Zu- 
Standsänderungen  anbetrifft,  folgendermaassen  aussprechen: 

Wenn  man  für  die  bei  der  absoluten  Temperatur  T  stattfin- 
dende Entstehung  der    Wärmemenge  Q  aus  Arbeit  den  Aequiva- 

lenewerth  -^  annimmt^  so  lässt  sich  als  eweite  dazugehörige  Ver- 
wandlung eine  Grösse  einführen,  welche  sich  auf  die  Anordnungs- 
änderung des  Körpers  bezieht,  und  durch  den  Anfangs-  und  End- 
gustand des  Körpers  vollständig  bestimmt  ist,  und  welche  die  Be- 
dingung erfüllt,  dass  bei  jeder  umkehrbaren  Zustandsänderung  die 
algebraische  Summe  der  Verwandlungen  gleich  Null  ist. 

§.  11.  Wir  müssen  nun  untersuchen,  wie  sich  der  vorige  Satz 
ändert,  wenn  wir  die  Bedingung,  dass  alle  Zustandsänderungen 
des  Körpers  in  umkehrbarer  Weise  vor  sich  gehen,  fallen  lassen. 

Aus  dem,  was  in  §.  4  über  die  nicht  umkehrbaren  Zustands- 
änderungen gesagt  ist,  können  wir  leicht  für  alle  drei  Verwand- 
lungsarten folgendes  gemeinsame  Verhalten  erkennen.  Es  kann 
nie  eine  negative  Verwandlung  stattfinden,  ohne  dass  gleichzeitig 
eine  positive  stattfindet,  deren  Aequivalenzwerth  mindestens  eben 
80  gross  ist;  dagegen  brauchen  die  positiven  Verwandlungen  nicht 
nothwendig  mit  eben  so  grossen  negativen  verbunden  zu  sein,  son- 
dern können  in  Begleitung  von  kleineren  negativen  Verwandlun- 
gen, oder  auch  ganz  ohne  solche  vorkommen. 

Wenn  Wärme  in  Arbeit  verwandelt  werden  soll,  was  eij^e  ne- 
gative Verwandlung  ist,  so  muss  dazu  eine  positive  Disgregations- 
änderung  stattfinden,  welche  nicht  unter  jener  bestimmten  Grösse, 
die  wir  als  die  gleichwerthige  betrachten,  sein  kann.  Bei  der  posi- 
tiven Verwandlung  von  Arbeit  in  Wärme  dagegen  verhält  es  sich 
anders.  Wenn  die  Kraft  der  Wärme  durch  Gegenkräfte  über- 
wunden, und  dadurch  eine  negative  Disgregationsänderung  her- 
vorgebracht wird,  so  wissen  wir,  dass  dabei  die  überwindenden 
Kräfte  grösser  sein  können,  als  sie  für  den  Zweck  zu  sein  brauch- 
ten. Durch  den  Kraftüberschuss  können  dann  die  betrefi'enden 
Massentheile  in  Bewegungen  von  beträchtlichen  Geschwindigkei- 
ten gerathen,  und  diese  Bewegungen  können  sich  nachher  in 
solche  Molecularbewegungen,  die  wir  Wärme  nennen,  umsetzen, 

Clanaiui,  meota.  Wftrmetheorie.  lg 
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so  dass  im  Ganzen  mehr? Arbeit  in  Wärme  verwandelt  wird,  als 
der  negativen  Disgregationsänderung  entspricht.  Bei  manchen 
Vorgängen,  besonders  bei  der  Reibung,  kann  die  Verwandlung 
von  Arbeit  in  Wärme  auch  ganz  ohne  gleichzeitige  negative  Ver- 
wandlung geschehen.  ' 

Wie  die  dritte  Verwandlungsart,  nämlich  die  Disgregations- 
änderung, sich  in  dieser  Beziehung  verhält,  ist  im  Vorigen  schon 
mit  ausgedrückt.  Die  positive  Disgregationsänderung  kann  wohl 
grösser,  aber  nicht  kleiner  sein,  als  die  mit  ihr  verbundene  Ver- 
wandlung von  Wärme  in  Arbeit,  und  die  negative  Disgregations- 
änderung kann  wohl  kleiner  aber  nicht  grösser  sein,  als  die  Ver- 
wandlung von  Arbeit  in  Wärme. 

Was  endlich  die  zweite  Verwandlungsart,  den  Wärmeüber- 
gang zwischen  Körpern  von  verschiedenen  Temperaturen  betrifft, 
so  habe  ich  geglaubt,  es  als  einen  Grundsatz  hinstellen  zu  kön- 
nen, welcher  nach  allem,  was  wir  von  der  Wärme  wissen,  als  selbst- 
verständlich zu  betrachten  ist,  dass  der  als  negative  Verwandlung 
geltende  Uebergang  von  niederer  zu  höherer  Temperatur  nicht 
von  selbst,  d.  h.  ohne  gleichzeitig  stattfindende  positive  Verwand- 
lung^ geschehen  kann.  Dagegen  kann  der  umgekehrte  Wärme- 
übergang von  höherer  zu  niederer  Temperatur  sehr  gut  ohne 
gleichzeitige  negative  Verwandlung  geschehen. 

unter  Berücksichtigung  dieser  Umstände  wollen  wir  nun  die 
Entwickelung,  durch  welche  wir  in  §.  5  zur  Gleichung  (11.)  ge- 
langt sind,  noch  einmal  betrachten.  In  der  in  demselben  Para- 
graphen vorkommenden  Gleichung  (2)  ist  ausgedrückt,  wie  sich  eine 
unendlich  kleine  Disgregationsänderung  zu  der  dabei  von  der 
Wärme  gethanen  Arbeit  verhalten  muss,  unter  der  Bedingung, 
dass  die  Aenderung  in  umkehrbarer  Weise  geschieht.  Wenn  diese 
letztere  Bedingung  nicht  erfüllt  zu  sein  braucht,  so  kann  die  Dis- 
gregationsänderung für  den  Fall,  dass  sie  positiv  ist,  grösser  sein, 
als  der  aus  der  Arbeit  berechnete  Werth,  und  für  den  Fall,  dass 
sie  negativ  ist,  kann  sie,  absolut  genommen,  kleiner  sein,  als  je- 
ner Werth,  was  algebraisch  auch  wieder  als  grösser  zu  bezeich- 
nen ist    Wir  müssen  also  statt  der  Gleichung  (2)  schreiben: 

(2a)  dZ>^. 

Dieses  haben  wir  auf  die  Gleichung  (1)  anzuwenden,  wodurch  wir 
statt  der  Gleichung  (5)  erhalten : 
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(5a)  ilj^äK  +  äZ>0. 

Es  fragt  sich  nun  noch,  welchen  Einfluss  es  auf  die  Formeln 
hat,  wenn  innerhalb  des  betrachteten  Körpers  directe  Wärme- 
übergänge zwischen  Theilen  von  verschiedenen  Temperaturen 
stattfinden. 

Für  den  Fall,  dass  der  Körper  nicht  durchweg  gleiche  Tem- 
peratur hat,  muss  man  den  in  (5  a)  vorkommenden  Differential- 
ausdruck nicht  auf  den  ganzen  Körper,  sondern  nur  auf  einen 
Theil,  dessen  Temperatur  als  gleich  zu  betrachten  ist,  beziehen, 
wobei  man,  wenn  die  Temperatur  sich  im  Körper  stetig  ändert, 
die  Anzahl  der  Theile  sogar  als  unendlich  gross  annehmen  muss. 
Bei  der  Integration  kann  man  die  für  die  einzelnen  Theile  gel- 
tenden Ausdrücke  wieder  zu  einem  für  den  ganzen  Körper  gel- 
tenden Ausdrucke  vereinigen,  indem  man  das  Integral  nicht  bloss 
auf  die  Veränderungen  eines  Theiles,  sondern  auf  die  Verände- 
rungen aller  Theile  ausdehnt  Bei  der  Bildung  dieses  Integrales 
ist  nun  der  zwischen  den  Theilen  stattfindende  Wärmeübergang 
zu  berücksichtigen.  • 

Dabei  ist  zu  bemerken,  dass  dQ  ein  Element  derjenigen 
Wärme  ist,  welche  der  betrachtete  Körper  an  einen  fremden  Körper, 
welcher  uns  nur  als  Wärmereservoir  dient,  abgiebt,  oder  von  ihm 
aufnimmt,  und  dass  dieses  Element  demnach  hier,  wo  es  sich  um 
die  Wärme  handelt,  welche  zwischen  den  Theilen  des  Körpers 
selbst  übergeht,  nicht  in  Betracht  kommt.  Dieser  Wärmeüber- 
gang drückt  sich  mathematisch  dadurch  aus,  dass  die  Wärmemenge 
IT  in  dem  einen  Theile  abnimmt,  und  im  anderen  um  ebensoviel 
zunimmt,  und  wir  haben  also  in  dem  Differentialausdrucke  (5  a) 

unser  Augenmerk  nur  auf  das  Glied  — ^  zu  richten.    Denken  wir 

uns  nun,  dass  die  unendlich  kleine  Wärmemenge  dH  einen  Theil 
des  Körpers  mit  der  Temperatur  Ti  verlasse,  uhd  in  einen  ande- 
ren mit  der  Temperatur  T2  übergehe,  so  entstehen  daraus  die 
folgenden  beiden  in  dem  Integrale  enthalteneu  unendlich  kleinen 
Glieder: 

dH       ,    ,    dH 
—  Y^\ind  +  -^, 

und  weil  Ti  >►  Tq  sein  muss,  so  folgt,  dass  das  positive  Glied 
jedenfalls  grösser  ist,  als  das  negative,  und  dass  somit  die  alge- 

18« 
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braische  Summe  beider  Glieder  positiv  ist  Dasselbe  gilt  von  je- 
dem anderen  übergehenden  Wärmeelemente  ebenfalls,  und  die 
Veränderung,  welche  das  Integral  des  ganzen  in  (5a)  vorkom- 
menden Differentialausdruckes  durch  diese  Wärmeübergänge  er- 
leidet, kann  daher  nur  darin  bestehen,  dass  zu  dem  Werthe,  wel- 
chen man  ohne  dieselben  erhalten  würde,  noch  eine  positive  Grösse 
hinzukommt  Da  nun,  wie  aus  (5a)  hervorgeht,  schon  jener  er- 
stere  Werth,  welchen  man  ohne  Berücksichtigung  der  directen 
Wärmeübergänge  erbalten  würde,  nicht  kleiner  als  Null  sein  kann, 
so  kann  dieses  bei  dem  um  eine  positive  Grösse  vermehrten  Wer- 
the um  so  weniger  der  Fall  sein. 

Wir  können  also  unter  Berücksichtigung  aller  bei  nicht  um- 
kehrbaren Veränderungen  vorkommenden  Umstände  statt  der 
Gleichung  (IL)  allgemein  schreiben: 

(na.)  fiQj^  +  faz>o. 

Der  Satz,  welcher  in  §.  1  nur  für  Kreisprocesse  ausgesprochen 
und  durch  die  Beziehung  (la.)  dargestellt  wurde,  hat  jetzt  also 
eine  allgemeinere  Form  gewonnen,  und  lässt  sich  folgendermaas- 
sen  aussprechen: 

Die  algebraische  Summe  aller  bei  irgend  einer  Zustandsän- 
derung  vorTcommenden  Verwandlungen  kann  nur  positiv  oder  als 
Orämfall  Null  sein. 

Ich  habe  in  meiner  früheren  Abhandlung  von  zwei  dem  Vor- 
zeichen nach  entgegengesetzten  Verwandlungen,  welche  sich  in 
der  algebraischen  Summe  gegenseitig  aufheben,  den  Ausdruck 
gebraucht,  dass  sie  sich  compensiren.  Hiernach  kann  man  den 
vorigen  Satz  noch  kürzer  so  aussprechen : 

Uncompensirte  Verwandlungen  können  nur  positiv  sein  0- 


^)  [loh  will  hier  über  die  Art,  wie  ich  den  positiven  und  negativen 
Sinn  der  Verwandlungen  festgestellt  habe,  einiges  sagen,  weil  ich  an  der 
isteile,  wo  ich  die  Wahl  der  Vorzeichen  zuerst  getroffen  habe  (nämlich  in 
Abhandlung  IV.,  S.  140),  den  Grund,  welcher  mich  zu  dieder  Wahl  bestimmt 
hat,  nicht  anführen  konnte,  ohne  vorzugreifen. 

Wenn  man  nur  die  üebergänge  von  Wärme  zwischen  Körpern  von 
verscbiddenen  Temperaturen  im  Auge  hat,  so  könnte  man  vielleicht  mei- 
nen, es  wäre  zweckmässiger  gewesen,  den  üebergang  von  Wärme  aus  einem 
kälteren  in  einen  wärmeren  Körper  eine  positive  und  den  Üebergang  aus 
einem  wärmeren  in  einen  kälteren  Körper  eine  negative  Verwandlung  zu 
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§.  12.    Schliesslich  wollen  wir  noch  das  oben  mehrfach  in 
Anwendung  gekommene  Integral 


ß 


etwas  näher  betrachten.  Wir  wollen  dieses  Integral,  wenn  es  von 
irgend  einem  gegebenen  Anfangszustande  bis  zu  dem  gerade  statt- 
findenden Zustande  des  Körpers  genommen  ist,  den  Verwand- 
lu)^gswerih  der  von  dem  gegebenen  Anfangszustande  an  gerechne- 
ten Körperwärme  nennen.  Wenn  nämlich  auf  irgend  eine  Weise 
Arbeit  in  Wärme  oder  Wärme  in  Arbeit  verwandelt,  und  dadurch 
die  im  Körper  vorhandene  Wärmemenge  geändert  ist,  so  giebt 
die  Zu-  oder  Abnahme  jenes  Integrals  den  Aequivalenzwerth  der 
geschehenen  Verwandlungen  an.  Wenn  femer  innerhalb  eines 
Korpers  oder  eines  Systemes  von  Körpern  Wärmeübergänge  zwi- 
schen Theilen  von  verschiedenen  Temperaturen  stattfinden,  so 
wird  der  Aequivalenzwerth  dieser  Wärmeübergänge  ebenfalls 
durch  die  Zu-  oder  Abnahme  jenes  Integrals,  wenn  man  dasselbe 
auf  das  ganze  in  Betracht  kommende  Körpersystem  ausdehnt, 
dargestellt. 

Um  die  angedeutete  Integration  wirklich  ausführen  zu  kön- 
nen, müssen  wir  die  Beziehung  zwischen  der  Wärmemenge  H  und 
der  Temperatur  T  kennen.  Nennen  wir  die  Masse  eines  Körpers 
m  und  seine  wahre  [Wärmecapacität]  (?,  so  ist,  wenn  er  seine  Tem- 
peratur durchweg  um  dT  ändert,  zu  setzen: 

(23)  dH=mcdT. 


nennen.  Da  man  es  aber  nicht  bloss  mit  Wärmeübergangen,  sondern  ancb 
mit  zwei  anderen  damit  zusammenhängenden  Yerwandlungsarten  zu  thnn 
hat,  so  darf  man  bei  der  Wahl  der  Vorzeichen  nicht  von  einem  so  be- 
schränkten Gesichtspunkte  ausgehen,  dass  man  nur  darauf  bedacht  ist,  sich 
in  Bezug  auf  die  Wärmeübergänge  der  üblichen  Anschauungsweise  anzu> 
schliessen,  sondern  man  muss  nach  einem  geeigneten  Unterscheidungsmerk- 
mal suchen,  welches  allen  drei  Yerwandlungsarten  gemein  ist.  Bin  solches 
Unterscheidungsmerkmal  bietet  der  hier  im  Texte  ausgesprochene  Satz  dar. 
Alle  drei  Verwandlungen  können  im  einen  Sinne  von  selbst,  d.  h.  ohne 
Compensation  stattfinden,  im  entgegengesetzten  Sinne  aber  nur  mit  Gom- 
pensation.  Es  waltet  also  in  der  Natur  eine  allgemeine  Tendenz  zu  Ver- 
wandlangen in  einem  bestimmten  Sinne  ob.  Diese  Tendenz  habe  ich  als 
Norm  genommen,  und  habe  die  Verwandlungen,  welche  gemäss  dieser  Ten- 
denz geschehen,  positiv,  und  die,  welche  der  Tendenz  entgegen  geschehen, 
negativ  genannt.    1864.] 
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Die  walire  [Wärmecapacität]  eines  Körpers  ist  dem  Obigen  nach 
von  der  Anordnung  seiner  Bestandtheile  unabhängig,  und  da  es 
einen  Zustand  giebt,  nämlich  den  vollkommenen  Gaszustand ,  für 
welchen  es  theils  aus  den  vorhandenen  experimentellen  Daten, 
theils  aus  theoretischen  Gründen  als  unzweifelhaft  zu  betrachten 
ist,  dass  die  wahre  [Wärmecapacität]  von  der  Temperatur  unab- 
hängig ist,  so  kann  man  dasselbe  auch  für  die  anderen  Aggregat- 
zustände schliessen,  und  kann  die  wahre  [Wärmecapacität]  all- 
gemein als  constant  ansehen.  Daraus  folgt,  dass  die  im  Körper 
vorhandene  Wärme  einfach  seiner  absoluten  Temperatur  propor- 
tional ist,  indem  man  setzen  kann : 

(24)  E=mcT. 

Für  den  Fall,  dass  der  Körper  nicht  homogen  ist,  sondern 
aus  Theilen  von  verschiedenem  Stoffe  besteht,  die  aber  alle  die- 
selbe Temperatur  T  haben,  kann  man  die  vorige  Gleichung  auch 
noch  anwenden,  wenn  man  darin  für  c  den  betreffenden  Mittel- 
werth  setzt.  Wenn  dagegen  die  Temperatur  in  verschiedenen 
Theilen  verschieden  ist,  so  muss  man  die  vorige  Gleichung  zu- 
nächst ituf  die  einzelnen  Theile  anwenden ,  und  dann  summiren. 
Nehmen  wir  der  Allgemeinheit  wegen  an,  dass  die  Temperatur 
sich  stetig  ändert,  so  dass  man  den  Körper  in  unendlich  viele 
Theile  theilen  muss,  so  lautet  die  Gleichung : 

(25)  n=rcTdm. 

Wendet  man  diese  Ausdrücke  auf  das  obige  Integral,  welches 
den  Verwandlungswerth  der  Körperwärme  darstellt,  an,  und  be- 
zeichnet die  Anfangstemperatur  mit  To,  so  erhält  man  für  den 
einfacheren  Fall,  wo  die  Temperatur  durchweg  gleich  ist: 

._.  rdH  r  dT  .       T 

(26)  l^^z=mcj   -^  =  tnclog-^, 

und  als  allgemeinen  für  alle  Fälle  passenden  Ausdruck  erhält  man  : 


•  dm. 


Wenn  ein  Körper  seine  Disgregation  ändert,  ohne  dass  ihm 
von  Aussen  Wärme  zugeführt  oder  entzogen  wird,  so  wird  durch 
den  Wärmeverbrauch  oder  die  Wärmeerzeugung,  welche  mit  der 
Disgregationsänderung  verbunden  ist,  die  in  ihm  enthaltene  War- 


} 


Erweiterung  des  zweiten  Hauptsatzes.  279 

memenge  geändert,  was  ein  Sinken  oder  Steigen  seiner  Tempera- 
tur zur  Folge  hat,  und  man  kann  sich  daher  die  Frage  stellen, 
wie  gross  die  Disgregationsänderung  sein  muss,  um  eine  gewisse 
Temperaturänderung  hervorzubringen,  vorausgesetzt,  dass  alle 
Zustandsänderungen  in  utnkehrbarer  Weise  stattfinden.  Man  hat 
in  diesem  Falle  die  Gleichung  (IL)  anzuwenden,  und  darin  dQ=0 
zu  setzen,  wodurch  sie  übergeht  in : 

(28)  J^^JdZ=0. 

Sei  der  Einfachheit  wegen  angenommen,  dass  der  ganze  Körper 
seine  Temperatur  gleichmässig  ändere,  so  dass  T  stets  für  alle 
Theile  denselben  Werth  habe,  dann  kann  man  zur  Bestimmung 
des  ersten  der  beiden  Integrale  die  Gleichung  (26)  anwenden, 
und  erhält  dadurch  für  die  gesuchte  Disgregationsänderung  die 
Gleichung : 

(29)  Z  -  Zo  =  WC  log  ^  1). 

Wollte  man  einen  Körper  bis  zum  absoluten  NuUpuncte  der 
Temperatur  abkühlen,  so  würde  die  entsprechende  Disgregations- 
änderung, wie  die  vorstehende  Formel  zeigt,  in  welcher  man  für 
diesen  Fall  T  =  0  setzen  muss,  unendlich  gross  werden.  Hierin 
liegt  ein  principieller  Beweis,  dass  man  nie  durch  irgend  welche 
Zustandsänderungen  eines  Körpers  eine  solche  Kälte  hervorbrin- 
gen kann,  um  bis  zum  absoluten  NuUpuncte  zu  gelangen. 


1)  [WiU  man  jene  vereinfachende  Annahme,  dass  die  Temperatur  in 
allen  Theilen  des  Körpers  gleich  sei  und  sich  in  gleicher  Weise  ändere, 
nicht  machen,  so  hat  man  statt  (29) 


Z-Zo  =  /clog^.dm 


zu  schreiben.    1864.] 


ZUSÄTZE    ZU    ABHANDLUNG  VI.  (1864.) 


Zusatz    A.    Seite   254. 


lieber    einige    Benennungen. 


Es  sind  durch  die  mechanische  Wärmetheorie  einige  neue  BegiifPe 
in  die  Wissenschaft  eingeführt,  welche  bei  den  auf  die  Wärme  bezügli- 
chen Betrachtungen  so  häufig  zur  Sprache  kommen,  dass  man  wünschen 
muss,  einfache  und  bezeichnende  Namen  für  sie  zu  besitzen. 

Die  Wärme,  welche  man  einem  Körper  mittheilen  muss,  wenn  er 
irgend  wie  seinen  Zustand   ändert,  habe  ich   in   drei  Theile   getheilt» 

1)  die  Vermehrung  der  im  Körper  wirklich  vorhandenen  Wärme,  2)  die 
zu  innerer  Arbeit  verbrauchte  Wärme  und  3)  die  zu  äusserer  Arbeit 
verbrauchte  Wärme.  Von  diesen  drei  Wärmemengen  lässt  sich  die  dritte 
nur  dann  bestimmen,  wenn  man  den  ganzen  Verlauf  der  Aenderun- 
gen,  welche  der  Körper  erlitten  hat,  kennt;  zur  Bestimmung  der  beiden 
ersten  dagegen  ist  es  nicht  nöthig,  den  Verlauf  der  Aenderungen  zu 
kennen,  sondern  es  genügt,  wenn  der  Anfangs-  und  Endzustand  des 
Körpers  bekannt  ist.  Wenn  man  daher  den  Anfangszust^nd ,  von  dem 
ausgehend  der  Körper  nach  einander  in  beliebige  andere  Zustände  ge- 
langt, als  gegeben  voraussetzt,  so  kann  man  die  beiden  unter   1)  und 

2)  genannten  Wärmemengen  als  zwei  Grössen  betrachten,  die  durch  den 
augenblicklich  stattfindenden  Zustand  des  Körpers  vollkommen  bestimmt 
sind.  Dasselbe  gilt  natürlich  auch  von  der  aus  diesen  beiden  Wärme- 
mengen gebildeten  Summe,  welche  ich  mit  ü*  bezeichnet  habe,  und  welche 
dadurch,  dass  sie  in  der  ersten  Hauptgleichung  der  mechanischen  WUr- 
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metheorie  (Gleichung  (IL  s)  in  Abhandlung  I.  S.  32  und  Gleichung  (I.) 
in  Abhandlung  IV.  S.  130)  vorkommt,  von  grosser  Wichtigkeit  ist 

Da  die  Definition,  welche  ich  von  dieser  Grösse  gegeben  habe,  dass 
ßie  die  Summe  der  hineugekommenen  mrJclich  vorhandenen  und  der  zu 
innerer  Arbeit  verbrauchten  Wärme  sei,  zu  lang  ist,  um  im  gewöhnli- 
chen Gebrauche  als  Name  der  Grösse  dienen  zu  können,  so  sind  von 
verschiedenen  Seiten  Vorschläge  zu  bequemeren  Namen  gemacht.  Wie 
schon  in  der  Anmerkung  S.  254  erwähnt  wurde,  hat  Thomson  zu  die- 
sem Zwecke  den  Ausdruck  the  mechanical  energy  of  a  body  in  a  given 
State j  und  Kirchhoff  das  Wort  Wirkungsfunction  benutzt.  Femer 
hat  Zeuner  in  seiner  Schrift  „Grundzüge  der  mechanischen  Wärme- 
theorie" dieselbe  Grösse  U  die  innere  Wärme  des  Körpers  genannt. 

Der  letzte  Name  scheint  mir  der  Bedeutung  der  Grösse  U  nioht 
ganz  zu  entsprechen,  da  nur  ein  Theil  dieser  Grösse  wirklich  im  Kör- 
per vorhandene  Wärme,  d.  h.  lebendige  Kraft  seiner  Molecularbewegun- 
gen  darstellt,  während  der  übrige  Theil  sich  auf  Wärme  bezieht,  welche 
zu  innerer  Arbeit  verbraucht  ist,  und  folglich  nicht  mehr  als  Wärme 
existirt.  Ich  glaube  nun  zwar  nicht,  dass  Zeuner  die  Absicht  gehabt 
bat,  mit  jenem  Namen  auszudrücken,  dass  die  ganze  durch  U  dar- 
gestellte Wärmemenge  wirklich  als  Wärme  in  dem  Körper  vorhanden 
sei;  indessen  könnte  der  Name  doch  leicht  in  diesem  Sinne  verstanden 
werden. 

Von  den  beiden  anderen  oben  erwähnten  Ausdrücken  scheint  mir 
besonders  das  von  Thomson  gebrauchte  Wort  Energie  sehr  passend 
zu  sein,  und  es  wird  auch  noch  dadurch  empfohlen,  dass  es  dem  von 
Bankine  gemachten  Vorschlage,  die  Wärme,  und  alles,  was  die 
Wärme  ersetzen  kann,  unter  dem  gemeinsamen  Namen  Energie  zu- 
sammenzufassen, entspricht.  Ich  kann  mich  daher  der  Ausdrucksweise, 
.  die  Grösse  U  die  Energie  des  Körpers  zu  nenneD ,  anschliessen. 

Hierbei  ist  aber  noch  eine  Bemerkung  zu  machen.  Man  kann 
nicht  die  ganze  Energie  eines  Körpers  messen,  sondern  nur  den  Ener- 
giezuwachs, welcher  stattgefunden  hat,  während  der  Körper  aus  irgend 
einem  Anfangszustande  in  seinen  gegenwärtigen  Zustand  übergegangen 
ist  Setzen  wir  den  Anfangszustand  als  gegeben  voraus,  so  ist  für  je- 
den Zustand  des  Körpers  der  Energiezuwachs  eine  vollkommen  be- 
stimmte Grösse.  Es  fragt  sich  nun,  ob  man  unter  Energie  des  Kör- 
pers nur  diesen  von  dem  gegebenen  Anfangszustande  an  gerechneten 
Energiezuwachs  verstehen,  oder  die  Energie,  welche  der  Körper  schon 
im  Anfangszustande  besessen  hat,  auch  mit  einrechnen  will.  Im  letzte- 
ren Falle,  wo  es  sich  um  die  ganee  Energie  des  Körpers  handelt,  muss 
man  zu  dem  Energiezuwachse  noch  eine  auf  den  Anfangszustand  J}ezüg- 
liche  unbekannte  Constante  hinzuaddirt  denken.     Es  ist  aber  natürlich 
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nicht  immer  nöthig,  diese  Constante  ausdrücklicli  zu  erwähnen,  sondern 
man  kann  sie  stillschweigend  als  mit  einbegriffen  voraussetzen. 

Da  die  Grösse  TJ  aus  zwei  ihrer  Bedeutung  nach  verschiedenen 
Theilen  besteht,  welche  oft  auch  einzeln  zu  betrachten  sind,  so  ist  es 
noch  nicht  genügend,  für  U  einen  passenden  Namen  zu  besitzen,  son- 
dern man  muss  auch  die  beiden  Theile  auf  bequeme  Weise  benennen 
können. 

Der  erste  Theil  bietet  gar  keine  Schwierigkeit  dar,  indem  man  die 
im  Körper  wirklich  vorhandene  Wärme  einfach  die  Wärme  des  Kör- 
pers oder  den  Wärmeinhdlt  des  Körpers  nennen  kann. 

Bei  der  Benennung  des  zweiten  Theiles  aber  verursacht  ein  Um- 
stand, welcher  auch  sonst  in  der  mechanischen  Wärmetheorie  lästig  ist, 
eine  Unbequemlichkeit,  nämlich  der,  dass  die  Wärme  und  die  Arbeit 
nach  verschiedenen  Maassen  gemessen  werden,  indem  bei  der  Messung 
der  Wärme  als  Einheit  die  Wärmemenge  gilt,  welche  nöthig  ist,  um 
eine  Gewichtseinheit  Wasser  von  0®  .auf  1®  zu  erwärmen,  und  bei  der 
Messung  der  Arbeit  als  Einheit  die  Arbeitsgrösse  genommen  wird, 
welche  durch  das  Product  aus  der  Gewichtseinheit  in  die  Längeneinheit 
dargestellt  wird,  also  bei  der  Anwendung  von  französischen  Maassen 
ein  Eilogrammeter. 

Nachdem  nun  in  der  mechanischen  Wärmetheorie  der  Satz  ange- 
nommen ist,  dass  sich  Wärme  in  Arbeit  und  Arbeit  in  Wärme  verwan- 
deln lassen,  dass  also  eine  dieser  beiden  die  andere  ersetzen  kann,  kommt 
man  oft  in  den  Fall  eine  Grösse  zu  bilden,  in  welcher  Wärme  und  Ar- 
beit als  Summanden  enthalten  sind.  Da  nun  aber  Wärme  und  Arbeit 
nach  verschiedenen  Einheiten  gemessen  werden,  so  kann  man  in  einem 
solchen  Falle  nicht  einfach  sagen,  die  Grösse  sei  die  Summe  der  Wärme 
und  der  Arbeit,  sondern  man  muss  entweder .  sagen :  die  Summe  der 
Wärme  und  des  Wärmeäquivälentes  der  Arbeit ,  oder :  die  Summe  der 
Arbeit  und  des  Arbeitäquivalentes  der  Wärme. 

Um  dieser  Unbequemlichkeit  zu  entgehen,  hat  Bankine  in  seinen 
Abhandlungen  das  Wärmemaass  dahin  geändert,  dass  er  als  Wärme- 
einheit die  Wärmemenge  angenommen  hat,  welche  einer  Arbeiteinheit 
äquivalent  ist.  Indessen,  wenn  auch  vom  theoretischen  Gesichtsponcte 
aus  dieses  Wärmemaass  ab  ein  durchaus  rationelles  zugestanden  werden 
muss,  so  würden  doch  der  allgemeinen  Einfiihrung  desselben  grosse 
Schwierigkeiten  entgegenstehen.  Einerseits  ist  es  immer  schwer,  ein 
einmal  gebräuchliches  Maass  zu  beseitigen,  und  andererseits  kommt  für 
diesen  Fall  noch  der  besondere  Umstand  hinzu,  dass  die  bisherige  Wär- 
meeinheit eine  Grösse  ist,  welche  mit  den  gewöhnlichen  calorimetrischen 
Methoden,  die  meistens  auf  Erwärmung  von  Wasser  beruhen,  inni^ 
zusammenhängt,  so  dass  dabei  immer  nur  geringe,  auf  sehr  zuverlässig^e 
Messungen  gestützte  Reductionen  nöthig  sind,  während  die  von  Ban- 
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kine  angenommene  Wärmeeinheit  aneserdem,  dass  sie  dieselben  Reduo 
tionen  verlangt,  noch  das  mechanische  Aequivalent  der  Wärme  als  be- 
kannt voraussetzt,  eine  Voraussetzung,  die  nur  näherungsweise  erfüllt 
ist.  Wenn  hiernach  nicht  zu  erwarten  ist,  dass  das  mechanische  Maass 
für  die  Wärme  allgemein  eingeführt  wird,  so  müsste  man,  wenn  in  den 
Gleichungen  die  Wärme  vorkommt,  immer  erst  dabei  sagen,  ob  die 
Wärme  nach  gewöhnlichem  Wärmemaasse  oder  nach  mechanischem 
Maasse  gemessen  sein  soll,  und  die  oben  erwähnte  Unbequemlichkeit 
würde  also  durch  das  Verfahren  von  Rankine  nicht  gehoben  sein. 

Ich  will  mir  daher  erlauben,  zu  diesem  Zwecke  einen  anderen  Vor- 
schlag zu  machen.  Wärme  und  Arbeit  mögen  auch  ferner  jede  nach 
der  Maass einheit  gemessen  werden,  welche  für  sie  die  bequemste  ist, 
also  die  Wärme  nach  Wärmemaasse  und  die  Arbeit  nach  mechanischem 
Maasse.  Aber  neben  der  nach  mechanischem  Maasse  gemessenen  Arbeit 
sei  noch  eine  andere  Grösse  eingeführt,  welche  die  nach  Wärmemaasse 
gemessene  Arbeit  bedeute,  d.  h.  denjenigen  numerischen  Werth  der  t4r- 
leit,  welchen  man  erhält,  wenn  man  die  Arbeitsgrösse^  welche  einer  Wärmen 
einheit  äquivalent  ist,  als  Einheit  der  Arbeit  annimmt.  Für  diese  nur 
in  einer  anderen  Maasseinheit  ausgedrückte  Arbeit  werde  ein  besonderer 
Name  angewandt.  Im  Deutschen  schlage  ich  für  diese  Grösse  den  Na- 
men  Werk  vor. 

Das  Wort  Werk  entspricht  dem  englischen  work,  und  es  wäre 
vielleicht  zu  jener  Zeit,  als  das  Wort  Arbeit  in  die  Mechanik  eingeführt 
wurde,  passender  gewesen,  statt  dessen  das  Wort  Werk  zu  wählen.  Da 
nun  aber  einmal  das  Wort  Arbeit  gebräuchlich  ist,  so  kann  man  sich 
den  Umstand,  dass  noch  ein  zweites  Wort  in  der  Sprache  vorhanden 
ist,  welches  im  Wesentlichen  dasselbe  bedeutet,  zu  Nutze  machen,  um 
beide  Worte  in  dem  Sinne  anzuwenden,  dass  sie  denselben  Begriff,  aber 
unter  Zugrundelegung  verschiedener  Einheiten  ausdrücken.  Sollte  es 
später  einmal  allgemein  eingeführt  werden,  für  die  Wärme  das  von 
Ran  kine  vorgeschlagene  mechanische  Maass  anzuwenden,  so  würden 
Arbeit  und  Werk  identisch  werden. 

Mit  Hülfe  dieses  Namens  Werk  lassen  sich  die  in  der  mechanischen 
Wärmetheorie  zu  betrachtenden  Vorgänge  sehr  bequem  aussprechen. 
Wärme  und  Werk  sind  hiernach  zwei  Grössen,  welche  sich  in  der  Weise 
in  einander  verwandeln  und  sich  gegenseitig  ersetzen  können,  dass  die 
betreffenden  Mengen  einfach  durch  gleiche  Zahlenwerthe  dargestellt  wer- 
den. Man  kann  also  auch  Wärme  und  Werk  ohne  Weiteres  zu  einan» 
der  addiren,  oder  von  einander  subtrahiren. 

Betrachten  wir  nun  die  bei  irgend  einer  Zustandsänderung  eines 
Körpers  gethane  Arbeit,  so  ist  dieselbe,  wenn  sie  nach  Wärmemaasse 
gemessen  wird,  das  gethane  Werk  zu  nennen,  und  wir  unterscheiden 
auch  hier  wieder  das  innere  Werk  und  das  äussere  Werk,    Das  letztere 
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ist,  gemftss  dem  in  den  Abhandlungen  mehrfach  Gesagten,  von  dem 
ganzen  Verlaufe  der  Aenderungen  abhängig,  das  erstere  dagegen  ist 
schon  vollkommen  bestimmt,  wenn  nur  der  Anfangs-  und  Endzustand 
des  Körpers  bekannt  ist.  Wenn  also  der  Anfangszustand  als  gegeben 
vorausgesetzt  wird,  so  kann  man  das  innere  Werk  als  eine  Grösse  be- 
trachten, die  nur  vom  augenblicklich  stattfindenden  Zustande  des  Kör- 
pers abhängt. 

Man  kann  nun,  ähnlich  dem  Ausdrucke  Wärtneinhalt  des  Körpers^ 
auch  den  Ausdruck  WerkinhaJt  des  Körpers  bilden.  In  Bezug  auf  die- 
sen letzteren  Begriff  ist  aber  dieselbe  Bemerkung  zu  machen ,  wie  die, 
welche  oben  in  Bezug  auf  die  Energie  gemacht  wurde.  Man  kann  un- 
ter Werkinhalt  entweder  den  von  einem  gegebenen  Anfangszustande  an 
gerechneten  inneren  Werkzuwachs,  oder  auch  den  ganzen  Werkinhalt 
verstehen  wollen.  Im  letzteren  Falle  braucht  man  nur  zu  dem  Werk- 
zuwachse noch  eine  auf  den  Anfangszustand  bezügliche  unbekannte  Gon- 
stante  hinzuaddirt  zu  denken,  was  aber  so  selbstverständlich  ist,  dass 
man  in  solchen  Fällen  gewöhnlich  die  Constante  stillschweigend  als  mit 
einbegriffen  voraussetzen  kann. 

Dieselbe  Bemerkung  gilt  übrigens  auch  vom  Wärmeinhalte.  Aach 
unter  diesem  kann  man  entweder  den  von  einem  willkürlich  gewählten 
Anfangszustande  an  gerechneten  Wärmezu wachs  oder  den  ganzen  Wärme- 
inhalt verstehen,  in  welchem  letzteren  Falle  zum  Wärmezuwachse  noch 
eine  auf  den  Anfangszustand  bezügliche  Constante  hinzuzuaddiren  ist. 
Nur  darin  besteht  ein  Unterschied,  dass  beim  Werkinhalte  die  hinzuzu- 
fügende Constante  ganz  unbekannt  ist,  beim  Wärmeinhalte  dagegen  da- 
durch, dass  man  mit  einer  gewissen  Annäherung  den  absoluten  Kull- 
punct  der  Temperatur  kennt,  die  Constante  wenigstens  angenähert  be- 
stimmt werden  kann. 

.  Bilden  wir  nun  die  Summe  von  Wärmeinhalt  und  Werkinhalt,  so 
ist  diese  Summe  unsere  Grösse  Ü  oder  die  Ihiergie  des  Körpers.  Wir 
können  daher  statt  des  Wortes  Energie  auch  den  freilich  etwas  länge- 
ren Ausdruck  Wärme-  und  Werkinhalt  gebrauchen. 

An  die  Einführung  des  Wortes  Werk  kann  sich  noch  eine  andere, 
wie  es  mir  scheint,  zweckmässige  Benennung  anschliessen.  Man  hat 
bisher  die  Wärme,  welche  beim  Schmelzen  und  beim  Verdampfen  ver- 
schwindet, latente  Wärme  genannt.  Dieser  Name  stammt  aus  der  Zeit, 
wo  man  der  Ansicht  war,  die  Wärme,  welche  beim  Schmelzen  oder  Ver- 
dampfen für  unsere  Wahrnehmung  verschwunden  ist,  sei  dessenunge- 
achtet noch  im  Körper  vorhanden,  aber  in  einem  eigenthümlichen  Zu- 
stande, in  welchem  sie  für  uns  verborgen  sei.  Diese  Ansicht  ist  nach 
der  mechanischen  Wärmetheorie  nicht  mehr  zulässig.  Alle  wirklich 
vorhandene  Wärme  ist  auch  wahrnehmbar;  die  Wärme  dagegen,  welche 
beim  Schmelzen  oder  Verdampfen  verschwunden  ist,  ist  zu  Werk  ver- 


I 


Benennungen.  285 

brftncht,  und  existirt  daher  gar  nicht  mehr  als  Wärme.  Ich  schlage 
daher  vor,  statt  latente  Wärme  zu  sagen:  Werkwärme. 

Um  die  beiden  einzelnen  Theile  der  latenten  Wärme,  welche  ich 
die  zu  innerer  und  die  zu  äusserer  Arbeit  verbrauchte  Wärme  genannt 
habe,  dem  Vorigen  entsprechend  zu  bezeichnen,  kann  man  sagen:  die 
imiere  und  die  äussere  Werhwärme.  Femer  ist  zu  bemerken,  dass  auch 
von  derjenigen  Wärme,  welche  man  einem  Körper  mittheilen  muss,  wenn 
man  ihn  ohne  Aenderung  seines  Aggregatzustandes  erwärmt,  und  welche 
man  früher  gewöhnlich  ganz  als  freie  Wärme  betrachtete ,  ein  grosser 
Theil  in  dieselbe  Kategorie  fällt,  wie  die,  welche  man  früher  latente 
Wärme  nannte,  und  für  welche  ich  den  Namen  Werkwärme  vorschlage. 
Mit  der  £rwärmimg  eines  Körpers  ist  nämlich  der  Begel  nach  auch 
eine  Aenderung  in  der  Anordnung  seiner  Molecüle  verbunden,  welche 
Aenderung  gewöhnlich  eine  äusserlich  wahrnehmbare  Yolumenverände- 
mng  des  Körpers  zur  Folge  hat,  aber  auch  selbst  in  solchen  Fällen, 
wo  der  Körper  sein  Volumen  nicht  ändert,  stattfinden  kann.  Diese 
Anordnungsänderung  erfordert  ein  gewisses  Werk,  welches  theils  inne- 
res, theils  äusseres  sein  kann,  und  zu  diesem  Werke  wiederum  wird 
Wärme  verbraucht.  Die  dem  Körper  zugeführte  Wärme  dient  also  nur 
zum  Theile  zur  Vermehrung  der  in  ihm  wirklich  vorhandenen  Wärme, 
und  der  übrige  Theil  dient  als  Werkwärme. 

Durch  den  vorgeschlagenen  Namen  Werkwärme  ist  natürlich  nicht 
ausgeschlossen,  dass  man  in  den  Fällen,  in  welchen  die  Werkwärme  be- 
sonders häufig  zur  Sprache  kommt,  nämlich  bei  der  Verdampfung  und 
beim  Schmelzen,  nach  Belieben,  sofern  es  der  Bequemlichkeit  wegen 
zweckmässig  erscheint,  eine  Zusammenziehung  in  dem  Ausdrucke 
machen  kann,  und  z.  B.  statt  Werkwämw  der  Verdampfung,  so  wie  ich 
es  in  meinen  Abhandlungen  gethan  habe,  kurz  Verdampfungswärme, 
und  statt  Werkwärme  des  Schmelzens  kurz  Schmelzwärme  sagen  kann. 

In  Bezug  auf  den  Namen,  welcher  für  die  nach  Wärmemaasse  ge- 
messene Arbeit  anzuwenden  ist,  glaube  ich  noch  einen  im  Vorigen  nicht 
erwähnten  Punct  berühren  zu  müssen. 

Für  einen  wissenschaftlichen  Begriff,  welcher  in  verschiedenen 
Sprachen  benannt  werden  muss,  ist  es  immer  vortheilhaft,  einen  termi* 
mis  technicus  zu  besitzen,  welcher  allen  Sprachen  gemein  ist,  und  wel- 
cher daher  am  zweckmässigsten  aus  einer  der  alten  Sprachen  entnommen 
wird.  Das  Wort  Energie  erfüllt  diese  Bedingung,  indem  es  aus  dem 
Griechischen  in  alle  neueren  Sprachen  übergegangen  ist.  Um  nun  auch 
für  die  im  Vorigen  besprochene  Grösse  ein  solches  Wort  zu  haben,  erlaube 
ich  mir,  den  Vorschlag  zu  machen,  die  nach  Wärmemaasse  gemessene 
Arbeü  Ergon  (sQyov)  zu  nennen. 

Dieses  Wort  Ergon  schliesst  sich  bequem  und  consequent  an  das 
Wort  Energie  an,  indem  es  ganz  dem   Wortlaute  entspricht,  wenn  ge- 
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sagt  wird,  der  in  einem  Körper  vorhandene  Inhalt  an  Ergon  and  an 
dem,  was  als  Ersatz  des  Ergon  dienen  kann,  sei  seine  Energie,  üeberhaapt- 
scheint  mir  das  Wort  Ergon  sowohl  seinem  Sinne  nach,  als  auch  seiner 
Kürze  wegen,  und  endlich  auch  dadurch,  dass  es  bisher  in  der  Wissen- 
schaft noch  keine  Anwendung  gefunden  hat,  und  daher  zu  keinen  Zwei- 
deutigkeiten Veranlassung  geben  kann,  für  den  genannten  Zweck  sehr 
geeignet  zu  sein. 

Sollte  mein  Vorschlag  Anklang  finden,  und  das  Wort  Ergon  zur 
Bezeichnung  der  nach  Wärmemaasse  gemessenen  Arbeit  in  andere  Spra^ 
chen  eingeführt  werden,  so  brauchte  man  deshalb  im  Deutschen  den 
von  mir  für  dieselbe  Grösse  vorgeschlagenen  Namen  Werk  nicht  aufzu- 
geben, denn  Werk  und  ^gyov  sind  ja  nur  verschiedene  Formen  dessel- 
ben Wortes ,  so  dass  man  sehr  gut  beide  promisctce  gebrauchen  kann. 


Zusatz    B.    Seite  268. 


Ueber  die  specifische  Wärme  der  Gase  bei  constantexn 

Volumen, 


Es  ist  in  der  vorstehenden  Abhandlung  gesagt,  dass  man,  um   die 
wahre   Wärmecapadtät  eines  Stoffes  zu  erhalten,  ihn   als  stark  über- 
hitzten Dampf  anwenden  müsste,  und  zwar  in  einem  solchen  Zustande 
der  Ausdehnung,  wo  der  Dampf  schon  ohne  merklichen  Fehler  als  ein 
vollkommenes  Gas  zu  betrachten  ist,  und  dann  seine  specifische  W&rme 
bei  constantem  Volumen  bestimmen  müsste.     Nun  ist  dieses  freilich   in 
der  Wirklichkeit  nicht  ganz  streng  ausführbar,  da  selbst  die  permanen- 
ten Gase,  welche  doch  am  weitesten  von  ihren  Condensationspuncten  ent- 
fernt sind,  noch  nicht  genau  den  Gesetzen  eines  vollkommenen  Gases 
folgen,  xmd  daher  für  die  condensirbaren  Gase,  und  noch  mehr  für  die 
Stoffe,  welche  unter  dem  atmosphärischen  Drucke  bei  den  gewöhnUchen 
Temperaturen  flüssig  oder  fest  sind,  und  erst  bei  höheren  Temperaturen 
gasförmig  werden,  als  sicher  anzunehmen  ist,  dass  sie  bei  den  Tempera- 
turen, bei  welchen  man  sie  untersuchen  kann ,  noch  beträchtlich  von  je- 
nen Gesetzen  abweichen.     Dazu  kommt  noch,  dass  bei  chemisch  zaaam- 
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meDgesetzten  Stoffen,  besonders  bei  denjenigen  von  complicirter  und 
wenig  beständiger  Zusammensetznng ,  die  Erwärmung  und  Abkühlung 
mit  theilweisen  chemischen  Veränderungen  verbunden  sein  kann.  Solche 
Veränderungen  würden ,  selbst  wenn  sie  in  so  geringem  Maasse  statt- 
fanden,  dass  sie  sich  schwer  controliren  Hessen,  doch  bewirken  können, 
dass  die  Wärmemenge,  welche  das  Gas  bei  der  Erwärmung  oder  Ab- 
kühlung bei  constantem  Volumen  aufnimmt  oder  abgiebt,  von  der  wah- 
ren Wärmecapacität  sehr  verschieden  wäre. 

Trotz  dieser  nicht  ganz  zu  vermeidenden  Unvollkommenheiten  ist 
die  auf  den  gasformigen  Zustand  eines  Körpers  bezügliche  specifische 
Wärme  bei  constamtem  Volumen  immerhin  unter  den  verschiedenen 
specifischen  Wärmen  des  Stoffes  diejenige,  welche  am  meisten  geeignet 
ist,  als  angenähertes  Maass  der  wahren  Wärmecapacität  zu  dienen,  und 
sie  ist  somit  eine  in  theoretischer  Beziehung  interessante  Grösse. 

Da  nun  Regnault  in  neuerer  Zeit  für  eine  bedeutende  Anzahl 
von  Gasen  und  Dämpfen  die  specifischen  Wärmen  bei  constantem  Drucke 
experimentell  bestimmt  hat ,  so  lag  es  nahe,  aus  diesen  Zahlen  nach  den 
Principien  der  mechanischen  Wärmetheorie  die  specifischen  Wärmen  bei 
constantem  Volumen  zu  berechnen,  und  ich  habe  daher  sofort  nach  der 
ersten  Veröffentlichung  der  Regnault* sehen  Beobachtungsresultate  eine 
solche  Rechnung  ausgeführt,  und  deren  Ergebnisse  zu  meinem  Gebrauche 
in  einer  Tabelle  zusammengestellt.  Dabei  ist  nun  zwar  wieder  zu  be- 
merken, dass  die  angewandte  Rechnungsweise  nur  für  ein  volllcommenes 
Gras  streng  richtig  ist;  indessen  liefert  sie  für  die  anderen  Gase  wenig- 
stens angenäherte  Resultate.  Auch  ist  der  Umstand  in  Betracht  zu 
ziehen,  dass  die  Beobachtung  der  specifischen  Wärme  eines  Gases  bei 
constantem  Drucke  um  so  schwieriger  und  demgemäss  die  betreffende 
Beobachtungszahl  um  so  weniger  zuverlässig  ist,  je  weniger  permanent 
das  Gas  ist,  und  je  mehr  es  daher  in  seinem  Verhalten  von  den  Gesetzen 
eines  vollkommenen  Gases  abweicht;  und  man  kann  daher,  da  man  von 
der  Rechnung  keine  grössere  Genauigkeit  zu  verlangen  braucht,  als  die 
Beobachtungszahlen  möglicher  Weise  besitzen,  die  angewandte  Rech- 
nongsweise  als  für  den  Zweck  vollkommen  genügend  betrachten. 

Ich  habe  es  bei  der  Berechnung  meiner  Tabelle  auch  für  zweck- 
mässig gehalten,  in  einer  der  beiden  Zahlenreihen,  welche  Regnault 
far  die  specifischen  Wärmen  bei  constantem  Drucke  gegeben  hat,  eine 
kleine  Aenderung  vorzunehmen,  indem  ich  die  Einheit,  auf  welche  die 
Zahlen  sich  beziehen,  etwas  anders  gewählt  habe,  als  Regnault;  und 
in  entsprechender  Weise,  wie  bei  dieser  Zahlenreihe,  habe  ich  auch  in 
einer  der  beiden  auf  die  specifischen  Wärmen  bei  constantem  Volumen 
bezüglichen  Zahlenreihen  die  Einheit  gewählt 

Regnault  giebt  nämlich  die  specifischen  Wärmen  der  Gase  in 
zwei  yerBchiedenen  Weisen   an.     Erstens  vergleicht  er  die  Gase  dem 


288  Zusatz  B.  zu  Abhandlung  VI. 


n 


Gewichte  nach,  indem  er  für  jedes  G-as  die  Wärmemenge  angiebt,  welche 
eine  Gewichtseinheit  desselben  zur  £rwärmiing  um  einen  Grad  bedarf, 
ausgedruckt  in  der  gewöhnlichen  Wärmeeinheit,  nämlich  in  der  Wärme- 
menge, welche  eine  Gewichtseinheit  Wasser  zur  Erwärmung  von  0®  bis 
1^  bedarf.  Zweitens  vergleicht  er  die  Gase  dem  Volumen  nach.  Bei 
diesen  Zahlen  dient  als  Einheit  der  Wärmemenge  wieder  die  gewöhn- 
liche Wärmeeinheit,  während  das  Volumen ,  auf  welches  die  Zahlen  sich 
beziehen,  dasjenige  ist,  welches  eine  Gewichtseinheit  atmosphärischer 
Luft  einnimmt,  wenn  sie  sich  bei  derselben  Temperatur  und  unter  dem- 
selben Drucke  befindet,  wie  das  betrachtete  Gas. 

Durch  diese  Wahl  der  Einheiten  hat  die  zweite  Zahlenreihe  offen- 
bar eine  ziemlich  complicirte  Bedeutung  erhalten,  wodurch  ihre  Anwen- 
dung erschwert  wird.  Wenn  man  die  Gase  dem  Volumen  nach  mit  der 
atmosphärischen  Luft  vergleicht,  so  thut  man  gut,  auch  die  Einheit  der 
Wärmemenge  in  entsprechender  Weise  zu  wählen,  nämlich  so,  dass  man 
die  Wärmemenge,  welche  ein  gewisses  Volumen  eines  Gases  zur  Erwär- 
mung um  einen  Grad  bedarf,  mit  derjenigen  Wärmemenge  vergleicht, 
welche  ein  gleiches  Volumen  atmosphärischer  Luft  von  derselben  Tem- 
peratur und  unter  demselben  Drucke  zu  der  gleichen  Erwärmung  be- 
darf. Diese  Art,  die  specifische  Wärme  der  Gase  auszudrücken  war 
früher  allgemein  üblich,  und  ich  habe  es  daher  für  zweckmässig  gehal- 
ten, aus  den  Zahlen,  welche  Regnault  unter  der  Rubrik  „en  volunie^^ 
angeführt  hat,  noch,  eine  Zahlenreihe  zu  berechnen,  welche  sich  auf  die 
zuletzt  genannte  Einheit  der  Wärmemenge  bezieht,  was  sehr  leicht  da- 
durch geschehen  konnte,  dass  ich  jene  Zahlen  durch  die  in  gewöhnlichen 
Wärmeeinheiten  ausgedrückte  specifische  Wärme  einer  Gewichtseinheit 
atmosphärischer  Luft  dividirte. 

In  ähnlicher  Weise  habe  ich  auch  die  von  mir  berechnete  specifi^- 
sche  Wärme  bei  constantem  Volumen  in  den  beiden  Weisen  ausgedrückt, 
dass  das  eine  Mal  die  Gase  dem  Gewichte  nach  mit  Wasser  verglichen 
sind,  (indem  die  gewöhnliche  Wärmeeinheit  sich  auf  eine  Gewichtsein- 
heit Wasser  bezieht),  und  das  andere  Mal  die  Gase  dem  Volumen  nach 
mit  atmosphärischer  Luft  verglichen  sind. 

Die  Tabelle,  welche  ich  mir  auf  diese  Weise  berechnet  hatte,  habe 
ich  in  einem  im  Jahre  1861  in  den  Ännälen  der  Chemie  und  Fharma- 
cie,  Bd.  CXVIII,  S.  106  veröflFentlichten  Aufsatze,  welcher  durch  einen 
kurz  vorher  erschienenen  Aufsatz  von  Buff  veranlasst  war,  abdrucken 
lassen,  wobei  ich  die  Art  ihrer  Berechnung  näher  erläutert  habe;  und 
ich  glaube,  dass  die  grosse  Wichtigkeit,  welche  die  ausgezeichneten  Un- 
tersuchungen von  Kegnaultfür  die  Physik  haben,  es  rechtfertigt,  wenn 
ich  auch  hier  auf  diesen  Gegenstand  eingehe,  und  die  erwähnte  Ta- 
belle mittheile.  Dazu  habe  ich  aber  die  Tabelle  noch  einmal  umrech- 
nen müssen.    Hegnault  hat  nämlich  die  Resultate  seiner  Untersachun- 
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gen  über  die  specifische  Wärme  der  Gase  im  Jahre  1853  vorläufig  in 
den  Cofnptes  rendtiS  t  XXXVI^  p.  676  veröffentlicht,  und  im  Jahre  1862 
sind  die  Untersuchungen  im  zweiten  Bande  seiner  „Relation  des  exp^ 
rienc€$*\  welcher  zugleich  den  XXVI.  Band  der  Memoiren  der  Pariser 
Academie  bildet,  vollständig  erschienen.  Die  in  diesem  Bande  enthal- 
tenen Zahlen  sind  nun  aber  nicht  ganz  dieselben,  wie  die  zuerst  in  den 
Coniptes  rendus  mitgetheilten ,  sondern  sind  durch  nachträglich  ange- 
brachte Correctionen  etwas  verändert  Da  nun  meine  früher  abgedruckte 
Tabelle  nach  den  zuerst  von  Regnault  veröffentlichten  Zahlen  berech- 
net war,  so  habe  ich  jetzt  die  Rechnung  noch  einmal  nach  den  verbes- 
serten Zahlen  ausgeführt. 

Um  die  Berechnung  der  Tabellen  zu  erläutern,  wird  es  nicht  un- 
zweckmässig sein,  zuerst  die  für  vollkommene  Gase  geltenden  Haupt- 
gleichungen kurz  zusammenzustellen. 

Die  erste  characteristische  Gleichung  der  vollkommenen  Gase,  näm- 
lich die,  welche  das  Mariotte^sche  und  Gay-Lussac'sche  Gesetz  aus- 
drückt, ist  in  Abhandlung  I.  Seite  24  als  Gleichung  (I.)  gegeben.  Füh- 
ren wir  darin  statt  der  vom  Gefrierpuncte  an  gezählten  Temperatur  t 
die  absolute  Temperatur  T  ein,  xmd  bezeichnen  den  Druck  und  das  auf 
eine  Gewichtseinheit  bezügliche  Volumen,  wie  dort,  mit  p  und  t;,  so  lau- 
tet die  Gleichung: 

(A)  pv  =  BT, 

worin  R  eine  für  jedes  Gas  besonders  zu  bestimmende  Constante  ist. 

Die  andere  hier  in  Betracht  kommende  Gleichung  ist  diejenige, 
welche  den  ersten  Hauptsatz  der  mechanischen  Wärmetheorie  für  yoll- 
kommene  Gase  ausdrückt.  Sie  ist  in  .Abhandlung  I.  S.  43  als  Glei- 
chung (IIb.)  gegeben,  und  lautet,  wenn  wir  wieder  statt  der  vom  Ge- 
frierpuncte an  gezählten  Temperatur  die  absolute  Temperatur  einführen: 

(B)  dQ  =  cdT  +  ÄB  —  dv, 

worin  Ä  das  calorische  Aequivalent  der  Arbeit  ist,  und  c,  wie  man  so- 
fort aus  der  Gleichung  ersieht,  die  specifische  Wärme  des  Gases  hei 
constantem  Volumen  bedeutet,  welche  gegenwärtig,  nachdem  die  in  je- 
ner Abhandlung  gezogenen  Schlüsse  durch  die  Versuche  von  Regnault 
bestätigt  sind,  unbedenklich  als  eine  Constante  betrachtet  werden  kann. 

Es  ist  schon  in  Abhandlung  I.  gesagt,  dass  man,  da  durch  die 
Gleichung  (A)  eine  Beziehung  zwischen  Druck,  Volumen  und  Tempera- 
tur gegeben  ist,  nach  Belieben  irgend  zwei  dieser  Grössen  als  unabhän- 
gige Veränderliche  wählen,  und  die  dritte  als  Function  derselben  be- 
trachten kann.  Jene  beiden  ausgewählten  Grössen  bestimmen  dann  den 
Zustand  des  Gases,  und  durch  ihre  Veränderungen  lassen  sich  die  Ver- 
änderungen, welche  das  Gas  erleidet,  und  demgemäss  auch  die  Wärme- 

OlAuiiui,  meoh.  WUrmetheorie.  ^9 
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menge,  welche  das  Gas  dabei  aufnehmen  muss;  ausdrücken;  sofern  näm- 
lich, wie  es  in  den  Gleichungen  der  Abhandlung  I.  immer  geschehen 
ist,  vorausgesetzt  wird,  dass  die  Veränderungen  des  Gases  in  umkehr- 
barer Weise  stattfinden.  In  der  Differentialgleichung  (B)  sind  Tempe- 
ratur und  Volumen  als  die  beiden  unabhängigen  Veränderlichen  ge- 
wählt; man  kann  aber  aus  dieser  Differentialgleichung  mit  Hülfe  der 
Gleichung  (A)  sofort  auch  die  beiden  anderen  entsprechenden  Differen- 
tialgleichungen ableiten,  welche  an  der  rechten  Seite  statt  der  Tempe- 
ratur und  des  Volumens  entweder  die  Temperatur  und  den  Druck,  oder 
den  Druck  und  das  Volumen  enthalten. 

Nach  Einführung  von  T  und  p  als  Veränderliche  lautet  die  Glei- 
chung: 

und  nach  Einführung  von  p  und  v  als  Veränderliche  lautet  sie : 

(B,)  dQ  =  -^vdp^      ^^^  pdv. 

Aus  Gleichung  (ßj)  ersieht  man,'  dass  die  Summe  c  -\-  AR  die 
specifische  Wärme  des  Gases  bei  constantem  Drucke  ist.  Wenn  man 
diese  mit  c'  bezeichnet,  und  dem  entsprechend  statt  AB  die  Differenz 
c'  —  c  setzt,  so  gehen  die  drei  vorigen  Gleichungen  über  in: 

(B')  dQ  =  cdT  +  (c'  —  c)  —  dv 

(B'i)  dQ  =  c'dT  —  ic'  —  c)  —  dp 

P 

Ich  will  bei  dieser  Gelegenheit  bemerken,  dass  ich  in  meinen  Ab- 
handlungen für  die  beiden  specifischen  Wärmen  eine  andere  Bezeich- 
nung angewandt  habe,  als  sie  früher  üblich  war.  Man  pflegte  nämlich 
früher  die  specifische  Wärme  des  Gases  bei  constantem  Drucke  mit  c 
und  die  specifische  Wärme  bei  constantem  Volumen  mit  c'  zu  bezeich- 
nen. Da  nun  aber,  vom  Standpuncte  der  mechanischen  Wärme- 
theorie  aus  betrachtet,  die  specifische  Wärme  bei  constantem  Volumen 
sich  als  die  einfachere  Grösse  herausstellt,  indem  bei  einem  vollkommenen 
Gase  die  specifische  Wärme  bei  constantem  Volumen  die  wahre  Wärme- 
capacität  ist,  während  die  specifische  Wärme  bei  constantem  Drucke  die 
Summe  aus  der  wahren  Wärmecapacität  und  aus  der  zur  Ausdehnungs- 
arbeit verbrauchten  Wärme,  also  eine  aus  zwei  wesentlich  verschiedenen 
Theilen  zusammengesetzte  Grösse  ist,  so  schien  es  mir  zweckmässig,  für 


'^t 
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die  einfachere  Grösse  auch  das  einfachere  Zeichen  zn  wählen,  und  ich 
habe  daher  die  specifische  Wärme  hei  constantem  Volumen  mit  c  und 
die  specifische  Wärme  bei  constantem  Drucke  mit  c'  bezeichnet. 

Jede  der  drei  Differentialgleichungen  (B),  (Bj)  und  (B2)  kann  dazu 
dienen,  die  auf  die  Zustandsänderungen  eines  Gases  bezüglichen  Rech- 
nungen auszuführen,  und  man  kann  jedesmal  diejenige  der  drei  ver- 
schiedenen Formen  auswählen,  welche  für  die  gerade  beabsichtigte  Rech- 
nung die  bequemste  ist.  Alle  drei  Differentialgleichungen  sind,  solange 
die  beiden  an  der  rechten  Seite  stehenden  Yeränderlichen  als  von  ein- 
ander unabhängig  betrachtet  werden,  nickt  integräbel^  und  sie  werden 
erst  dann  integrabel,  wenn  noch  irgend  eine  weitere  Beziehung  zwischen 
den  in  ihnen  vorkommenden  Veränderlichen  gegeben  wird,  mittelst  de- 
ren die  Differentialgleichungen  zwischen  drei  Veränderlichen  auf  Diffe- 
rentialgleichungen zwischen  zwei  Veränderlichen  zurückgeführt  werden 
können,  durch  welche  Beziehung  dann  die  Art  der  Veränderungen, 
welche  das  Gas  erleidet,  in  der  Weise  bestimmt  wird,  dass  man  den 
ganzen  Verlauf  der  Veränderungen  kennt. 

Was  nun  speciell  die  beiden  specißschen  Wärmen  anbetrifft,  so  ist 
die  zwischen  diesen  stattfindende  Relation  aus  dem  Vorigen  ohne  Wei- 
teres ersichtlich.  Man  hat  nämlich  folgende  in  Abhandlung  I.  unter 
(10a)  angeführte  Gleichung: 

(a)  c'  =  c  +  AR, 

Setzen  wir  in  diese  Gleichung  für  R  nach  Gleichung  (A)  den  Bruch 

«f; 

-=-,  und  bringen  zugleich  die  Grösse  c  allein  auf  die  linke  Seite,  so  er- 
halten wir: 

(b)  c  =  c'--^v. 

Denken  wir  uns  nun  diese  Gleichung  speciell  für  atmosphärische 
Luft  gebildet  und  bezeichnen  die  auf  atmosphärische  Luft  bezüglichen 
Werthe  von  c,  c'  und  v  mit  Ci,  c\  und  t^i,  so  lautet  die  Gleichung: 


woraus 

(0) 

folgt: 

Ap 
T 

c\   —  Ci 

Dieses 

in  die 

Gleichung  (b)  eingesetzt,  giebt: 

(d) 

C  : 

-  C  -  (c\  - 

cx) 

V 

ID* 
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Der  Bruch  —  ißt  der  reciproke  Werth  der  Dichtigkeit  des  Gases, 

Vi 

verglichen  mit  Luft  von  gleicher  Temperatur  und  unter  gleichem  Drucke. 
Wenn  wir  daher  diese  Dichtigkeit  mit  d  bezeichnen,  so  kommt: 

(e)  c  =  c 

Hierin  können  wir  noch  die  Differenz  c\  —  Ci  bestimmen.     Das 

c\ 
Verhältniss  —  lässt    sich  aus  der  beobachteten    Schallgeschwindigkeit 

berechnen.  Ich  habe  für  dieses  Verhältniss  in  meiner  ersten  Abhand- 
lung den  von  Dulong  angenommenen  Werth  1,421  angewandt;  indes- 
sen scheint  der  Werth  1,41  der  Wirklichkeit  näher  zu  kommen,  wobei 
ich  es  aber  für  zweckmässig  halte,  vorläufig  keine  dritte  Decimale  hin- 
zuzufügen, weil  diese  doch  unsicher  sein  würde.  Wir  wollen  diesen 
Werth  hier  anwenden,  und  somit  setzen: 

(f)  ^  =  Ml, 

woraus  folgt: 


1,41 

Setzen  wir  nun  für  c\  den  von  Regnault  experimentell  gefundenen 
Werth  0,2375  ^),  so  kommt: 

(g)  Cl  =     ^^^     =  0,1684, 

und  hieraus  ergiebt  sich  weiter: 

(h)  c'i  —  Cl  =  0,2375  —  0,1684  =  0,0691. 

Durch  Einsetzung  dieses  Zahlenwerthes  in  die  Gleichung  (e)  erhält  man: 

,        0,0691 

C  :=  C'   • 1 

d 

oder: 

c' .  d  —  0,0691 
(i)  c=  


d 

Was  nun  die  auf  die  Völumeneinheit  bezügliche  specifische  Warme 
bei  constantem  Volumen  anbetrifft,  so  habe  ich  diese  in  meiner  ersten 


^)  Die  von  Regnault  im  zweiten  Bande  seiner  Eelation  des  experi- 
ences  S.  108  angeführten,  auf  verschiedene  Temperaturgränzen  bezüglichen 
Zahlen  sind : 

zwischen  —  30^  und  +    10^'       0,23771 
„  00    „     4-  1000        0,23741 

„  00    „     +  2000        0,23751. 
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AbhaDdlung  (S.  45)  mit  y  bezeichnet.  Man  erhält  sie,  wenn  man  die 
auf  die  Gewichtseinheit  bezügliche  specifische  Warme  c  durch  das  Yo- 
Inmen,  welches  eine  Gewichtseinheit  des  Gases  bei  der  betreffenden 
Temperatnr  und  unter  dem  betreffenden  Drucke  einnimmt,  dividirt.  Man 
kann  daher  setzen: 

(k)  r  =  f. 

und  entsprechend  für  atmosphärische  Luft: 

(1)  n  =  |- 

Die  Grösse,  auf  welche  es  uns  ankommt,  in  welcher  die  Wärmemenge, 
welche  das  Gas  zur  Erwärmung  bei  constantem  Volumen  gebraucht,  mit 
der  Wärmemenge  verglichen  wird,  welche  ein  gleiches  Volumen  atmo* 
sphärischer  Luft  unter  denselben  Umständen  zur  gleichen  Erwärmung 
gebraucht,  erhalten  wir,   wenn  wir  auB  jenen  beiden  Grössen  den  Bruch 

--  bilden,  also: 

(m)  —  =  —  •  — , 

^  yi        Ci       V 

oder,  wenn  wir  für  Cj  seinen  Werth  und  für  den  Bruch  — ,  wie  vorher, 

V 

den  Buchstaben  d  setzen: 

(n)  Ji  =  _^_.d. 

^  ^  yi        0,1684 

Setzen  wir  hierin  noch  für  c  den  in  (i)  gegebenen  Ausdruck,  so  kommt: 

..  y         c'  ,  d  —  0,0691 

(o)  —  := . 

^  yi  0,1684 

Das  in  den  Gleichungen  (i)  und  (o)  vorkommende  Product  c*  .  d 
iat  die  oben  erwähnte  Grösse,  welche  Kegnault  für  die  verschiedenen 
Gase  unter  der  Eubrik  ^en  völume''^  anführt.  Man  braucht  also,  um  die 
specifische  Wärme  eines  Gases  bei  constantem  Volumen,  ausgedrückt  in 
den  beiden  obengenannten  Weisen  (nämlich  dem  Gewichte  nach  ver- 
glichen mit  Wasser,  oder  dem  Volumen  nach  verglichen  mit  Luft),  zu 
erhalten,  von  der  unter  jener  Rubrik  stehenden  Zahl  nur  die  Zahl  0,0691 
abzuziehen,  und  dann  den  Rest  emtweder  durch  die  Dichtigkeit  des  Ga- 
ses oder  durch  die  Zahl  0,1684  zu  dividiren. 

Ich  habe  die  so  berechneten  Zahlen  in  der  nachfolgenden  Tabelle  zu- 
sammengestellt, in  welcher  die  einzelnen  Columnen  folgende  Bedeutun- 
gen haben. 
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Cölumne  L     Die  Namen  der  Gase. 

Columne  IL  Die  chemische  Zusammensetzung^  und  zwar  in  der 
Weise  ausgedrückt,  dass  daraus  unmittelbar  die  bei  der  Verbindung 
eingetretene  Yolumenverminderung  zu  ersehen  ist.  Es  sind  nämlich 
jedesmal  diejenigen  Volumina  der  einfachen  Gase  angegeben,  welche 
sich  verbinden  müssen,  um  zweiN ohiminB,  des  zusammengesetzten  Gases 
zu  geben.  Dabei  ist  für  Eohlengas  das  hypothetische  Volumen  voraus- 
gesetzt, wie  man  es  annehmen  muss,  um  sagen  zu  können :  ein  Volumen 
Eohlengas  verbindet  sich  mit  einem  Volumen  Sauerstoff  zu  Kohlenoxyd- 
gas  und  mit  zwei  Volumen  Sauerstoff  zu  Kohlensäure.  Wenn  hiernach 
in  der  Tabelle  z.  B.  Alkohol  bezeichnet  ist:  C2H6O,  so  soll  dass  heissen: 
2  Vol.  hypothetisches  Kohlengas,  6  Vol.  Wasserstoff  und  1  Vol.  Sauer- 
stoff geben  2  Vol.  Alkoholdampf.  Bei  Schwefelgas  ist  zur  Bestimmung 
des  Volumens  dasjenige  specifische  Gewicht  als  maassgebend  betrachtet, 
welches  Sainte-Claire  Deville  und  Troost  bei  sehr  hohen  Tempera- 
turen gefunden  haben ,  nämlich  2,23.  Bei  den  fünf  letzten  Verbindun- 
gen der  Tabelle,  welche  Kiesel,  Phosphor,  Arsen,  Titan  und  Zinn  ent- 
halten, sind  für  diese  einfachen  Stoffe  ihre  gewöhnlichen  chemischen 
Zeichen,  ohne  Rücksicht  auf  ihre  Volumina  im  gasförmigen  Zustande, 
hingeschrieben,  weil  die  Gasvolumina  dieser  Stoffe  theils  noch  unbe- 
kannt, theils  mit  gewissen  noch  nicht  hinlänglich  aufgeklärten  Unregel- 
mässigkeiten behaftet  sind. 

Cölumne  HL  Die  Dichtigkeit  der  Gase,  und  zwar  die  von  Reg- 
nault  angeführten  Zahlen. 

Columne  TV.  Die  specifische  Wärme  hei  canstantem  DrucJce  dem 
Gewichte  nach  verglichen  mit  Wasser,  oder,  was  dasselbe  ist,  bezogen 
auf  eine  Gewichtseinheit  der  Gase  und  ausgedrückt  in  gewöhnlichen 
Wärmeeinheiten.  Dieses  sind  die  Zahlen,  welche  Regnault  unter  der 
Rubrik  „ew  poids^^  gegeben  hat. 

Columne  F.  Die  specifische  Wärme  hei  constantem  Drucke  dem 
Volumen  nach  verglichen  mit  Lufl,  dadurch  berechnet,  daes  die  von 
Regnault  unter  der  Rubrik  „en  volume^  gegebenen  Zahlen  durch 
0,2375  dividirt  sind. 

Colunme  VL.  Die  specifische  Wärme  hei  constantem  Volumen  dem 
Gewichte  nach  verglichen  mit  Wasser,  nach  Gleichung  (i)  berechnet. 

Columne  VJL*  Die  specifische  Wärme  hei  constantem  Volumen 
dem  Volumen  nach  verglichen  mit  Luft,  nach  Gleichung  (o)  berechnet. 

In  der  in  den  Ann.  der  Chem,  und  Pharm,  veröffentlichten  Tabelle 
habe  ich  noch  eine  achte  Columne  beigefugt,  welche  die  wahre  Wärme^ 
capa^tät  der  Verbindungen,  dem  Volumen  nach  verglichen  mit  der  wah- 
ren Wärmecapacität  eines  einfachen  Gases,  angiebt.  Die  in  dieser  Co- 
lumne enthaltenen  Zahlen  beruhen  auf  der  in  der  vorstehenden  Abhand- 
lung näher  begründeten  Annahme,  dass  ein  chemisch  zusammeDgesetz- 
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ter  StofP  eben  so  viel  Wärme  enthält,  als  seine  Bestandtheile  im  getrenn- 
ten Zustande  bei  derselben  Temperatur  enthalten  würden.  Nach  dieser 
Annahme  kann  man,  wenn  die  auf  die  Yolumeneinheit  bezügliche  wahre 
Wärmecapacität  der  einfachen  Gase  bekannt  ist,  die  auf  die  Volumen- 
eioheit  bezügliche  wahre  Wärmecapacität  eines  zusammengesetzten  Ga- 
ses sehr  leicht  aus  der  bei  der  Verbindung  eingetretenen  Volumenände- 
nmgen  berechnen.  Betrachten  wir  z.  B.  die  drei  einfachen  Gase  Sauer- 
stoff, Sticksto£P  und  Wasserstoff,  so  kann  man  bei  diesen  als  erwiesen  anneh- 
men, dass  die  auf  die  Yolumeneinheit  bezügliche  specifische  Wärme  bei  con- 
stantem Volumen  bei  aUen  dreien  sehr  nahe  gleich  ist,  und  man  kann  daher 
auch,  (abgesehen  von  den  kleiuen  Abweichungen,  welche  dadurch  entstehen, 
dass  die  Gase  noch  nicht  ganz  vollkommen  sind),  die  auf  die  Volumeneinheit 
bezügliche  wahre  Wärmecapacität  bei  allen  dreien  als  gleich  annehmen. 
Betrachten  wir  nun  die  gasförmigen  Verbindungen  aus  diesen  Gasen, 
und  vergleichen  die  wahre  Wärmecapacität  einer  Volumeneinheit  dersel- 
ben mit  der  wahren  Wärmecapacität  der  einfachen  Gase,  so  ergeben 
sich  die  Verhältnisszahlen  unmittelbar  aus  den  bei  der  Verbindung  ein- 
getretenen Volumenänderungen.  Wir  erhalten  also  bei  Stickstoffoxyd, 
bei  dem  keine  Volumenänderung  eingetreten  ist,  für  die  wahre  Wärme- 
capacität die  Zahl  1,  beim  Stickstoffoxydul  und  beim  Wasserdampfe,  bei 
denen  eine  Volumen  Verminderung  im  Verhältnisse  von  1  :  ^/g  eingetre- 
ten ist,  die  Zahl  Vs«  und  beim  Ammoniak,  bei  dem  eine  Volumenver- 
minderung im  Verhältnisse  von  1 :  ^j^  eingetreten  ist,  die  Zahl  2.  Aehn- 
lich  kann  man  nach  jenem  Satze  die  wahre  Wärmecapacität  anderer  zu- 
sammengesetzter Gase  bestimmen. 

Da  nun  aber  einerseits,  wenn  für  die  einfachen  Gase  die  auf  die 
Volumeneinheit  bezügliche  wahre  Wärmecapacität  bekannt  ist,  die  Be- 
stimmungsweise  für  die  aus  ihnen  zusammengesetzten  Gase  so  leicht 
ausführbar  ist,  dass  man  die  betreffenden  Zahlen  unmittelbar  aus  den 
chemischen  Formeln  ablesen  kann,  und  es  daher  kaum  nöthig  ist,  sie 
noch  erst  besonders  hinzuschreiben,  und  da  andrerseits  bei  einigen  ein- 
fachen Gasen  in  Betreff  der  auf  die  Volumeneinheit  bezuglichen  wahren 
Wärmecapacität  noch  gewisse  Unsicherheiten  obwalten,  welche,  wenn 
ich  die  Zahlen  anführen  wollte,  näher  besprochen  werden  müssten,  so 
habe  ich  es  für  besser  gehalten,  diese  Columne  hier  ganz  fortzulassen. 
Ich  behalte  mir  vor,  an  einem  anderen  Orte  gelegentlich  auf  diesen  Ge- 
genstand zurückzukommen. 
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Zusatz  B,  zu  Abhandlung  VI. 


I. 


Namen  der  Gase 


n. 


Chemi- 
sche Zu- 
sammen- 
setzung 


Atmosphärische  Luft.  . 

Sauerstoff 

Stickstoff 

Wasserstoff 

Chlor 

Brom 

Stickstoffoxyd 

Eohlenoxyd 

Chlorwasserstoff  .... 

Kohlensäure 

Stickstoffoxydul  .... 

Wasserdampf 

Schweflige  Säure  .  .  . 
Schwefelwasserstoff  .  . 
Schwefelkohlenstoff   .   . 

Grubengas    

Chloroform 

Oelbüdendes  Gas    .   .   . 

Ammoniak 

Benzin 

Terpentinöl 

Holzgeist 

Alkohol 

Aether 

Schwefel  äthyl 

Chloräthyl 

Bromäthyl 

Holländische  Flüssigkeit 

Aceton 

Essigäther 

Eieselchlorür  .  .  .  .  , 
Phosphorchlorür .... 
Arsenchlorür   .   .   .   .   , 

Titanchlorid 

Zinnchlorid 


HL 


Dichtig- 
keit 


IV.       I       V. 

Specif.  Wärme  bei 

constantem  Drucke 


dem  Ge- 
wichte 

nach  ver- 
glichen 

mit  Was- 
ser 


dem  Vo- 
lumen 

nach  ver- 
glichen 

mit  Luft 


VI.         vn.   I 

Specif.  Wärme  bei 
constantem  Volmnen 

dem  Yo- 


dem  Ge- 
wichte 

nach  ver- 
glichen 

mit  Was- 
ser 


lumen 
nach  yonI 

glichen 
mit  Luft 


1 

0,2375 

1 

0,1684 

1 

02 

1,1056 

0,21751 

1,013 

0,1551 

1,018 

Na 

0,9713 

0,24380 

0,997 

0,1727 

0,996 

H2 

0,0692 

3,40900 

0,993 

2,411 

0,990 

Qa 

2,4502 

0,12099 

1,248 

0,0928 

1,350 

Bra 

5,4772 

0,05552 

1,280 

0,0429 

1,395 

NO 

1,0384 

0,2317 

1,013 

0,1652 

1,018 

CO 

0,9673 

0,2450 

0,998 

0,1736 

0,997 

HCl 

1,2596 

0,1852 

0,982 

0,1304 

0,975 

COa 

1,5201 

0,2169 

1,39 

0,172 

1,55 

NjO 

1,5241 

0,2262 

1,45 

0,181 

1,64 

H2O 

0,6219 

0,4805 

1,26 

0,370 

1,36 

SOa 

2,2113 

0,1544 

1,44 

0,123 

1,62 

HaS 

1,1747 

0,2432 

1,20 

0,184 

1,29 

CSa 

2,6258 

0,1569 

1,74 

0,131 

2,04 

CH, 

0,5527 

0,5929 

1,38 

0,468 

1,64 

CHCI3 

4,1244 

0,1567 

2,72 

0,140 

3,43 

C3H4 

0,9672 

0,4040 

1,75 

0,359 

2,06 

.NH3 

0,5894 

0,5084 

1,26 

0,391 

1,37 

CeHg 

2,6942 

0,3754 

4,26 

0,350 

5,60 

C10H16 

4,6978 

0,5061 

10,01 

0,491 

13,71 

CH,0 

1,1055 

0,4580 

2,13 

0,395 

2,60 

CaHeO 

1,5890 

0,4534 

3,03 

0,410 

3,87 

C4H10O 

2,5573 

0,4797. 

5,16 

0,453 

6,87 

C4H]()S 

3,1101 

0,4008 

5,25 

0,379 

6,99 

CaHgCl 

2,2269 

0,2738 

2,57 

0,243 

3,21 

CaHßBr 

3,7058 

0,1896 

2,96 

0,171 

3,76 

CaH^Cla 

3,4174 

0,2293 

3,30 

0,209 

'     4,24 

CflHeO 

2,0036 

0,4125 

3,48 

0,378 

4,50 

^4^8  ^2 

3,0400 

0,4008 

5,13 

0,378 

6,82 

SiClg 

5,8833 

0,1322 

3,27 

0,120 

4,21 

PCI3 

4,7464 

0,1347 

2,69 

0,120 

3,39 

AsClg 

6,2667 

0,1122 

2,96 

0,101 

3,77 

TiCl^ 

6,6402 

0,1290 

3,61 

0,119 

4,67 

SnQ^ 

8,9654 

0,0939 

3,54 

0,086 

4,59 

ABHANDLUNG  VH. 


üeber  einen  Qrundsatz  der  meohanisolien  Wärmetheorie. 

Vorgetragen  am  25.  August  1868    in  der   zu    Samaden   abgehaltenen   Vereammlnng 
der  schweizerischen  natnrforschenden  Gesellschaft;  abgedruckt  in  Pogg.  Ann. 

Novemberheft  1868,  Bd.  CXX,  S.  426. 


§.1.  Zu  der  Zeit,  als  ich  meine  erste  Abhandlung  über  die 
mechanische  Wärmetheorie  ^)  schrieb,  standen  sich  in  Bezug  auf 
das  Verhalten  der  Wärme  bei  der  Hervorbringung  von  mechani- 
scher Arbeit  zwei  verschiedene  Ansichten  gegenüber. 

Die  eine  beruhte  auf  der  in  früherer  Zeit  allgemein  verbrei- 
teten Vorstellung,  dass  die  Wärme  ein  besonderer  Stoff  sei,  wel- 
cher in  einem  Körper  in  grösserer  oder  geringerer  Quantität 
vorhanden  sein  könne,  und  dadurch  die  Verschiedenheiten  der 
Temperatur  bedinge.  Dieser  Vorstellung  gemäss  hatte  man  die 
Ansicht,  dass  die  Wärme  wohl  die  Art  ihrer  Vertheilung  ändern 
könne,  indem  sie  aus  einem  Körper  in  einen  anderen  übergehe, 
und  dass  sie  ferner  in  verschiedenen  Zuständen  existiren  könne, 
die  man  mit' den  Worten  „latent"  und  „frei"  bezeichnete;  dass 
aber  die  Quantität  der  im  Ganzen  vorhandenen  Wärme  sich  we- 
der vermehren  noch  vermindern  lasse,  da  ein  Stoff  nicht  neu  er- 
zeugt und  nicht  vernichtet  werden  könne. 


^)  Ueber  die  bewegende  Kraft  der  Wärme  eto.   [Abhandlung  I.  dieser 
Sammlnng.] 
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Diese  Ansicht  liegt  der  im  Jahre  1824  veröflFentlichten  Schrift 
von  S.  Carnot^),  in  welcher  die  durch  Wärme  getriebenen  Ma- 
schinen einer  allgemeinen  theoretischen  Behandlung  unterworfen 
sind,  zu  Grunde,  indem  Carnot  die  Umstände,  unter  denen 
durch  Wärme  eine  bewegende  Kraft  hervorgebracht  werden  kann, 
näher  untersuchte,  fand  er,  dass  dabei  immer  ein  üebergang  von 
Wärme  aus  einem  Körper  von  höherer  in  einen  anderen  von  niederer 
Temperatur  stattfinde,  wie  z.  B.  bei  einer  Dampfmaschine  durch 
Vermittelung  des  Dampfes  Wärme  vom  Feuer,  also  von  einem 
Körper  von  sehr  hoher  Temperatur,  nach  dem  Condensator,  einem 
Räume,  wo  sich  Körper  von  niederer  Temperatur  befinden,  über- 
tragen wird.  Er  verglich  diese  Art  der  Arbeiterzeugung  mit  der- 
jenigen, welche  durch  das  Herabsinken  einer  Wassermasse  von 
einer  höheren  zu  einer  niederen  Stelle  verursacht  wird,  und  er 
bezeichnete  daher,  entsprechend  dem  Ausdrucke  „wne  chute  Seau^\ 
das  Herabsinken  der  Wärme  von  höherer  zu  niederer  Temperatur 
mit  den  Worten  „tiw^  chde  du  caloriqu&^  *). 

Von  dieser  Betrachtung  ausgehend,  stellte  er  den  Satz  auf, 
dass  die  Grösse  der  erzeugten  Arbeit  zu  dem  gleichzeitig  statt- 
findenden Wärmeübergange,  d.  h.  zu  der  Quantität  der  überge- 
henden Wärme  und  den  Temperaturen  der  Körper,  zwischen  denen 
sie  übergeht,  in  einer  gewissen  allgemein  gültigen  Beziehung  stehen 
müsse,  welche  von  der  Natur  derjenigen  Stoffe,  durch  welche 
die  Arbeiterzeugung  und  der  Wärmeübergang  vermittelt  wird, 
unabhängig  sei.  Sein  Beweis  für  die  Nothwendigkeit  einer  sol- 
chen bestimmten  Beziehung  stützt  sich  auf  den  Grundsatz,  dass 
es  unmöglich  sei,  bewegende  Kraft  aus  nichts  eu  schaffen,  oder  mit 
andern  Worten,  dass  ein  Perpetimm'Mobile  unmöglich  sei. 

Die  andere  oben  erwähnte  Ansicht  besteht  darin,  dass  die 
Wärme  ihrer  Quantität  nach  nicht  unveränderlich  sei,  sondern 
dass,  wenn  mechanische  Arbeit  durch  Wärme  erzeugt  wird,  dazu 
Wärme  verbraucht  werden  müsse,  und  dass  umgekehrt  durch  Ver- 
brauch von  Arbeit  eine  entsprechende  Menge  Wärme  erzeugt  wer- 
den könne.  Diese  Ansicht  steht  mit  den  neueren  Vorstellungen 
über  das  Wesen  der  Wärme,  däss  sie  nicht  ein  Stoflf,  sondern  eine 
Bewegung  sei,  in  unmittelbarem  Zusammenhange.  Sie  war  seit 
dem  Ende  des  vorigen  Jahrhunderts  schon  hin  und  wieder  von 


1)  BSfiexions  sur  la  puisaance  motrice  du  feu. 
^  Siehe  S.  28  seiner  Schrift. 
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einzelnen  Autoren,  wie  Rumford,  Davy  und  Seguin  ausgespro- 
chen; aber  erst  in  den  vierziger  Jahren  dieses  Jahrhunderts  wurde 
sie  von  Mayer  in  Heilbronn,  Colding  in  Copenhagen  und  Joule 
in  Manchester  in  mehr  eingehender  Weise  untersucht  und  begrün- 
det, und  das  darauf  bezügliche  Gesetz  der  Aequivalenz  mit  Be- 
stimmtheit aufgestellt. 

Nach  dieser  Ansicht  ist  in  dem  Processe  der  Arbeiterzeugung 
durch  Wärme  der  ursächliche  Zusammenhang  ein  ganz  anderer, 
als  der,  welchen  Carnot  angenommen  hatte.  Die  mechanische 
Arbeit  entsteht  dadurch,  dass  ein  Theil  der  vorhandenen  Wärme 
sich  in  Arbeit  umsetzt,  in  derselben  Weise,  wie  nach  den  gewöhn- 
lichen Gesetzen  der  Mechanik  durch  eine  vorhandene  Bewegung 
eine  Kraft  überwunden  und  dadurch  eine  Arbeit  gej;han  werden 
kann,  wobei  die  Bewegung  einen  der  gethanen  Arbeit  äquivalenten 
Verlust  an  lebendiger  Kraft  erleidet,  so  dass  man  sagen  kann,  es 
habe  sich  lebendige  Kraft  der  Bewegung  in  Arbeit  umgesetzt. 
DerVergleich  von  Carnot,  dass  die  Arbeiterzeugung  durch  Wärme 
der  Arbeiterzeugung  durch  eine  herabsinkende  Wassermasse  in 
der  Weise  entspreche,  dass  als  Ursache  jener  Arbeiterzeugung  das 
Herabsinken  einer  gewissen  Wärmemenge  von  höherer  zu  niede- 
rer Temperatur  anzusehen  sei,  war  also  nach  der  neueren  Ansicht 
nicht  mehr  zulässig.  Man  glaubte  sich  daher  damals  in  die  Al- 
ternative versetzt,  entweder  die  Carnot'sche  Theorie  beizubehal- 
ten, und  die  neuere  Ansicht,  nach  welcher  zur  Erzeugung  von  Ar- 
beit Wärme  verbraucht  werden  muss ,  zu  verwerfen ,  oder  umge- 
kehrt sich  zu  der  neueren  Ansicht  zu  bekennen  und  dieCarnot'- 
sche  Theorie  zu  verwerfen. 

§.  2.  Als  ich  mich  zu  eben  jener  Zeit  der  Untersuchung  die- 
ses Gegenstandes  zuwandte,  trug  ich  kein  Bedenken,  mich  der 
Ansicht,  dass  zur  Arbeiterzeugung  Wärme  verbraucht  werden 
müsse,  anzuschliessen.  Dessenungeachtet  war  ich  nicht  der  Mei- 
nung, dass  die  Carnot'sche  Theorie,  welche  an  Clapeyron  einen 
sehr  geschickten  analytischen  Bearbeiter  gefunden  hatte,  ganz  zu 
verwerfen  sei,  sondern  ich  fand,  dass  der  von  Carnot  aufgestellte 
Satz  durch  Ausscheidung  eines  Theiles  und  geeignete  Formuli- 
rung  des  übrigen  Theiles  mit  dem  neueren  Satze  von  der  Aequi- 
valenz von  Wärme  und  Arbeit  in  Einklang  gebracht,  und  mit  ihm 
zusammen  zu  wichtigen  Schlüssen  benutzt  werden  könne.  Den 
in  dieser  Weise  modificirten  Carnot'schen  Satz  behandelte  ich 
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in  der  zweiten  Abtheilnng  meiner  oben  citirtea  Abhandlung,  in 
deren  erster  Abtheilung  ich  den  Satz  von  der  Aequivalenz  von 
Wärme  und  Arbeit  behandelt  hatte. 

In  meinen  späteren  Abbandlungen  bin  ich  durch  weitere  Ver- 
folgung derselben  Betrachtungen,  welche  mich  zur  ersten  Umge- 
staltung des  Carnot*8chen  Satzes  gefuhrt  hatten,  zur  Aufstel- 
lung von  Sätzen  gelangt,  welche  einfacher  und  zugleich  umfas- 
sender,' als  jener  sind.  Auf  diese  Erweiterungen  der  Theorie  will 
ich  aber  für  jetzt  nicht  eingehen,  sondern  mich  vorläufig  auf  die 
Frage  beschränken,  wie  nach  der  Annahme  des  Satzes  von  der 
Aequivalenz  von  Wärme  und  Arbeit  die  Nothweodigkeit  des  ande- 
ren Satzes  in  seiner  modificirten  Gestalt  bewiesen  werden  konnte. 

Der  von  Garnot  für  den  Beweis  seines  Satzes  angewandte 
Grundsatz,  dass  es  unmöglich  ist,  bewegende  Kraft  oder,  besser 
gesagt,  mechanische  Arbeit  aus  nichts  zu  schaffen,  konnte  für  den 
veränderten  Satz  nicht  mehr  angewandt  werden.  Da  nämlich  in 
diesem  veränderten  Satze  schon  vorausgesetzt  ist,  dass  zur  Her- 
vorbringung der  mechanischen  Arbeit  eine  äquivalente  Menge 
Wärme  verbraucht  wird,  so  folgt  daraus,  dass,  mag  nun  neben 
dem  Verbrauche  von  Wärme  noch  gleichzeitig  ein  üebergang  einer 
anderen  Wärmemenge  von  einem  warmen  zu  einem  kalten  Körper 
stattfinden,  oder  nicht,  doch  keinesfalls  davon  die  Rede  sein  kann, 
dass  die  Arbeit  aus  nichts  entstanden  sei. 

Dagegen  fand  ich,  dass  man  eine  andere,  meiner  Ansicht  nach 
ebenfalls  sichere  Basis  für  den  Beweis  gewinnen  kann,  wenn  man 
den  von  Carnot  gewählten  Gang  der  Betrachtung  umkehrt, 
und  «inen  Satz,  welcher  bei  ihm  als  eine  Folgerung  aus  seinen 
Voraussetzungen  angesehen  werden  kann,  in  etwas  veränderter 
Fassung  selbst  als  Grundsatz  hinstellt,  und  zum  Beweise  des  frag- 
lichen Satzes  benutzt. 

Nachdem  Carnot  nämlich  von  jenem  Grundsatze,  dass  man 
nicht  Arbeit  aus  nichts  schaffen  kann,  ausgehend  den  Satz  aufge- 
stellt hatte,  dass  zur  Hervorbringung  von  Arbeit  eine  entspre- 
chende Menge  Wärme  aus  einem  wärmeren  in  einen  kälteren  Kör- 
per übergehen  müsse,  musste  er  folgerichtig  auch  schliessen,  dass 
man,  um  umgekehrt  Wärme  aus  einem  kälteren  in  einen  wärmeren 
Körper  zu  schaffen,  Arbeit  verbrauchen  müsse.  Obwohl  nun  die 
Schlussweise,  welche  zu  diesem  Resultate  führte,  jetzt  aufgegeben 
werden  muss,  und  auch  das  Resultat  selbst  sich  nicht  ganz  in  sei- 
ner ursprünglichen  Form  festhalten  lässt,  so  ist  doch  so  viel  er- 
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sichtlich,  dass  z^v^chen  dem  üebergange  von  Wärme  aus  einem 
wärmeren  in  einen  kälteren  Körper  und  dem  üebergange  aus 
einem  kälteren  in  einen  wärmeren  Körper  ein  wesentlicher  Unter- 
schied besteht,  indem  der  erstere  Uebergang  ohne  Weiteres  von 
selbst  stattfinden  kann  unter  Umständen,  unter  denen  der  letztere 
nicht  möglich  ist. 

Durch  nähere  Betrachtung  des  Gegenstandes  und  durch  Er- 
wägung der  sonst  bekannten  Eigenschaften  und  Wirkungen  der 
Wärme  gelangte  ich  zu  der  Ueberzeugung,  dass  jener  Unterschied 
im  Wesen  der  Wärme  selbst  begründet  ist,  indem  sie  ihrer  Natur 
nach  das  Bestrebai  haben  muss,  bestehende  Temperaturdifferen- 
zen auszugleichen.  Sie  muss  demnach  stets  von  wärmeren  Kör- 
pern zu  kälteren  überzugehen  suchen,  und  ein  umgekehrter  Ueber- 
gang aus  einem  kälteren  in  einen  wärmeren  Körper  kann  nur 
unter  solchen  Umständen  stattfinden,  wo  gleichzeitig  eine  andere 
Wärmemenge  aus  einem  wärmeren  in  einen  kälteren  Körper  über- 
geht, oder  sonst  irgend  eine  Veränderung  geschieht,  welche  die 
Eigenthümlichkeit  hat,  dass  sie  nicht  rückgängig  werden  kann, 
ohne  ihrerseits  einen  solchen  Uebergang  aus  einem  wärmeren  in 
einen  kälteren  Körper  zu  veranlassen.  Diese*  gleichzeitig  statt- 
findende Veränderung  ist  dann  als  das  Aequivalent  jenes  Wärme- 
überganges aus  dem  kälteren  in  den  wärmeren  Körper  anzusehen, 
80  dass  man  nicht  sagen  kann,  der  Uebergang  habe  von  selbst 
statt  gefunden. 

Ich  glaubte  daher  in  diesem  Sinne  den  Satz, 

dass  die  Wärme  nicht  von  selbst  aus  einem  Jcälteren  in  einen 

wärmeren  Korper  übergehen  Icann, 
als  einen  Grundsatz  hinstellen,    und  zum  Beweise  des  zweiten 
Hauptsatzes  der  mechanischen  Wärmetheorie  benutzen  zu  dürfen. 

§.  3.  Dieser  Grundsatz  ist  von  dem  wissenschaftlichen  Publi- 
cum sehr  verschieden  aufgenommen.  Die  Einen  schienen  ihn  als 
so  von  selbst  verständlich  zu  betrachten,  dass  sie  es  für  unnöthig 
hielten,  ihn  als  einen  besonderen  Grundsatz  auszusprechen. 
Die  Anderen  dagegen  zogen  umgekehrt  die  Richtigkeit  des  Sat- 
zes in  Zweifel. 

Die  erstere  Auffassung  finde  ich  in  der  von  Zeuner  im  Jahre 
1860  herausgegebenen  sehr  verdienstlichen  Schrift  „Grundzüge 
der  mechanischen  Wärmetheorie'*,  in  welcher  er  diese  Theorie, 
so  weit  sie  damals  entwickelt  war,  in  zusammenhängender  und 
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möglichst  einfacher  Weise  darzustellen  gesucht  hat,  um  die- 
jenigen, denen  die  Originalabhandlungen  nicht  zugänglich,  oder 
die  darin  enthaltenen  mathematischen  Entwickelungen  nicht  ver- 
ständlich  sind,  doch  mit  den  Hauptresultaten  der  Theorie  be- 
kannt zu  machen. 

Zeuner  theilt  in  dieser  Schrift  meinen  Beweis  des  zweiten 
Hauptsatzes  im  Wesentlichen  in  der  Form  mit,  in  welcher  Reech 
ihn  wiedergegeben  hat  ^).  In  einem  Puncte  aber  weicht  seine  Dar- 
stellung von  jener  ab.  Beech  nämlich  fuhrt  den  Satz,  dass  die 
Wärme  nicht  von  selbst  aus  einem  kälteren  in  einen  wärmerenKörper 
übergehen  kann,  ausdrücklich  als  einen  von  mir  aufgestellten  Grund- 
satz an,  und  basirt  darauf  den  Beweis.  Zeuner  dagegen  erwähnt 
diesen  Satz  gar  nicht,  sondern  zeigt  nur,  dass,  wenn  für  irgend 
zwei  Körper  der  zweite  Hauptsatz  der  mechanischen  Wärmetheo- 
rie nicht  gültig  wäre,  man  durch  zwei  mit  diesen  beiden  Körpern 
in  entgegengesetzter  Weise  ausgeführte  Kreisprocesse  ohne  eine 
sonstige  Veränderung  Wärme  aus  einem  kälteren  in  einen  wär- 
meren Körper  übertragen  könnte ,  und  fährt  dann  fort  ^) :  „Da 
wir  beide  Processe  beliebig  oft  wiederholen  können,  indem  wir 
in  der  bezeichneten  Weise  die  beiden  Körper  abwechselnd  anwen- 
den, so  würde  daraus  hervorgehen,  dass  wir  mit  Nichts,  ohne  Auf- 
wand von  Arbeit  oder  Wärme,  fortwährend  Wärme  von  einem 
Körper  von  niederer  zu  einem  Körper  von  höherer  Temperatur 
tiberführen  könnten ;  was  eine  Ungereimtheit  wäre." 

Dass  die  Unmöglichkeit,  ohne  eine  sonstige  Veränderung 
Wärme  aus  einem  kälteren  in  einen  wärmerenKörper  überzufuh- 
ren, so  ohne  Weiteres  evident  sei,  wie  es  hier  in  der  kurzen  Be- 
merkung :  „was  eine  Ungereimtheit  wäre",  angedeutet  ist,  werden, 
wie  ich  glaube,  wenige  Leser  zugeben.  Bei  der  Wärmeleitung 
und  der  unter  gewöhnlichen  Umständen  stattfindenden  Wärme- 
strahlung kann  man  allerdings  sagen,  dass  diese  Unmöglichkeit 
durch  die  alltägliche  Erfahrung  feststehe.  Aber  schon  bei  der 
Wärmestrahlung  kann  die  Frage  entstehen,  ob  es  nicht  vielleicht 
durch  künstliche  Concentration  der  Wärmestrahlen  mit  Hülfe  von 
Brennspiegeln  oder  Brenngläsern  möglich  wäre,  eine  höhere  Tem- 


1)  Becapüulation  tres  •  sucdncte  des  recher ches  algebrtques  faites  sur 
la  thSorte  des  effects  mecaniques  de  la  chaleur  par  differents  auteurs: 
Journ.  de  LiouvUle  II«  sSr.  t,  /,  p,  58. 

')  S.  24  seüies  Baches. 
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peratnr  zu  erzeugen,  als  die  Körper  haben,  welche  die  Strahlen 
aussenden,  und  dadurch  zu  bewirken,  dass  Wärme  in  einen  wär- 
meren Körper  übergehe  *).  Noch  complicirter  wird  die  Sache  in 
solchen  Fällen,  wo  Wärme  in  Arbeit  und  Arbeit  in  Wärme  ver- 
wandelt wird,  sei  es  durch  Processe  der  Art  wie  die  Reibung  und 
der  Luftwiderstand,  sei  es  dadurch,  dass  ein  oder  mehrere  Kör- 
per solche  Zustandsänderungen  erleiden,  die  mit  theils  positiver, 
theils  negativer,  innerer  und  äusserer  Arbeit  verbunden  sind,  und 
bei  denen  daher,  wie  man  im  gewöhnlichen  Sprachgebrauche  zu 
sagen  pflegt,  Wärme  latent  oder  frei  wird,  welche  Wärme  die  ver- 
änderlichen Körper  anderen  Körpern  von  verschiedenen  Tempe- 
raturen entziehen  und  mittheilen  können. 

Wenn  man  für  alle  solche  Fälle,  wie  complicirt  die  Vorgänge 
auch  immer  sein  mögen,  behauptet,  dass  ohne  eine  andere  blei- 
bende Veränderung,  welche  als  ein  Aequivalent  anzusehen  ist, 
niemals  Wärme  aus  einem  kälteren  in  einen  wärmeren  Körper 
übertragen  werden  kann,  so  glaube  ich,  dass  man  diesen  Satz 
nicht  als  einen  ganz  von  selbst  verständlichen  bebandeln  darf, 
sondern  ihn  vielmehr  als  einen  neu  aufgestellten  Grundsatz,  von 
dessen  Annahme  oder  Nichtannahme  die  Gültigkeit  des  Beweises 
abhängt,  anführen  muss. 

§.  4.  Häufiger,  als  der  eben  besprochenen  Auffassung,  be- 
gegnet man  der  entgegengesetzten  Ansicht,  dass  dieser  Satz  nicht 
hinlänglich  zuverlässig  sei,  um  als  Grundlage  des  Beweises  zu 
dienen,  oder  selbst,  dass  er  unrichtig  sei. 

Ich  muss  in  dieser  Beziehung  zuerst  die  Art,  wie  Rank  ine 
die  Sache  behandelt  hat,  anfuhren.  Rankine  hat  in  einer  Ab- 
handlung, welche  fast  gleichzeitig  mit  der  meinigen  erschien  ^), 


^)  Diesen  Gegenstand,  welcher  auch  in  anderer  Beziehung  von  Interesse 
ist,  habe  ich  in  einem  besonderen  Aufsatze  behandelt,  den  ich  schon  im 
Juni  d.  J.  der  Züricher  naturforschenden  Gesellschaft  vorgetragen  habe, 
und  der  in  einem  der  nächsteo  HeTte  dieser  Aonalen  erscheinen  wird. 
[Es  ist  die  letzte  Abhandlung  dieser  Sammlung.] 

2)  Sie  wurde  io  demselben  Monate,  im  Februar  1850,  in  welchem  meine 
Abhandlung  der  Berliner  Academie  vorgetragen  wurde,  der  Edinburger 
Boyal  Soc,  vorgetragen,  der  sie,  wie  Rankine  in  einer  Mittheilung  an 
Hm.  Poggendorff  sagt,  schon  im  October  1849  eingereicht  worden  ist. 
Ihre  Veröffentlichung  aber  erfolgte  etwas  später,  als  die  der  mein  igen.  Sie 
erschien  in  den  Transactions  of  the  Boyal  Soc.  of  Edinh.  Vol.  XX,  p.  147, 
und  ist  i.  J.  1854  mit  einigen  Abänderungen  noch  einmal  abgedruckt  im 
Phü.  Mag.  8er.  IV,  Vol.  VII. 
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die  Theorie  einer  von  ihm  angenommenen  Bewegungsart  der 
Molecüle,  nämlich  der  Molecularwirbel,  entwickelt,  und  daraus 
über  das  Verhalten  der  Körper,  besonders  der  Gase  und  Dämpfe, 
Folgerungen  abgeleitet,  die  zum  Theil  mit  denjenigen  überein- 
stimmen ,  welche  ich  in  der  ersten  Abtheüung  meiner  Abhandlung 
aus  dem  Satze  von  der  Aequivalenz  von  Wärme  und  Arbeit  gezo- 
gen habe.  Der  Gegenstand  der  eweüen  Abtheüung  meiner  Ab- 
handlung, nämlich  der  von  mir  modificirte  Carnot'sche  Satz  mit 
seinen  Folgerungen,  ist  aber  in  Rankine's  Abhandlung  nicht 
enthalten. 

In  einem  späteren  Aufsatze,  welcher  im  April  1851  der  Edin- 
burger  Boyd  Soc,  vorgetragen  ist,  und  welchen  Bankine  dann 
seiner  früheren  Abhandlung  als  5.  Section  hinzugefügt  hat  i),  hat 
auch  er  sich  der  Betrachtung  jenes  zweiten  Hauptsatzes  zuge- 
wandt Er  sagt  dort  2) ,  dass  er  zuerst  gegen  die  Richtigkeit  der 
Schlussweise,  durch  welche  ich  den  Satz  aufrecht  erhalten  habe, 
Zweifel  gehegt  habe  (2  had  cUfirst  doubts  as  to  the  reasoning  6y 
which  he  maintained  it\  dass  er  aber  durch  W.  Thomson,  dem 
er  seine  Zweifel  mitgetheilt  habe,  veranlasst  sei,  den  Gegenstand 
näher  zu  imtersuchen.  Dabei  sei  er  zu  dem  Schlüsse  gelangt, 
dass  dieser  Satz  nicht  als  ein  unabhängiges  Princip  in  der  Wärme- 
theorie zu  behandeln  sei,  sondern  dass  er  als  eine  Folge  aus  den- 
jenigen Gleichungen  abgeleitet  werden  könne,  welche  in  der  er- 
sten Section  seiner  Abhandlung  aufgestellt  seien. 

Ich  muss  aber  gestehen,  dass  ich  den  darauf  von  Rankine 
mitgetheilten  Beweis  des  Satzes  nicht  als  genügend  betrachten 
kann. 

§.  5.  Rankine  unterscheidet,  wie  auch  ich  es  gethan  habe, 
in  der  Wärme,  welche  man  einem  Körper  mittheilen  muss,  um 
seine  Temperatur  zu  erhöhen,  zwei  verschiedene  Theile,  nämlich 
den  Theil ,  welcher  zur  Vermehrung  der  im  Körper  wirklich  vor- 
handenen Wärme  dient,  und  den  Theil,  welcher  zu  Arbeit  ver- 
braucht wird.  Der  letztere  Theil  umfasst  die  zu  innerer  und  zu 
äusserer  Arbeit  verbrauchte  Wärme  zusammen. 

Für  die  zu  Arbeit  verbrauchte  Wärme  wendet  Rankine  einen 
Ausdruck  an,  welchen  er  in  der  ersten  Section  seiner  Abhandlung 
aus  der  Hypothese  der  Molecularwirbel  abgeleitet  hat.    Auf  diese 


1)  Phil.  Mag.  Ser.  IV,  Vol.  VII,  p.  249.- 

2)  A.  a.  0.  S.  251. 
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Ableitungsweise  brauche  ich  hier  nicht  näher  einzugehen,  da  schon 
der  Umstand,  dass  sie  auf  einer  eigenthümlichen  Hypothese  über 
die  Beschaffenheit  der  Molecüle  und  über  die  Art  ihrer  Bewe- 
gangen  beruht,  hinreichend  erkennen  lässt,  dass  man  es  dabei 
mit  complicirten  Betrachtungen  zu  thun  haben  muss,  welche  man- 
chen Zweifeln  über  den  Grad  ihrer  Zuverlässigkeit  Raum  bieten. 
Ich  habe  in  meinen  Abhandlungen  ein  ganz  besonderes  Gewicht 
darauf  gelegt,  mich  bei  der  Entwickelung  der  Gleichungen  der 
mechanischen  Wärmetheorie  nicht  auf  spedelle  Ansichten  über 
die  Molecularconstitution  der  Körper,  sondern  nur  auf  gewisse 
allgemeine  Grundsätze  zu  stützen,  und  demgemäss  würde  ich, 
selbst  wenn  der  eben  genannte  Umstand  der  einzige  wäre,  welchen 
man  gegen  Bank  ine's  Beweis  anführen  könnte,  doch  glauben, 
meine  Behandlungsart  des  Gegenstandes  als  die  geeignetere  fest- 
halten zu  müssen.  Aber  die  Bestimmung  des  zweiten  Theiles  der 
dem  Körper  mitzutheilenden  Wärme,  nämlich  des  Theiles,  welcher 
zur  Vermehrung  der  im  Körper  wirklich  vorhandenen  Wärme 
dient,  ist  noch  viel  unsicherer. 

Rankine  stellt  die  Vermehrung  der  im  Körper  vorhandenen 
Wärmemenge,  wenn  seine  Temperatur  t  sich  um  dt  ändert,  mag 
das  Volumen  des  Körpers  sich  dabei  gleichzeitig  auch  ändern, 
oder  nicht,  einfach  durch  das  Product  Idt  dar,  und  behandelt  die 
hierin  vorkommende  Grösse  f ,  welche  er  die  wahre  specifische 
Wärme  (the  real  specific  heat)  ^)  nennt,  in  seinem  Beweise  cUs  eine 
vom  Vclumen  unabhängige  Grösse.  Nach  einem  ausreichenden 
Grunde  für  dieses  Verfahren  sucht  man  aber  ii)  seiner  Abhand- 
lung vergebens;  vielmehr  kommen  Angaben  vor,  welche  damit 
geradezu  im  Widerspruche  stehen. 

In  der  Einleitung  zu  seiner  Abhandlung  stellt  er  in  Glei- 
chung (XIII.)  einen  Ausdruck  für  die  wahre  [Wärmecapacität]  auf, 
welcher  einen  mit  Je  bezeichneten  Factor  enthält,  und  von  diesem 
sagt  er «) :  The  coeffidetU  h  (which  enters  into  the  value  of  specific 
heat)  being  the  ratio  of  the  vis  viva  qf  the  entire  motion  impressed 
an  the  atomic  atmospheres  by  the  a^ction  of  their  nuclei,  to  the  vis 


1)  {In  einer  Anmerkung  zu  Abhandlang  VI.  S.  258  habe  ich  vorge- 
schlagen, statt  des  Ansdruckes  wahre  specifische  Warme  den  Ausdruck 
wahre  Wärmecapacität  anzuwenden,  weil  dieser  durch  seinen  Wortlaut 
sofort  erkennen  lässt,  dass  es  sich  um  die  wirklich  im  Körper  enthaltene 
Wärme  bandelt.     1864.] 

«)  Phil.  Mag,  8er.  IV,  Vol  VII,  p.  10. 
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Viva  of  a  peculiar  hind  of  motion,  may  he  canjecUired  to  have  a 
specific  vcHuefor  each  stibstance  dependingina  manner  yetunknown 
on  some  circumstance  in  the  Constitution  of  its  atoms.  ÄUhough  ü 
varies  in  some  cases  for  the  same  stiibstance  in  the  solid,  liquid  and 
gaseous  states,  there  is  no  experimental  evidence  that  it  varies  far 
the  same  sübstance  in  the  same  condition.  Hiernach  ist  also  Ran- 
kine  der  Ansicht,  dass  die  wahre  [Wärmecapacität]  einer  und  der- 
selben Substanz  in  verschiedenen  Aggregatzuständen  yerschieden 
sein  könne;  und  auch  dafür,  dass  sie  in  demselben  Aggregatza- 
stande  als  unveränderlich  anzunehmen  sei,  führt  er  als  Grund  nur 
an,  dass  kein  experimenteller  Beweis  für  das  Gegentheil  vorliege. 

In  einer  späteren  Schrift  von  Rankine  „J.  Manucd  of  the 
Steam  Engine  and  other  PrimeMovers,  London  and  Glasgow  1859" 
findet  sich  auf  S.  307  über  diesen  Gegenstand  ein  noch  bestimm« 
terer  Ausspruch,  welchen  ich  bei  einer  anderen  Gelegenheit  schon 
einmal  citirt  habe,  und  worin  es  heisst:  a  change  of  recd  specific 
heatj  sometimes  considerable,  oflen  accompanies  the  change  hetween 
any  two  of  those  conditions  (nämlich  der  drei  Aggregatzustände). 
Wie  grosse  Unterschiede  Rankine  bei  der  wahren  [Wärmecapa- 
cität] einer  und  derselben  Substanz  in  verschiedenen  Aggregat- 
zuständen für  mögUch  hält,  geht  daraus  hervor,  dass  er  (auf  der- 
selben Seite)  sagt,  beim  flüssigen  Wasser  sei  die  durch  Beobach- 
tung bestimmte  specifische  Wärme,  welche  er  die  scheinbare  speci- 
fische  Wärme  nennt,  nahe  gleich  der  wahren  specifischen  Wärme. 
Da  nun  Rankine  sehr  wohl  weiss,  dass  die  beobachtete  specifische 
Wärme  des  flüssigen  Wassers  doppelt  so  gross  ist,  als  die  des 
Eises,  und  mehr  als  doppelt  so  gross,  als  die  des  Dampfes,  und 
da  die  wahre  specifische  Wärme  [Wärmecapacität]  des  Eises  und 
des  Dampfes  jedenfalls  nur  kleiner  und  nicht  grösser  sein  kann,  als 
die  beobachtete,  so  folgt  daraus,  dass  Rankine  annehmen  muss, 
die  wahre  [Wärmecapacität]  des  flüssigen  Wassers  übertreffe  die- 
jenige des  Eises  und  des  Dampfes  um  das  Doppelte  oder  mehr. 

Stellt  man  sich  nun  die  Frage,  wie  nach  dieser  Auffassung 
bei  einem  Körper,  dessen  Temperatur  t  um  dt,  und  dessen  Volu- 
men V  um  dv  wächst,  die  dabei  stattfindende  Zunahme  der  im 
Körper  wirklich  vorhandenen  Wärmemenge  ausgedrückt  werden 
müsste,  so  ergiebt  sich  Folgendes. 

Für  den  Fall,  dass  der  Körper  bei  der  Volumenändemng 
keine  Aenderung  des  Aggregatzustandes  erleidet,  würde  man  die 
Zunahme  der  vorhandenen  Wärmemenge  zwar,  wie  Rankine  es 
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gethan  hat,  durch  ein  einfaches  Product  von  der  Form  tdt  dar- 
stellen können,  aber  man  müsste  dem  Factor  {  für  verschiedene 
Aggregatznstände  verschiedene  Werthe  zuschreiben. 

In  solchen  Fällen  aber,  wo  der  Körper  bei  der  Volumenän- 
denmg  auch  seinen  Aggregatzustand  ändert,  (also  z.  B.  in  dem 
oft  betrachteten  Falle,  wo  eine  Quantität  eines  Stoffes  theils  im 
flüssigen,  theils  im  dampfförmigen  Zustande  gegeben  ist,  und  bei 
der  Volumenänderung  sich  die  Grösse  dieser  beiden  Theile  än- 
dert, indem  entweder  von  der  Flüssigkeit  noch  ein  Theil  ver- 
dampft, oder  von  dem  Dampfe  sich  ein  Theil  niederschlägt), 
würde  man  die  mit  einer  gleichzeitigen  Temperatur-  und  Volu- 
menänderung verbundene  Zunahme  der  vorhandenen  Wärmemenge 
nicht  mehr  durch  ein  einfaches  Product  Idt  darstellen  können, 
sondern  man  müsste  dazu  einen  Ausdruck  von  der  Form 

tdt  +  fidv 

anwenden.  Wenn  nämlich  die  wahre  [Wärmecapacität]  eines 
Stoffes  in  verschiedenen  Aggregatzuständen  verschieden  wäre,  so 
müsste  man  mit  Nothwendigkeit  schliessen,  dass  auch  die  in  ihm 
vorhandene  Wärmemenge  von  seinem  Aggregatzustande  abhänge, 
so  dass  gleiche  Quantitäten  des  Stoffes  im  festen,  flüssigen  und 
laftförmigen  Zustande  verschiedene  Mengen  von  Wärme  enthalten. 
Es  müsste  somit  in  einem  Falle,  wo  ohne  Temperaturänderung 
ein  Thoil  des  Stoffes  seinen  Aggregatzustand  ändert,  auch  die 
in  dem  Stoffe  im  Ganzen  vorhandene  Wärmemenge  sich  ändern. 

Hieraus  folgt,  dass  Rankine  die  Art,  wie  er  die  Zunahme 
der  vorhandenen  Wärmemenge  ausdrückt,  und  den  Ausdruck  in 
seinem  Beweise  behandelt,  nach  seinen  eigenen  sonstigen  Aussprü- 
chen nur  für  solche  Fälle  als  zulässig  betrachten  darf,  wo  keine 
Aenderungen  des  Aggregatzustandes  vorkommen,  und  dass  er  da- 
her seinem  Beweise  auch  nur  für  diese  Fälle  Gültigkeit  zuschrei- 
ben kann.  Für  alle  Fälle,  wo  Aenderungen  des  Aggregatzustan- 
des vorkommen,  bliebe  der  Satz  also  unbewiesen;  und  doch  sind 
diese  Fälle  von  besonderer  Wichtigkeit,  indem  gerade  sie  es  sind, 
auf  welche  man  den  Satz  bisher  am  meisten  angewandt  hat. 

Ja  man  muss  noch  weiter  gehen  und  sagen,  dass  hierdurch 
der  Beweis  auch  für  solche  Fälle,  wo  keine  Aenderungen  des  Ag- 
gregatzustandes vorkommen,  alle  Zuverlässigkeit  verliert.  Wenn 
Rankine  annimmt,  dass  die  wahre  [Wärmecapacität]  in  ver- 
schiedenen Aggregatzuständen  verschieden   sein  kann,  so  sieht 

20* 
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man  gar  nicht  ein ,  aus  welchem  Grunde  man  sie  in  demselben 
Aggregatzustande  als  unveränderlich  ansehen  muss.  Man  weiss, 
dass  bei  festen  und  flüssigen  Körpern,  auch  ohne  Aenderung  des 
Aggregatzustandes,  Aenderungen  in  den  Gohäsionsverhältnissen 
eintreten  können,  und  dass  bei  gasförmigen  Körpern  ausser  den 
grossen  Volumenverschiedenheiten  auch  der  Unterschied  vor- 
kommt, dass  sie,  je  nachdem  sie  mehr  oder  weniger  weit  von  ih- 
rem Condensationspuncte  entfernt  sind,  mehr  oder  weniger  genau 
dem  Mario tte'schen  und  Gay-Lussac'schen  Gesetze  folgen. 
Weshalb  soll  man  nun,  wenn  Aenderungen  des  AggregatzastaD- 
des  einen  Einfluss  auf  die  wahre  [Wärmecapacität]  haben  kön- 
nen, nicht  jenen  Veränderungen  ebenso  gut  einen,  wenn  auch  ge- 
ringeren, Einfluss  der  Art  zuschreiben  dürfen?  Die  Voraussetzung, 
dass  die  wahre  [Wärmecapacität]  in  demselben  Aggregatzustande 
unveränderlich  sei,  ist  also  bei  Rank  ine  nicht  nur  unbegründet 
gelassen,  sondern  sie  würde,  wenn  die  sonstigen  von  ihm  gemach- 
ten Annahmen  richtig  wären,  sogar  im  hohen  Grade'  unwahr- 
scheinlich sein. 

§.  6.  Der  Gang,  welchen  ich  bei  der  Behandlung  des  zwei- 
ten Hauptsatzes  der  mechanischen  Wärmetheorie  eingeschlagen 
habe,  und  welchen  ich,  trotz  des  Einwurfes  von  ßankine,  auch 
jetzt  noch  für  den  zweckmässigsten  halte,  ist  im  WesentlichcD 
folgender. 

Ich  habe  den  Satz  zuerst  für  Kreisprocesse^  (also  für  solche 
Vorgänge,  bei  denen  jede  im  Laufe  des  Processes  etwa  gethane 
innere  Arbeit  wieder  aufgehoben  wird,  so  dass  nur  äussere  Arbeit 
übrig  bleibt),  mit  Hülfe  des  Grundsatzes,  dass  die  Wärme  nicht 
von  selbst  aus  einem  kälteren  in  einen  wärmeren  Körper  übergehen 
kann^  bewiesen.  Nachdem  ich  den  Satz  dann  in  eine  Form  ge- 
bracht habe,  welche  durch  ihre  Einfachheit  fast  mit  Sicherheit 
schliessen  lässt,  dass  der  Satz  nicht  auf  eine  specielle  Klasse  von 
Erscheinungen  beschränkt  sein  kann,  sondern  eine  allgemeine 
Gültigkeit  haben  muss ,  habe  ich  ihn  auch  auf  die  innere  Arbeit 
angewandt.  Dadurch  bin  ich  dazu  geführt,  ein  allgemeines  Ge- 
setz über  die  Abhängigkeit  der  wirksamen  Kraft  der  Wärme  von 
der  Temperatur  aufzustellen,  nämlich  dass  die  wirksame  Krafl 
der  Wärme  der  absoluten  Temperatur  proportional  sei.  Die  Ver- 
bindung der  Gleichung,  welche  dieses  Gesetz  ausdrückt,  mit  der- 
jenigen Gleichung,  welche  ich  für  Kreisprocesse  aus  dem  obigen 


Ein  Grundsatz  der  mechanischen  Wärmetheorie.    309 

Grundsatze  bewiesen  hatte,  führte  mich  dann  zu  dem  Schlüsse, 
dass  die  Menge  der  in  einem  Körper  wirMich  vorhandenen  Wärme 
nur  von  seiner  Temperatur  und  nickt  von  der  Anordntmg  seiner 
Bestandtheile  abhängen  könne.  Wenn  dieser  Schluss  richtig  ist, 
80  muss  die  wahre  [Wärmecapacität]  eines  Körpers  nicht  nur  in 
demselben  Aggregatzustande  von  seinem  Volumen  unabhängig  sein, 
sondern  sie  muss  auch,  entgegen  der  von  Rank  ine  ausgespro« 
ebenen  Ansicht,  unabhängig  vom  Aggregatzustande  sein. 

Nachdem  dieses  letztere  Resultat  gewonnen  ist,  könnte  man 
nun  vielleicht  auch  den  Gang  der  Betrachtung  umkehren.  Wenn 
man  nämlich  den  Satz,  dass  die  in  einem  Körper  wirklich  vor- 
handene Wärmemenge  von  der  Anordnung  seiner  Bestandtheile 
unabhängig  ist,  und  das  vorher  angeführte  Gesetz  über  die  Ab- 
hängigkeit der  wirksamen  Kraft  der  Wärme  von  der  Temperatur, 
beide  im  Voraus  als  richtig  annimmt,  so  kann  man  daraus  die 
Richtigkeit  jener  Gleichung,  welche  den  zweiten  Hauptsatz  der 
mechanischen  Wärmetheorie  für  Kreisprocesse  ausdrückt,  beweisen. 
Ich  glaube  aber,  dass  es  wenig  Anklang  gefunden  haben  würde,  wenn 
jemand  jenen  Satz  über  die  wirklich  vorhandene  Wärme,  welcher 
zur  Folge  hat,  dass  die  wahre  [Wärmecapacität]  eines  Körpers  von 
der  durch  Beobachtung  bestimmten  specifischen  Wärme  in  dem 
Grade  verschieden  sein  kann,  dass  sie  weniger  als  die  Hälfte  der- 
selben beträgt,  von  vom  herein,  ohne  allen  Beweis,  als  Hypothese 
hingestellt  hätte.  Ein  Satz,  der  von  den  bisher  verbreiteten  Vor- 
stellungen so  sehr  abweicht,  wie  dieser,  hat  nur  dann  Aussicht 
auf  Anerkennung,  wenn  er  durch  Gründe  unterstützt  wird,  welche 
anderweitig  sehr  wahrscheinlich  gemacht  sind.  Es  scheint  mir 
daher,  dass  diese  umgekehrte  Betrachtungsweise  wohl  dazu  die- 
nen kann,  die  Sache  auch  von  der  anderen  Seite  zu  beleuchten, 
und  sie  sich  dadurch  noch  klarer  zu  machen;  aber  zum  Beweise 
scheint  sie  mir  nicht  geeignet  zu  sein. 

Als  besonderen  Vorzug  meiner  Behandlungsweise  des  Gegen- 
standes muss  ich  noch  das  geltend  machen,  dass  dadurch  der 
fragliche  Hauptsatz,  soweit  er  sich  auf  Kreisprocesse  bezieht, 
ohne  Zuziehung  irgend  einer  Annahme  über  den  inneren  Zustand 
der  Körper  bewiesen  wird,  und  dass  erst  bei  der  Anwendung  des 
Satzes  auf  die  innere  Arbeit  der  innere  Zustand  der  Körper  und 
zwar  speciell  die  Menge  der  in  den  Körpern  vorhandenen  Wärme 
zur  Sprache  zu  kommen  braucht.  Daraus  erwächst  der  Vortheil, 
dass  selbst  dann,  wenn  jemand  Bedenken  tragen  sollte,  jene  Fol- 
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genug  über  die  in  einem  Körper  enthaltene  Wärmemenge  als 
richtig  anzuerkennen,  er  dessenungeachtet  den  Hauptsatz,  soweit 
er  sich  auf  SLreisprocesse  bezieht,  unverändert  festhalten  könnte  i). 

§.  7.  Ein  noch  bestimmterer  Einwand  gegen  meinen  Grund- 
satz ist  in  neuerer  Zeit  von  Hirn  erhoben,  und  dieser  ist  es  vor- 
zugsweise, welcher  mir  zu  dem  vorliegenden  Aufsatze  Veranlas- 
sung gegeben  hat,  da  dieselbe  Ansicht  auch  von  anderen  Autoren 
getheilt  zu  werden  scheint. 

Hirn  hatte  in  einem  früheren  Werke  ^Beckerches  sur  Tequi- 
vdlent  mecanique  de  Ja  chcHeur^  den  Satz  von  der  Aequivalenz 
von  Wärme  und  Arbeit  bekämpft.  In  seinem  neuen  Werke  jyEx- 
posüian  anaJytique  et  experimentale  de  la  iheorie  mecanique  de  la 
chaleu/f**'  nimmt  er  die  in  jener  Beziehung  ausgesprochenen  Be- 
hauptungen zurück,  bekämpft  aber  nun  den  Satz,  dass  die  Wärme 
nicht  von  selbst  aus  einem  kälteren  in  einen  wärmeren  Körper 
übergehen  kann.  Auch  nach  dem  Erscheinen  dieses  Werkes  hat 
er  seine  Ansichten  über  denselben  Gegenstand  noch  in  zwei  im 


^)  [Nachdem  der  Satz,  dass  die  in  einem  Körper  wirklich  vorhandene 
Wärme  von  der  Anordnung  seiner  Bestandtheile  unabhängig  und  somit 
seine  wahre  Wärmecapacität  in  allen  Zustanden  gleich  ist,  durch  die  in 
Abhandlung  VI.  enthaltenen  Entwickelungen  eine  bestimmte  wissenschaft- 
liche Basis  gewonnen  hat,  können  die  Anschauungen  sich  vielleicht  bald 
dahin  ändern,  dass  dieser  Satz  von  vom  herein  nicht  mehr  als  unwahr- 
scheinlich, sondern  vielmehr  als  theoretisch  wahrscheinlich  betrachtet  wird. 
Auch  kann  der  Satz,  wenn  die  Aufmerksamkeit  vieler  Physiker  auf  ihn  ge- 
richtet ist,  noch  anderweitige  Bestätigungen  finden.  In  diesem  Falle  kann 
es  später  mehr  gerechtfertigt  erscheinen,  als  bisher,  die  Gleichung 

welche  den  zweiten  Hauptsatz  der  mechanischen  Wärmetheorie  für  um- 
kehrbare £j*eisproces8e  ausdruckt,  aus  dem  im  Texte  erwähnten  Satze 
über  die  Abhängigkeit  der  wirksamen  Kraft  der  Wärme  von  der  Tempe- 
ratur unter  Zuziehung  des  eben  besprochenen  Satzes  über  die  in  einem 
Körper  wirklich  vorhandene  Wärme  abzuleiten,  und  diese  Ableitungsw^e 
wird  vielleicht  nicht  selten  angewandt  werden,  weil  sie  bequem  und  leicht 
verständlich  ist. 

Dabei  darf  man  aber  nicht  vergessen,  dass  die  beiden  genannten  Sätze, 
auf  denen  diese  Ableitungsweise  beruht,  gerade  erst  dadurch  ihre  ^¥ahr- 
scheinlichkeit  erlangt  haben ,  dass  sie  zu  jener  schon  anderweitig  bewiese- 
nen Gleichung  fahren.  Man  kann  daher  die  Zurückführung  der  Gleichung 
auf  solche  Sätze  nicht  eigentlich  als  einen  Beweis  der  Gleichung,  sondern 
nur  als  ein  Mittel,  sich  ihre  physikalische  Bedeutung  klar  zu  machen,  be- 
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Cosmos  1)  publicirten  Artikeln  weiter  ausgeführt  Auf  eine  Erwi- 
derung von  meiner  Seite  2)  hat  er  dann  freilich  seinen  Einwand 
dahin  erläutert  %  dass  er  dadurch  nur  auf  einen  scheinbaren  Wi- 
derspruch habe  aufmerksam  machen  wollen,  während  er  im  We- 
sentlichen mit  mir  übereinstimme.  Indessen  glaube  ich  doch, 
dass  sein  Einwand  auf  einer  falschen  Auffassung  meines  Grund- 
satzes beruht,  einer  Auffassung,  die  freilich  einigermaassen  nahe 
liegt,  aber  dadurch  um  so  mehr  eine  eingehende  Berichtigung 
nöthig  macht. 

Hirn  beschreibt  eine  eigenthümliche  Operation,  welche  er 
ersonnen  hat,  und  deren  Resultat,  wie  er  meint,  mit  meinem  Grund- 
sätze im  Widerspruche  steht. 

Fig.  9.  Es  seien   zwei  Cylinder  von  gleichem 

Querschnitte,  Ä  und  B  in  der  nebenstehen- 
den Fig.  9,  gegeben,  welche  unten  durch 
eine  verhältnissmässig  enge  Röhre  in  Ver- 
bindung stehen,  und  in  welchen  luftdicht 
schliessende  Stempel  beweglich  sind.  Die 
Stempelstangen  sollen  mit  Zähnen  versehen 
sein,  welche  von  beiden  Seiten  in  die  Zähne 
eines  zwischen  ihnen  befindlichen  Zahnrades 
eingreifen,  so  dass,  wenn  der  eine  Stempel 
hinunter  geht,  der  andere  um  eben  so  viel 
heraufgehen  muss.  Der  unter  den  Stempeln 
befindliche  Raum  in  den  beiden  Cylindern, 
mit  Einschluss  der  Verbindungsröhre,  muss 
also  bei  der  Bewegung  der  Stempel  unver- 
Ml  änderlich  bleiben,  indem  mit  einer  Abnahme 
des  Raumes  in  dem  einen  Cylinder  eine 
eben  so  grosse  Zunahme  im  andern  verbunden  ist. 

Wir  denken  uns  zuerst  den  Stempel  in  B  ganz  unten  befind- 


trachten.  Insbesondere  wird  man  zugestehen,  dass  zu  einer  Zeit,  wo  jene 
Sätze  noch  in  keiner  Weise  anerkannt  waren,  nnd  der  eine  von  ihnen  so- 
gar mit  den  fast  allgemein  verbreiteten  Ansichten  im  Widerspruche  stand, 
diese  Ableitungsweise  nicht  einmal  dazu  dienen  konnte,  auch  nur  die  Wahr- 
scheinlichkeit der  Gleichung  in  den  Augen  des  wissenschaftlichen  Publi- 
cums  zu  erhöhen.    1864.] 

1)  Tome  XXIL  (premier  semestre  1863)  p.  283  und  p.  413. 
»)  A.  a.  0.  p.  560. 
3)  A.  a.  0.  p.  734. 
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lieh,  und  daher  den  in  A  möglichst  weit  oben,  und  nehmen  an, 
der  Cylinder  A  sei  mit  einem  vollkommenen  Gase  von  beliebiger 
Dichtigkeit  angefüllt,  dessen  Temperatur  ^  heissen  möge.     Nun 
soll  der  Stempel  in  A  sich  allmälich  abwärts,  und  demgemäss 
der  in  B  sich  aufwärts  bewegen,  so  dass  das  Gas  nach  und  nach 
aus  dem  Cylinder  A  in  den  Cylinder  B  getrieben  wird.    Die  Ver- 
bindungsröhre, durch  welche  das  Gas  strömen  muss,  soll  dabei 
constant  auf  einer  Temperatur  ^  erhalten  werden,  die  höher  ist 
als  ^,  so  dass  jedes  Gasquantum,  welches  die  Röhre  durchströmt, 
dabei  auf  die  Temperatur  ^i  erwärmt  wird,  und  mit  dieser  Tem- 
peratur in  den  Cylinder  B  tritt.    Die  Wände  der  beiden  Cylinder 
dagegen  sollen  für  Wärme  undurchdringlich  sein,  so  dass  das 
Gas  innerhalb  der  Cylinder  weder  Wärme  erhalten  noch  abgeben 
kann,   sondern   nur  beim  Durchströmen  der  Verbindungsröhre 
Wärme  von  Aussen  zugeführt  erhält.    Um  in  Bezug  auf  die  Tem- 
peraturen ein  bestimmtes  Beispiel  zu  haben,  wollen  wir  anneh- 
men, die  Anfangstemperatur  des  Gases  im  Cylinder  A  sei  diejenige 
des  Gefrierpunctes  0®,  und  die  Temperatur  der  Verbindungsröhre 
sei  100^,  indem  die  Röhre  z.  B.  vom  Dampfe  kochenden  Wassers 
umspült  werde. 

Es  lässt  sich  nun  ohne  Schwierigkeit  übersehen,  was  das  Re- 
sultat dieser  Operation  sein  wird. 

Die  erste  kleine  Quantität  Gas,  welche  die  Verbindungsröhre 
passirt,  erwärmt  sich  dabei  von  0^  auf  100^  und  dehnt  sich  zu- 
gleich um  so  viel  aus,  wie  es  dieser  Erwärmung  entspricht,  näm- 
Uch  um  angenähert  ^<^V273  ihres  ursprünglichen  Volumens.  Da- 
durch wird  das  noch  im  Cylinder  A  befindliche  Gas  etwas  zu- 
sammengedrückt und  der  in  beiden  Cylindern  stattfindende  Druck 
etwas  erhöht.  Die  folgende  kleine  Quantität  Gas,  welche  durch 
die  Röhre  strömt,  dehnt  sich  ebenfalls  aus,  und  drückt  dadurch 
das  in  beiden  Cylindern  befindliche  Gas  zusammen.  Ebenso  trägt 
jede  folgende  überströmende  Gasmenge  durch  ihre  Ausdehnung 
dazu  bei,  nicht  nur  das  noch  in  A  befindliche  Gas  noch  weiter 
zusammenzudrücken,  sondern  auch  das  schon  in  B  befindliche, 
welches  sich  vorher  ausgedehnt  hatte,  wieder  mehr  und  mehr  zu- 
sammenzudrücken, so  dass  seine  Dichtigkeit  sich  allmälig  wieder 
der  ursprünglichen  nähert.  Die  Zusammendrückung  bewirkt  in 
beiden  Cylindern  eine  Erwärmung  des  Gases,  und  da  die  Gas- 
quantitäten, welche  nach  und  nach  in  den  Cylinder  B  treten,  bei 
ihrem  Eintritte  alle  die  Temperatur  100^  haben,  so  müssen  sie 
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nachträglich  Temperaturen  über  IOC®  aDnehmen,  und  zwar  muss 
dieser  Temperaturüberschuss  um  so  grösser  8«in,  je  mehr  die  be- 
treffende Quantität  nachträglich  wieder  zusammengedrückt  wird. 

Betrachtet  man  daher  den  Zustand  am  Schlüsse  der  Opera- 
tion, nachdem  alles  Gas  aus  A  nach  £  getrieben  ist,  so  muss  das 
in  der  obersten  Schicht  dicht  unter  dem  Stempel  befindliche  Gas, 
welches  zuerst  übergetreten  ist,  und  daher  die  grösste  nachträg- 
liche Zusammendrückung  erlitten  hat,  am  wärmsten  sein.  Die 
folgenden  sind  der  Reihe  nach  weniger  warm  bis  zur  untersten, 
welche  gerade  die  Temperatur  100<>  besitzt,  die  sie  beim  üeber- 
strömen  angenommen  hat.  Es  ist  für  unsern  vorliegenden  Zweck 
nicht  nöthig,  die  Temperaturen  der  verschiedenen  Schichten  ein- 
zeln zu  kennen,  sondern  es  genügt,  die  Mitteltemperatur  zu  ken- 
nen, welche  zugleich  diejenige  Temperatur  ist,  die  entstehen  würde, 
wenn  die  in  den  verschiedenen  Schichten  herrschenden  Tempera- 
turen sich  durch  Leitung  oder  Vermischung  der  Gasquantitäten 
zu  einer  gemeinsamen  Temperatur  ausglichen.  Diese  Mitteltem- 
peratur beträgt  etwa  120^ 

In  einem  der  später  im  Cosmos  erschienenen  Artikel  hat 
Hirn  diese  Operation  noch  dahin  vervollständigt,  dass  er  an- 
nimmt, das  Gas  in  B  werde  nach  seiner  Erwärmung  mit  Queck« 
Silber  von  0®  in  Berührung  gebracht,  und  dadurch  vneder  bis  0® 
abgekühlt;  dann  werde  es  unter  denselben  Umständen,  unter  de- 
nen es  von  Ä  nach  B  gelangt  war,  von  B  nach  A  zurückgetrie- 
ben und  dabei  in  gleicher  Weise  erwärmt-,  dort  werde  es  wieder 
durch  Quecksilber  abgekühlt;  darauf  abermals  von  A  nach  B  ge- 
trieben u.  s.  f.,  so  dass  man  einen  periodischen  Vorgang  erhalte, 
bei  dem  das  Gas  immer  wieder  in  seinen  Anfangszustand  zurück- 
kehre, und  alle  von  der  Wärmequelle  abgegebene  Wärme  schliess- 
lich in  das  zur  Abkühlung  benutzte  Quecksilber  übergehe.  In- 
dessen wollen  wir  auf  diese  Erweiterung  des  Verfahrens  hier  nicht 
eingehen,  sondern  uns  auf  die  Betrachtung  der  vorher  beschrie- 
benen einfachen  Operation  beschränken,  durch  welche  das  Gas 
von  0^  auf  eine  Mitteltemperatur  von  120»  erwärmt  wird,  indem 
diese  Operation  schon  das  Wesentliche,  worauf  der  Einwand  von 
Hirn  sich  stützt,  enthält. 

§.  8.  Bei  dieser  Operation  ist  äusserlich  weder  Arbeit  ge- 
wonnen noch  verloren,  denn  da  der  Druck  in  den  beiden  Cylin- 
dern  immer  gleich  ist,  so  werden  beide  Stempel  in  jedem  Mo- 
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meote  imt  gleicher  Kraft  nach  oben  gedrückt,  und  diese  Kräfte 
heben  sich  an  dem  Zahnrade,  in  welches  die  Zähne  der  Stempel- 
stangen eingreifen,  auf,  so  dass,  abgesehen  von  der  Reibung,  die 
geringste  Kraft  genügt,  um  eine  Drehung  des  Zahnrades  im  einen 
oder  anderen  Sinne  zu  veranlassen ,  und  dadurch  einen  Stempel 
hinunter  und  den  anderen  herauf  zu  treiben.  Der  Ueberschuss 
der  Wärme  in  dem  Gase  kann  also  nicht  durch  äussere  Arbeit 
erzeugt  sein;  und  von  einer  inneren  Arbeit  kann  schon  deshalb 
nicht  die  Rede  sein,  weil  eine  solche  bei  vollkommenen  Gasen 
überhaupt  nicht  vorkommt. 

Der  Vorgang  ist,  wie  man  leicht  sieht,  folgender.  Indem 
eine  gegen  die  ganze  vorhandene  Gasmenge  als  sehr  klein  vor- 
ausgesetzte Quantität  des  Gases  sich  in  der  Röhre  erwärmt,  und 
sich  dabei  ausdehnt,  muss  sie  von  der  Wärmequelle  soviel  Wärme 
erhalten,  wie  zur  Erwärmung  unter  constantem  Drucke  nothwen- 
dig  ist.  Von  dieser  Wärmemenge  dient  ein  Theil  zur  Vermeh- 
rung der  wirklich  im  Gase  vorhandenen  Wärme,  und  ein  anderer 
Theil  wird  zu  der  Ausdehnungsarbeit  verbfaucht.  Da  aber  die 
Ausdehnung  des  in  der  Röhre  befindlichen  Gases  eine  Zusammen* 
drückung  des  in  den  Cylindern  befindlichen  zur  Folge  hat,  so 
muss  hier  eben  so  viel  Wärme  erzeugt  werden,  als  dort  verbraucht 
wird.  Jener  zweite  Theil  der  von  der  Wärmequelle  abgegebenen 
Wärme,  welcher  sich  in  der  Röhre  in  Arbeit  umgesetzt  hatte, 
kommt  somit  in  den  Cylindern  wieder  als  Wärme  zum  Vorschein, 
und  dient  dazu ,  das  noch  in  Ä  befindliche  Gas  über  seine  An- 
fangstemperatur 0®  zu  erwärmen,  und  das  schon  in  B  befind- 
liche Gas,  welches  beim  Eintritte  die  Temperatur  100®  hatte, 
über  diese  Temperatur  zu  erwärmen,  und  dadurch  den  oben  er- 
wähnten Temperaturüberschuss  hervorzubringen. 

Demnach  kann  man,  ohne  auf  die  Zwischenvorgänge  Rück- 
sicht zu  nehmen,  sagen,  dass  die  ganze  Wärmemenge,  welche  das 
Gas  zu  Ende  der  Operation  mehr  enthält,  als  zu  Anfang,  aus  der 
an  der  Verbindungsröhre  angebrachten  Wärmequelle  stammt 
Dadurch  erhält  man  das  eigenthümliche  Resultat,  dass  durch  einen 
Körper  von  100<>,  nämlich  durch  den  die  Röhre  umspülenden  Was- 
«erdampf,  das  eingeschlossene  Gas  auf  über  100®,  und  zwar,  so- 
fern wir  nur  die  Mitteltemperatur  ins  Auge  fassen,  auf  120®  er- 
wärmt ist  Hierin  findet  Hirn  einen  Widerspruch  gegen  den 
Grundsatz,  dass  die  Wärme  nicht  von  selbst  aus  einem  kälteren 
in  einen  wärmeren  Körper  übergehen  kann,  indem  nach  seiner 
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AufifasBung  die  Wärme,  welche  der  Dampf  dem  Gase  abgegeben 
hat,  aus  einem  Körper  von  100<>  in  einen  Körper  von  120^  über- 
gegangen ist 

§.  9.  Dabei  hat  er  einen  Umstand  übersehen.  Wenn  das 
Gas  schon  zu  Anfang  eine  Temperatur  von  100^  oder  darüber  ge- 
habt hätte,  und  es  dann  durch  den  Dampf,  welcher  nur  die  Tem- 
peratur von  100^  besitzt,  zu  einer  noch  höheren  Temperatur  er- 
wärmt wäre,  so  läge  darin  allerdings  ein  Widerspruch  gegen  mei- 
nen Grundsatz.  So  verhält  sich  die  Sache  aber  nicht.  Damit 
das  Gas  zu  Ende  der  Operation  wärmer  als  100^  sei,  muss  es 
nothwendig  zu  Anfang  kälter  als  100^  sein,  und  in  unserem  Bei- 
spiele, wo  es  am  Schlüsse  die  Temperatur  120<^  hat,  hatte  es  zu 
Anfang  die  Temperatur  0^.  Die  Wärme ,  welche  der  Dampf  dem 
Gase  mitgetheilt  hat,  hat  also  einestheils  dazu  gedient,  das  Gas 
von  0®  bis  100®  zu  erwärmen,  und  anderntheils  dazu,  es  von  100^ 
auf  120®  zu  bringen. 

Da  es  sich  nun  in  meinem  Grundsatze  um  die  Temperaturen 
bandelt,  welche  die  Körper,  zwischen  denen  der  Wärmeübergang 
stattfindet,  in  dem  Momente  haben,  wo  sie  die  Wärme  abgeben 
oder  aufnehmen,  und  nicht  um  die,  welche  sie  nachträglich  be- 
sitzen, so  muss  man  den  bei  dieser  Operation  stattfindenden  Wär- 
meübergang folgendermaassen  auffassen.  Der  eine  Theil  der 
vom  Dampfe  abgegebenen  Wärme  ist  in  das  Gas  übergegangen, 
so  lange  seine  Temperatur  noch  unter  100®  war,  ist  also  aus  dem 
Dampfe  in  einen  kälteren  Körper  übergegangen ;  und  nur  der  an- 
dere Theil  der  Wärme,  welcher  dazu  gedient  hat,  das  Gas  von 
100®  an  noch  weiter  zu  erwärmen,  ist  aus  dem  Dampfe  in  einen 
wärmeren  Körper  übergegangen. 

Vergleicht  man  dieses  mit  jenem  Grundsatze,  nach  welchem, 
wenn  ohne  eine  Verwandlung  von  Arbeit  in  Wärme  oder  eine 
Veränderung  in  der  Molecularanordnung  eines  Körpers,  Wärme 
aus  einem  kälteren  in  einen  wärmeren  Körper  übergehen  soll, 
dann  nothwendig  in  derselben  Operation  auch  Wärme  aus  einem 
wärmeren  in  einen  kälteren  Körper  übergehen  muss,  so  sieht  man 
leicht,  dass  vollständige  Uebereinstimmung  herrscht.  Das  Eigen- 
thümliche  in  der  von  Hirn  ersonnen^n  Operation  besteht  nur 
darin,  dass  in  ihr  nicht  zwei  verschiedene  Körper  vorkommen, 
von  denen  der  eine  kälter  und  der  andere  wärmer  ist,  als  die 
Wärmequelle,  sondern  dass  ein  und  derselbe  Körper,  nämlich  das 


316  Abhandlung  VII. 

Gas,  in  einem  Theile  der  Operation  die  Rolle  des  kälteren,  und 
im  anderen  Theile  der  Operation  die  Rolle  des  wärmeren  Körpers 
spielt  Hierin  liegt  aber  keine  Abweichung  von  meinem  Satze, 
sondern  es  ist  nur  ein  specieller  Fall  von  den  vielen  möglichen 
Fällen.  Das  Missverständniss  von  Hirn  ist  dadurch  entstanden, 
dass  er,  anstatt  die  verschiedenen  Temperaturen,  welche  das  Gas 
im  Laufe  der  Operation  nach  einander  besitzt,  in  Betracht  zu 
ziehen,  sein  Augenmerk  nur  auf  die  Schlusstemperatur  desselben 
gerichtet  hat. 

§.  10.  Man  kann  den  Gegenstand  noch  in  etwas  anderer 
Weise  darstellen,  wobei  ein  Begriff  zur  Sprache  kommt,  i^elchen 
ich  in  meiner  letzten  Abhandlung  i)  eingeführt  habe,  und  welcher 
meiner  Ansicht  nach  für  die  Wärmetheorie  von  grosser  Wichtig- 
keit ist,  nämlich  der  Verwandlungswerth  der  im  Körper  enthalte- 
nen Wärme.  Hierauf  möchte  ich  zum  Schlüsse  noch  eingehen, 
da  eine  Erläuterung  dieses  Begriffes  vielleicht  besonders  dazn 
beitragen  kann,  Miss  Verständnissen  der  vorher  besprochenen  Art 
vorzubeugen. 

Ich  habe  in  meinen  Abhandlungen  einen  üebergang  von 
Wärme  aus  einem  Körper  von  einer  Temperatur  in  einen  Körper 
von  einer  anderen  Temperatur  eine  Verwandlung  genannt,  indem 
man  sagen  kann,  dass  sich  dabei  Wärme  von  einer  Temperatur 
in  Wärme  von  einer  anderen  Temperatur  verwandle.  Dadurch 
wird  dieser  Vorgang  mit  zwei  anderen  Vorgängen,  welche  auch 
Verwandlungen  genannt  werden,  in  Parallelismus  gestellt,  nämlich 
mit  der  Verwandlung  aus  Wärme  in  Arbeit  und  umgekehrt,  und 
mit  derjenigen  Verwandlung,  welche  ich  mit  dem  Worte  „Disgre- 
gationsänderung"  bezeichnet  habe.  Um  den  Sinn  der  Wärme- 
übergänge auf  eine  angemessene  Weise  mathematisch  unterschei- 
den zu  können,  habe  ich  den  üebergang  aus  einem  wärmeren  in 
einen  kälteren  Körper  eine  positive,  und  den  üebergang  aus  einem 
kälteren  in  einen  wärmeren  Körper  eine  negative  Verwandlung 
genannt.  Hiernach  spricht  sich  der  obige  Grundsatz  dahin  aus, 
dass  die  negative  Verwandlung  nicht  von  selbst,  d.  h.  ohne  eine 
in  derselben  Operation  vorkommende  positive  Verwandlung,  ge- 
schehen kann,  während  dagegen  die  positive  Verwandlung  sehr 
wohl  ohne  eine  negative  vor  sich  gehen  kann. 


*)  üeber  die  AnwenduDg  des  Satzes  von  der  Aequivalenz  derVerwand- 
Inngen  auf  die  innere  Arbeit.    [Abhandlung  VI.  dieser  Sammlung.] 
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Wenn  man  dieses  auf  die  oben  beschriebene  Operation,  in 
welcher  durch  Wärme,  die  aus  Dampf  von  100^  herstammt,  eiue 
Quantität  Gas  auf  120®  erwärmt  wird,  anwenden  will,  so  entsteht 
die  Frage,  wie  man  die  in  eiuem  Körper  enthaltene  Wärme  be- 
trachten muss,  wenn  man  ihre  Temperatur  bestimmen  will.  Darf 
man  bei  einem  Körper  von  der  Temperatur  t  alle  in  ihm  enthal- 
tene Wärme  einfach  als  Wärme  von  der  Temperatur  t  betrachten, 
oder  muss  man  dieser  Wärme  andere  Temperaturen  zuschreiben? 

Wenn  das  erstere  der  Fall  wäre,  dass  nämlich  die  in  einem 
Körper  von  der  Temperatur  t  enthaltene  Wärme  durchweg  als 
Wärme  von  der  Temperatur  t  zu  betrachten  wäre,  so  würde  man 
durch  die  oben  beschriebene,  von  Hirn  ersonnene  Operation  zu 
einem  Resultate  gelangen,  welches  meinem  Grundsatze  wider- 
spräche. Dann  müsste  man  nämlich  folgendermaassen  schliessen. 
Die  im  Wasserdampfe  enthaltene  Wärme  ist  Wärme  von  lOOo. 
Wenn  durch  einen  Theil  dieser  Wärme  das  Gas  auf  120^  erwärmt 
ist,  so  befindet  sich  dieser  Theil  im  Gase  als  Wärme  von  120<>, 
und  es  ist  somit,  welches  auch  die  Zwischentemperaturen  gewesen 
sein  mögen,  schliesslich  eine  gewisse  Wärmemenge  aus  Wärme 
von  100<^  in  Wärme  von  120®  verwandelt. 

Diese  Auffassung  ist  aber  nicht  diejenige,  von  welcher  ich 
bei  der  Formulirung  des  Satzes  von  der  Aequivalenz  der  Ver- 
wandlungen ausgegangen  bin. 

Wenn  man  einen  Körper  erwärmt,  so  wird  von  der  Wärme, 
welche  man  ihm  dazu  mittheilen  muss,  im  Allgemeinen  ein  Theil 
zu  äusserer  und  innerer  Arbeit  verbraucht,  (sofern  der  Körper  bei 
der  Erwärmung  sein  Volumen  und  seine  Molecularanordnung  än- 
dert,) und  der  übrige  Theil  dient  zur  Vermehrung  der  im  Körper 
wirklich  vorhandenen  Wärme.  Den  ersteren  Theil  brauchen  wir 
hier  jetzt  nicht  zu  berücksichtigen,  sondern  wir  können  uns  auf 
die  Betrachtung  des  zweiten  Theiles  beschränken.  Denken  wir 
uns  nun,  dass  der  Körper  von  irgend  einer  Anfangstemperatur  to 
zu  einer  anderen  Temperatur  t  erwärmt  wird,  so  nimmt  er  nicht 
alle  dazu  nöthige  Wärme  bei  der  Temperatur  t  auf,  sondern  er 
nimmt  die  verschiedenen  Elemente  dieser  Wärme  bei  verschiede- 
nen, allmälich  steigenden  Temperaturen  auf,  so  dass  jedem  Wär- 
meelemente eine  bestimmte  Temperatur  entspricht.  Wird  umge- 
kehrt der  Körper  abgekühlt,  so  kann  er  ebenfalls  nicht  alle  Wärme, 
welche  er  dazu  abgeben  muss,  bei  einer  und  derselben  Tempera- 
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tur  abgeben,  sondern  er  giebt  die  verschiedenen  Elemente  bei 
verschiedenen,  allmälich  sinkenden  Temperaturen  ab. 

Wenn  man  nun  von  der  Temperatur  der  im  Körper  enthal- 
tenen Wärme  spricht,  so  darf  man,  meiner  Auffassung  nach,  nicht 
der  ganzen  Wärmemenge  eine  und  dieselbe  Temperatur  zuschrei- 
ben, sondern  man  muss  sich  die  ganze  Wärmemenge  in  unendlich 
viele  Elemente  zerlegt  denken,  und  für  jedes  Element  diejenige 
Temperatur  als  die  zugehörige  betrachten,  welche  der  Körper, 
wenn  man  ihn  abkühlen  würde,  in  dem  Momente  haben  würde, 
wo  er  dieses  Element  abgäbe,  und  welche  er  auch  umgekehrt, 
wenn  man  ihn  wieder  erwärmte,  in  dem  Momente  haben  würde, 
wo  er  dieses  Wärmeelement  aufnähme. 

§.  11.  Ich  habe  in  der  erwähnten  Abhandlung  eine  einfache 
mathematische  Grösse  aufgestellt,  in  welcher  die  Temperaturen 
der  einzelnen  Wärmeelemente  in  der  Weise  berücksichtigt  sind, 
wie  es  nach  dem  Satze  von  der  Aequivalenz  der  Verwandlungen 
sein  muss,  und  welche  ich  den  Vertoandltmgswerth  der  Körper- 
wärme genannt  habe. 

Stellen  wir  uns  nämlich  vor,  die  Wärme,  welche  dazu  diente 
den  gegebenen  Körper  zu  erwärmen,  (und  von  welcher  wir,  wie 
gesagt,  nur  den  Theil  betrachten,  der  nachher  wirklich  als  Wärme 
im  Körper  vorhanden  ist,  und  nicht  den  Theil,  der  etwa  bei  den 
mit  der  Erwärmung  verbundenen  Zustandsänderungen  zu  Arbeit 
verbraucht  wurde),  sei  dadurch  entstanden,  dass  sich  auf  irgend 
eine  Weise  Arbeit  in  Wärme  verwandelt  habe,  so  können  wir  für 
jedes  so  erzeugte  Wärmeelement  den  Aequivalenzwerth  der  Ver- 
wandlung angeben.  Sei  die  Temperatur  des  Körpers,  sofern  sie 
vom  ahsoluten  Nullpunkte  an  gerechnet  wird ,  mit  T  bezeichnet, 
und  denken  wir  uns ,  diese  Temperatur  solle  um  d  T  erhöht  wer- 
den, so  wird  die  dabei  stattfindende  Vermehrung  der  wirklich  im 
Körper  vorhandenen  Wärme  durch  dasProduct  m cd  T  dargestellt, 
worin  m  die  Masse  des  Körpers  und  c  seine  wahre  [Wärmeoapa- 
cität]  bedeutet.  Der  Aequivalenzwerth  derjenigen  Verwandlung 
aus  Arbeit  in  Wärme,  durch  welche  dieses  Wärmeelement  entstan- 
den  ist,  wird  durch  den  Bruch 

mcdT 
T 

ausgedrückt.   Wenden  wir  dieses  auf  die  Wärmemenge  an,  welche 


Ein  Grundsatz  der  mechanischen  Wärmetheorie.    319 

zu  der  im  Körper  vorhandenen  Wärme  hinzugefügt  werden  muss, 
um  ihn  von  einer  gegebenen  Anfangstemperatur  T^  bis  zu  einer 
anderen  Temperatur  T  zu  erwärmen ,  so  erhält  man  als  Aequi- 
valenzwerth  der  Verwandlung,  durch  welche  diese  Wärmemenge 
mit  ihren  von  Element  zu  Element  steigenden  Temperaturen  er- 
zeugt ist ,  das  Integral 

pncdT 
J      T    ^ 

und  dieses  Integral  habe  ich  den  Verwanälungswerth  der  von  der 
gegebenen  Anfangstemperatur  an  gerechneten  Körperwärme  ge- 
nannt. 

Wenn  man  den  Verwandlungswerth  der  ganzen  im  Körper 
überhaupt  vorhandenen  Wärmemenge  bestimmen  wollte,  so  müsste 
man  sich  denken,  der  Körper  werde  vom  absoliden  NuUptmkte  an 
bis  zu  der  betrachteten  absoluten  Temperatur  T  erwärmt,  und 
man  müsste  also  in  dem  vorigen  Integrale  als  untere  Gränze  0 
setzen.  Dadurch  würde,  da  das  im  Zähler  stehende  Product  mc 
nicht  Null  werden  kann,  der  Werth  des  Integrals  unendlich  gross 
werden.  Es  ist  daher,  wenn  man  einen  endlichen  Werth  für  das 
Integral  erhalten  will,  nothwendig,  von  einer  endlichen  absoluten 
Temperatur  als  unterer  Gränze  auszugehen,  und  somit  nicht  den 
Verwandlungswerth  der  ganzen  im  Körper  vorhandenen  Wärme 
zu  bestimmen,  sondern  nur  den  Verwandlungswerth  derjenigen 
Wärmemenge,  welche  der  Körper  bei  seiner  gegenwärtigen  Tem- 
peratur mehr  besitzt,  als  bei  jener  zum  Ausgangspunkte  der  Er- 
wärmung gewählten  Temperatur. 

Die  Ausfuhrung  der  Integration  wird  durch  Zuhülfenahme 
eines  von  mir  gezogenen  Schlusses  sehr  einfach.  Ich  habe  näm- 
lich aus  Gründen,  auf  die  ich  hier  nicht  eingehen  will,  geschlossen, 
dass  die  wahre  [Wärmecapacität]  eines  Körpers  nicht  nur  von 
seiner  Molecularanordnung,  sondern  auch  von  seiner  Temperatur 
unabhängig  sei.  Man  kann  daher  die  wahre  [Wärmecapacität] 
c  zusammen  mit  der  Masse  m  als  Factor  vor  das  Intregralzeichen 
setzen,  wodurch  das  Integral  übergeht  in: 

rdT  ,       T 

mcj  -^  =  WC  log  •^. 

Wenn  man  indessen  diese  letzte  Vereinfachung  auch  noch  nicht 


320  Abhandlung  VIT. 

als  hinläDglich  begründet  zageben,  und  Tielmebr  c  nocb  als 
eine  unbekannte  Function  der  Temperatur  betrachten  wollte,  so 
würde  dadurch  nur  die  Form  des  Ausdruckes  für  den  Verwand- 
lungswerth  der  Körperwärme  etwas  geändert  werden,  ohne  dass 
der  mit  diesen  Worten  bezeichnete  Begriff  selbst  eine  wesentliche 
Aenderung  erlitte. 

Nach  Einfuhrung  dieses  neuen  Begriffes  kann  man  diejenigen 
Aenderungen ,  welche  in  der  Vertheilung  der  Wärme  von  selbst 
eintreten  können ,  sehr  leicht  und  vollkommen  scharf  charakteri- 
siren.  Denkt  man  sich  irgend  einen  Process,  welcher  so  beschaf- 
fen ist,  dass  schliesslich  keine  anderen  Verwandlungen  übrig  blei* 
ben,  als  Wärmeübergänge  zwischen  Körpern  von  verschiedenen 
Temperaturen,  indem  alle  sonstigen  Verwandlungen,  welche  im 
Laufe  des  Processes  etwa  vor  sich  gehen,  durch  entgegengesetzte 
Verwandlungen,  welche  in  demselben  Processe  vorkommen,  wieder 
aufgehoben  werden,  so  kann  man  von  den  Wärmeübergängen  und 
der  dadurch  entstehenden  Veränderung  in  der  Vertheilung  der 
Wärme  folgenden  allgemeinen  Satz  aussprechen.  Die  durch  einen 
solchen  Process  in  der  Vertheilung  der  Wärme  eintretende  Aende- 
rung kann  nur  von  der  Art  sein,  dass  die  Summe  der  Verwand- 
Umgswerthe  der  Wärme  in  den  betreffenden  Körpern  dadurch  zu- 
nimmt oder,  als  Gränzfall,  imgeändert  bleibt;  aber  nie  von  der  Art^ 
dass  die  Summe  der  Verwandlungswerthe  dadurch  ahnimmt. 

Wenn  man  in  diesem  Sinne  das  Resultat  der  oben  betrach- 
teten Operation  prüft,  bei  welcher  durch  Wärme,  die  aus  Dampf 
von  100^  herstammt,  eine  Quantität  Gas  von  0»  auf  120®  erwärmt 
wird,  so  wird  man  finden,  dass  auch  hier  die  Sunmie  der  Verwand- 
lungswerthe der  im  Dampfe  und  im  Gase  enthaltenen  Wärme  zu- 
nimmt, und  dass  somit  der  Satz  von  der  Aequivalenz  der  Ver- 
wandlungen und  der  Grundsatz,  aus  welchem  er  abgeleitet  ist, 
durch  diese  Operation  nur  bestätigt  wird  i). 


^)  [Ich  bedaure  sehr,  dass  ich  in  ähnlicher  Weise,  wie  ich  mich  früher 
gegen  Hirn 's  Ansicht  über  den  ersten  Hauptsatz  der  mechanischen  Wärme- 
theorie erklären  musste,  jetzt  auch  seinen  Auseinandersetzungen  über  den 
zweiten  Hauptsatz  habe  entgegentreten  müssen.  Indessen  bin  ich  davon 
überzeugt,  dass  niemand  daran  denken  wird,  Hirn  aus  dem  von  ihm  er- 
hobenen Einwände,  welcher  in  der  vorstehenden  Abhandlung  besprochen 
ist,  einen  Vorwurf  zu  machen. 

Der  zweite  Hauptsatz  der  mechanischen  Wärmetheorie,  und  Alles,  was 
mit  ihm  zusammenhängt,  ist  viel  schwerer  verständlich,  als  der  erste  Haupt- 
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säte,  und  die  Art,  wie  Hirn  den  betreffenden  Grundsatz  anfgefant  hat, 
ist,  wie  schon  im  Texte  erwähnt  wurde,  in  der  That  eine  nahe  liegende, 
80  dasB  ▼ermuthlich  dieselbe  Schwierigkeit  auch  schon  Anderen  aufge- 
stossen  ist.  unter  diesen  Umstanden  hatte  der  erhobene  Einwand  seine 
Yolle  wissenschaftliche  Berechtigung,  und  wenn  ein  Einwand  dieser  Art 
in  so  klarer  und  präciser  Weise  gemacht  wird,  wie  es  im  vorliegenden 
Falle  von  Hirn  durch  Anführung  jener  sinnreich  erdachten  Operation  ge- 
schehen ist,  so  kann  das  für  die  Wissenschaft  nur  nützlich  sein,  und  es  liegt 
darin  ein  nicht  gering  anzuschlagendes  Verdienst.  Dadurch,  dass  der  schein- 
bare Widerspruch  bestimmt  und  augenfällig  dargelegt  wird,  wird  die  Aus- 
einandersetzung des  Gegenstandes  sehr  erleichtert,  und  es  kann  auf  die  Art 
der  Vortheil  erreicht  werden,  dass  eine  Schwierigkeit,  welche  sonst  vielleicht 
noch  zu  manchen  Missverständnissen  Veranlassung  geben,  und  wiederholte 
längere  Discussionen  nöthig  machen  würde,  mit  einem  Male  und  für  immer 
beseitigt  wird.    1864.] 
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Ueber  die  Ooncentpation  von  Wärme-  und  Licht- 
strahlen  und  die  Qränzen  ihrer  Wirkung. 

Vorgetragen    in   der   Züricher   naturforschenden    Gesellschaft    am    22.  Juni  18C3 ; 
abgedruckt  in  Pogg.  Ann.  Januarheft  1864,  Bd.  CXXI,  S.   1. 


Bei  der  Behandlung  des  zweiten  Hauptsatzes  der  mechani- 
schen Wärmetheorie  bin  ich  davon  ausgegangen,  dass  zwischen 
dem  Wärmeübergange  aus  einem  wärmeren  in  einen  kälteren 
Körper  und  demjenigen  aus  einem  kälteren  in  einen  wärmeren 
Körper  der  Unterschied  stattfindet,  dass  der  letztere  nicht,  wie 
der  erstere,  von  selbst  geschehen  kann.  Wenn  man  diesen  Unter- 
schied zwischen  den  beiden  Arten  von  Wärmeübergängen  als  im 
Voraus  feststehend  annimmt,  so  kann  man  daraus  beweisen,  dass 
ein  ganz  entsprechender  Unterschied  auch  zwischen  der  Verwand- 
lung aus  Arbeit  in  Wärme  und  der  Verwandlung  aus  Wärme  in 
Arbeit  bestehen  muss,  dass  nämlich  die  Wärme  sich  nicht  von 
selbst  in  Arbeit  verwandeln  kann,  sondern  dass  dazu  immer  eine 
gleichzeitig  stattfindende  andere  Veränderung  nöthig  ist,  welche 
als  Compensation  dient,  während  dagegen  die  umgekehrte  Ver- 
wandlung aus  Arbeit  in  Wärme  ohne  Compensation  vor  sich  ge- 
hen kann. 

In  diesen  Sätzen,  (welche  sich  in  gleicher  Weise  noch  auf 
einen  dritten,  auf  die  Zustandsänderungen  der  Körper  bezüglichea 
Vorgang  ausdehnen  lassen,  worauf  ich  aber  hier  nicht  eingehen 
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will),  drückt  sich  eine  allgemein  in  der  Natur  obwaltende  Ten- 
denz zu  Veränderungen  in  einem  bestimmten  Sinne  aus.  Wendet 
man  dieses  auf  das  Weltall  im  Ganzen  an,  so  gelangt  man  zu  einer 
eigenthümlicben  Schlussfolgerung,  auf  welche  zuerst  W.  Thomson 
aufmerksam  machte  i),  nachdem  er  die  Abänderung,  welche  ich 
mit  dem  Carno tischen  Satze  vorgenommen  hatte,  als  richtig  an- 
erkannt, und  sich  meiner  Auffassung  des  zweiten  Hauptsatzes  der 
mechanischen  Wärmetheorie  angeschlossen  hatte.  Wenn  nämlich 
im  Weltall  fortwährend  Fälle  der  Art  vorkommen,  wo  Bewegun- 
gen, welche  grösseren  Massen  innewohnen,  und  welche  durch  Ar- 
beit von  Naturkräften  entstanden  sind,  oder  doch,  falls  wir  die 
Entstehung  der  Bewegungen  nicht  kennen,  als  durch  Arbeit  ent- 
standen gedacht  werden  können,  sich  durch  Reibung  oder  andere 
der  Reibung  ähnliche  Bewegungshindernisse  in  Wärme,  d.  h.  in 
Bewegungen  der  kleinsten  Theilchen  umsetzen ;  und  wenn  ferner 
die  Wärme  stets  das  Bestreben  zeigt,  ihre  Vertheilung  in  der 
Weise  zu  ändern,  dass  dadurch  die  bestehenden  Temperaturdiffe- 
renzen ausgeglichen  werden,  so  muss  sich  das  Weltall  allmälich 
mehr  und  mehr  dem  Zustande  nähern,  wo  die  Kräfte  keine  neuen 
Bewegungen  mehr  hervorbringen  können,  und  keine  Temperatur- 
differenzen mehr  existiren. 

Durch  diese  Schlussfolgerung  wurde  Rankine  zu  einem  Auf- 
satze veranlasst,  welcher  den  Titel  fuhrt:  ,^0n  the  Beconcentration 
of  the  Mechanical  Energy  of  the  Universe,^''  ^)  und  worin  die  Frage 
behandelt  ist,  ob  nicht  im  Gegensatze  zu  jenen  Vorgängen,  durch 
welche  die  mechanische  Energie  immer  mehr  zerstreut  wird,  auch 
ein  Process  von  der  umgekehrten  Wirkung  denkbar  sei,  durch 
welchen  die  mechanische  Energie  wieder  concentrirt  und  in  ein- 
zelnen Massen  angehäuft  werden  könne. 

Nachdem  Rankine  davon  gesprochen  hat,  dass  in  mannich- 
facher  Weise  durch  Arbeit  von  Naturkräften  Wärme  entstehen 
könne,  und  die  Wärme  sich  in  den  Körpern  immer  mehr  zu  ver- 
breiten und  dadurch  die  bestehenden  Temperaturdifferenzen  aus- 
zugleichen suche,  und  hinzugefügt  hat,  dass  die  in  den  Körpern 
vorhandene  Wärme  auch  das  Bestreben  habe,  sich  in  strahlende 
Wärme  zu  verwandeln,  so  dass  die  Weltkörper  fort  und  fort  mehr 


1)  Phil  Mag.  Ser.  IV,  Vol  IV,  p,  304. 
«)  FhiL  Mag,  Ser.  IV,  Vol.  IV,  p.  358. 
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▼on  ihrer  Wärme  an  den  den  Weltenraom  aasfallenden  Aether 
verlieren,  fahrt  er  fort :  *) 

^^Es  möge  nun  angenommen  werden,  dass  nach  allen  Rich- 
tnngen,  rund  um  die  sichtbare  Welt,  das  interstellare  Medium 
(der  Aether)  Gränzen  habe ,  jenseit  deren  sich  ein  leerer  Raum 
befinde." 

„Wenn  diese  Voraussetzung  richtig  ist,  dann  wird  die  strah- 
lende Wärme  der  Welt,  indem  sie  jene  Gränzen  erreicht,  total 
reflectirt  und  schliesslich  in  Brennpuncten  wieder  concentrirt 
werden.  Die  Intensität  der  W^ärme,  welche  man  in  jedem  dieser 
Brennpuncte  zu  erwarten  hat,  mag  so  gross  sein,  dass,  wenn  ein 
Stern  (zu  einer  Zeit,  wo  er  schon  eine  erloschene  Masse  von  trä- 
gen Verbindungen  wäre)  im  Laufe  seiner  Bewegungen  in  jenen 
Raum  käme,  er  in  Dampf  verwandelt  und  in  seine  Elemente  auf- 
gelöst würde.  Auf  diese  Weise  würde  ein  Reservoir  von  chemi- 
scher Kraft  auf  Kosten  einer  entsprechenden  Menge  von  strahlen- 
der Wärme  reproducirt*' 

„Es  ergiebt  sich  hieraus,  dass,  obwohl  nach  dem,  was  man 
von  der  bekannten  Welt  sehen  kann,  sie  einem  solchen  Endzu- 
stände zuzustreben  scheint,  wo  alle  physische  Energie  in  der 
Form  von  strahlender  Wärme  gleichmässig  zerstreut  ist,  die  Sterne 
erloschen  sind,  und  alle  Naturerscheinungen  aufgehört  haben, 
dennoch  die  Welt,  wie  sie  geschaffen  ist,  möglicher  Weise  in  sich 
selbst  die  Mittel  besitzen  kann,  ihre  physischen  Energien  wieder 
zu  concentrireu  und  ihre  Thätigkeit  und  ihr  Leben  wieder  zu  err 
neuern.*' 

Hiernach  scheint  Rank  ine  die  Ansicht  zuhaben,  es  sei  mög- 
lich, die  Wärmestrahlen  durch  Reflexion  in  solcher  Weise  za  con- 
centrireu, dass  in  dem  dadurch  entstehenden  Brennpancte  ein 
Körper  zu  einer  höheren  Temperatur  erhitzt  werden  könne,  als 
die  Körper  haben,  welche  die  Strahlen  aussenden.  Wenn  diese 
Ansicht  richtig  wäre,  so  müsste  der  von  mir  als  Grundsatz  ange- 
nommene Satz,  dass  die  Wärme  nicht  von  selbst  aus  einem  käl- 
teren in  einen  wärmeren  Körper  übergehen  kann,  fali^  sein,  und 
der  mit  Hülfe  dieses  Grundsatzes  geführte  Beweis  des  zweiten 
Hauptsatzes  der  mechanischen  Wärmetheorie  wäre  somit  zu  ver- 
werfen. 

Da  ich  wünschte,  den  Grundsatz  gegen  jeden  Zweifel  dieser 


^)  A.  a.  0.  p.  360. 
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Art  zu  sichern,  und  da  die  Concentration  der  Wärmestrahlen,  mit 
welcher  auch  diejenige  der  Lichtstrahlen  in  unmittelbarem  Zu- 
sammenhange steht,  ein  Gegenstand  ist,  welcher,  auch  abgesehen 
von  jener  speciellen  Frage,  in  vieler  Beziehung  Interesse  darbie- 
tet, so  habe  ich  die  Gesetze,  denen  die  Strahlenconcentration  un- 
terworfen ist,  und  den  Einäuss,  welchen  sie  auf  den  unter  den 
Körpern  stattfindenden  Strahlenaustausch  haben  kann,  einer  nä- 
heren mathematischen  Untersuchung  unterworfen,  deren  Resultate 
ich  im  Folgenden  mittheilen  will. 

I.   Grund,  weshalb  die  bisherige  Bestiramung£der:gegen- 
seitigen  Zustrahlung  zweier  Flächen  für  den  vor- 
liegenden Fall  nicht  ausreicht. 

§.  1.  Wenn  zwei  Körper  sich  in  einem  für  Wärmestrahlen 
durchdringlichen  Mittel  befinden,  so  senden  sie  einander  durch 
Strahlung  Wärme  zu.  Von  den  Strahlen,  welche  auf  einen  Kör- 
per fallen,  wird  im  Allgemeinen  ein  Theil  absorbirt,  während  ein 
anderer  theils  refiectirt,  theils  durchgelassen  wird,  und  es  ist  be- 
kannt, dass  das  Absorptionsvermögen  mit  dem  Emissionsvermö- 
gen in  einem  einfachen  Zusammenhange  steht.  Da  es  sich  für 
uns  jetzt  nicht  darum  handelt,  die  Unterschiede  und  die  Gesetz- 
mässigkeiten, welche  in  dieser  Beziehung  stattfinden,  zu  untersu- 
chen, so  wollen  wir  einen  einfachen  Fall  annehmen,  nämlich  den, 
wo  die  betrachteten  Körper  von  der  Art  sind,  dass  sie  alle  Strah- 
len, welche  auf  sie  fallen,  sofort  au  der  Oberfläche,  oder  in  einer 
so  dünnen  Schicht,  dass  man  die  Dicke  vernachlässigen  kann, 
Tollständig  absorbiren.  Solche  Körper  hat  Kirchhoff  in  seiner 
bekannten  ausgezeichneten  Abhandlung  über  das  Verhältniss  zwi- 
schen Emission  und  Absorption  ^)  volllcomnien  schwa/rste  Körper  ge- 
nannt 

Körper  dieser  Art  haben  auch  das  grösstmögliche  Emissions- 
vermögen, und  es  war  früher  schon  als  sicher  angenommen,  dass 
die  Stärke  ihrer  Emission  nur  von  ihrer  Temperatur  abhänge,  so 
dass  alle  vollkommen  schwarzen  Körper  bei  gleicher  Temperatur 
von  gleich  grossen  Stücken  ihrer  Oberflächen  gleich  viel  Wärme 
ausstrahlen.  Da  nun  die  Strahlen,  welche  ein  Körper  aussendet, 
nicht  gleichartig,  sondern  der  Farbe  nach  verschieden  sind,  so 


»)  Pogg.  Ann.  Bd.  CIX,  S.  275. 
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mass  man  die  Emission  in  Bezug  auf  die  verschiedenen  Farben 
besondoirs  betrachten,  und  Kirchhoff  hat  den  obigen  Satz  dahin 
erweitert,  dass  vollkommen  schwarze  Körper  von  gleicher  Tem- 
peratur nicht  nur  im  Allgemeinen,  sondern  auch  von  jeder  Strah- 
lengattung im  Besonderen,  gleich  viel  aussenden.  Da  auch  diese 
Unterschiede  bei  unserer  Untersuchung  nicht  in  Betracht  kommen 
sollen ,  so  wollen  wir  im  Folgenden  immer  voraussetzen ,  dass  wir 
es  nur  mit  einer  bestimmten  Strahlengattung,  oder,  genauer  aus- 
gedrückt, mit  Strahlen,  deren  Wellenlängen  nur  innerhalb  eines 
unendlich  kleinen  Intervalls  variiren,  zu  thun  haben.  Da  das- 
jenige, was  von  dieser  Strahlengattung  gilt,  in  entsprechender 
Weise  auch  von  jeder  anderen  Strahlengattung  gelten  muss,  so 
lassen  sich  die  Resultate,  welche  für  homogene  Wärme  gefunden 
sind,  ohne  Schwierigkeit  auch  auf  solche  Wärme  ausdehnen,  die 
verschiedene  Strahlengattungen  gemischt  enthält. 

Ebenso  wollen  wir,  um  unnöthige  Complicationen  zu  vermei- 
den, von  Polarisationserscheinungen  absehen  und  annehmen,  dass 
wir  es  nur  mit  unpolarisirten  Strahlen  zu  thun  haben.  In  wel- 
cher Weise  bei  derartigen  Betrachtungen  die  Polarisation  zu  be- 
rücksichtigen ist,  ist  von  Helmholtz  und  Kirchhoff  ausein- 
andergesetzt. 

§.  2.  Seien  nun  irgend  zwei  Flächen  Si  und  Ss  als  Ober- 
flächen vollkommen  schwarzer  Körper  von  gleicher  Temperatur 
gegeben,  und  auf  ihnen  die  Elemente  dsi  und  ds^  zur  Betrachtung 
ausgewählt,  um  die  Wärmemengen,  welche  dieselben  sich  gegen- 
seitig durch  Strahlung  zusenden ,  zu  bestimmen  und  unter  ein- 
ander zu  vergleichen.  Wenn  das  Mittel,  welches  die  Körper  um- 
giebt  und  den  Zwischenraum  zwischen  ihnen  ausfüllt,  gleichförmig 
ist,  so  dass  die  Strahlen  sich  einfach  geradlinig  von  der  einen 
Fläche  zur  anderen  fortpflanzen,  so  ist  leicht  zu  sehen,  dass  die 
Wärmemenge,  welche  das  Element  dsi  nach  ds^  sendet,  ebenso 
gross  sein  muss,  wie  die,  welche  dsq  nach  dsi  sendet.  Ist  dagegen 
das  Mittel,  welches  die  Körper  umgiebt,  nicht  gleichförmig,  son- 
dern finden  Verschiedenheiten  statt,  welche  Brechungen  und  Re- 
flexionen der  Strahlen  veranlassen,  so  ist  der  Vorgang  weniger 
einfach,  und  es  bedarf  einer  eingehenderen  Betrachtung ,  um  sich 
davon  zu  überzeugen,  ob  auch  in  diesem  Falle  jene  vollkommene 
Reciprocität  stattfindet. 

Diese  Betrachtung  ist  in  sehr  eleganter  Weise  von  Kirch- 
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hoff  ausgeführt,  und  ich  will  sein  Resultat,  so  weit  es  sich  auf 
den  Fall  bezieht,  wo  die  Strahlen  auf  ihrem  Wege  von  dem  einen 
Elemente  zum  anderen  keine  Schwächung  erleiden,  wo  also  die 
vorkommenden  Brechungen  und  Reflexionen  ohne  Verlust  gesche- 
hen und  die  Fortpflanzung  ohne  Absorption  stattfindet,  hier  kurz 
anführen.  Dabei  werde  ich  mir  nur  in  der  Bezeichnung  und  in 
der  Wahl  der  Coordinatensysteme  zur  besseren  Uebereinstimmung 
mit  dem  Folgenden  einige  Aenderungen  erlauben. 

Wenn  zwei  Puncte  gegeben  sind,  so  kann  von  den  unendlich 
vielen  Strahlen,  welche  der  eine  Punct  aussendet,  im  Allgemeinen 
nur  einer  nach  dem  anderen  Puncte  gelangen,  oder,  falls  durch 
Brechungen  oder  Reflexionen  bewirkt  wird,  dass  mehrere  Strahlen 
in  dem  anderen  Puncte  zusammentreffen,  so  ist  es  doch  im  Allge- 
meinen nur  eine  beschränkte  Anzahl  von  getrennten  Strahlen, 
deren  jeden  man  besonders  betrachten  kann  i).  Der  Weg  eines 
solchen  von  dem  einen  Puncte  zum  anderen  gelangenden  Strahles 
ist  dadurch  bestimmt,  dass  die  Zeit,  welche  der  Strahl  auf  diesem 
W^ege  gebraucht ,  verglichen  mit  den  Zeiten ,  welche  er  auf  allen 
anderen  nahe  liegenden  Wegen  zwischen  denselben  beiden  Punc- 
ten  gebrauchen  würde,  ein  Minimum  ist.  Dieses  Minimum  der 
Zeit  ist,  wenn  man  in  solchen  Fällen,  wo  mehrere  getrennte  Strah- 
len vorkommen,  einen  einzelnen  zur  Betrachtung  ausgewählt  hat, 
durch  die  Lage  der  beiden  Puncte  bestimmt,  und  wir  wollen  es, 
wie  Kirchhoff,  mit  T  bezeichnen. 

Indem  wir  nun  zu  den  beiden  Flächenelementen  dsi  und  ds^ 


^)  Die  Ausdrucksweiee ,  dass  ein  Punct  unendlich  viele  Strahlen  aus- 
sende, könnte  vielleicht  im  streng  mathematischen  Sinne  als  ungenau  be- 
zeichnet werden,  da  die  Aussendung  von  Wärme  oder  Licht  nur  von  einer 
Fläche  und  nicht  von  einem  mathematischen  Puncte  geschehen  kann.  Es 
würde  darnach  genauer  sein,  die  Aussendung  von  Wärme  oder  Licht,  statt 
auf  den  betrachteten  Punct  selbst,  vielmehr  auf  ein  bei  ihm  befindliches 
Flächenelement  zu  beziehen.  Da  indessen  schon  der  Begriff  eines  Strahles 
nur  eine  mathematische  Abstraction  ist,  so  kann  man,  ohne  Furcht  vor 
Miflsverständnissen ,  die  Vorstellung  beibehalten,  dass  von  jedem  Puncte 
einer  Fläche  unendlich  viele  Strahlen  ausgehen.  Wenn  es  sich  darum  han- 
delt, die  Wärme  oder  das  Licht,  welche  eine  Fläche  ausstrahlt,  der  Quan- 
tität nach  zu  bestimmen,  so  versteht  es  sich  von  selbst,  dass  dabei  die 
Grösse  der  Fläche  mit  in  Betracht  kommt,  und  dass,  wenn  man  die  Fläche 
in  ^Elemente  zerlegt,  diese  Elemente  nicht  Puncte,  sondern  unendlich  kleine 
Flächen  sind,  deren  Grösse  in  derjenigen  Formel,  welche  die  von  einem 
Flächen elemente  ausgestrahlte  Wärme-  oder  Lichtmenge  darstellen  soll,  als 
Factor  vorkonunen  muss. 
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etuückkehreD ,  wollen  wir  uns  in  einem  Puncte  jedes  Elementes 
eine  Tangentialebene  an  die  betreffende  Fläche  gelegt  denken, 
und  die  Elemente  dsi  und  ds^  als  Elemente  dieser  Ebenen  be- 
trachten. In  jeder  dieser  Ebenen  führen  wir  ein  beliebiges  recht- 
winkliges Goordinatensystem  ein,  welches  in  der  einen  rci,  y^,  und 
in  der  anderen  x^-,  y*  heisse  ^).  Nehmen  wir  nun  in  jeder  Ebene 
einen  Punct,  so  ist  die  Zeit  T,  welche  der  Strahl  gebraucht,  um 
vom  einen  Puncte  zum  anderen  zu  gelangen,  wie  oben  gesagt, 
durch  die  Lage  der  beiden  Puncte  bestimmt,  und  sie  ist  somit 
als  eine  Function  der  vier  Coordinaten  der  beiden  Puncte  zu  be- 
trachten. 

Dieses  vorausgesetzt  gilt  für  die  Wärmemenge,  welche  das 
Element  dsi  dem  Elemente  ds^  während  der  Zeiteinheit  zusendet, 
nach  Eirchhoff  folgender  Ausdruck  '^): 

^  /_d«T_       d«T    _     d^T        d^T  \   ,     , 
n\dxidoi>^'  dyidy^       dx^dy^    dyidx^J     ^     *' 

worin  x  die  bekannte  Zahl  ist,  welche  das  Verhältniss  der  Kreis- 
peripherie zum  Durchmesser  ausdrückt,  und  ei  die  Stärke  der 
Emission  der  Fläche  Si  an  der  Stelle,  wo  das  Element  dsi  liegt^ 
bedeutet,  in  der  Weise,  dass  eidsi  die  ganze  Wärmemenge  dar- 
stellt, welche  das  Element  dsi  während  der  Zeiteinheit  ausstrahlt. 
Um  die  Wärmemenge  auszudrücken,  welche  umgekehrt  das 
Element  ds^i  dem  Elemente  dsy  zusendet,  braucht  man  in  dem 
vorigen  Ausdrucke  nur  an  die  Stelle  von  e,  die  Grösse  Cj,  die 
Stärke  der  Emission  der  Fläche  s»-,  zu  setzen.  Alles  Uebrige 
bleibt  ungeändert,  weil  es  in  Bezug  auf  beide  Elemente  symme- 
trisch ist,  denn  die  Zeit  T,  welche  ein  Strahl  braucht,  um  den  Weg 
zvrischen  zwei  Puncten  der  beiden  Elemente  zu  durchlaufen,  ist 
dieselbe,  mag  der  Strahl  sich  in  der  einen  oder  in  der  entgegen- 
gesetzten Richtung  bewegen.  Nimmt  man  nun  an,  dass  die  Flä- 
chen, unter  def  Voraussetzung  gleicher  Temperatur,  gleich  viel 
Wärme  ausstrahlen,  dass  also  61=^2  ist  so  ist  hiernach  die  Wär- 
memenge, welche  das  Element  dsi  nach  ds^  sendet,  ebenso  gross, 
wie  die,  welche  ds?  nach  dsi  sendet. 


1)  Eirchhoff  hat  zwei  Ebenen,  welche  auf  den  Strahlenrichtungen, 
wie  sie  in  der  Nähe  der  Elemente  stattfinden,  senkrecht  sind,  angenommen, 
und  in  diese  Ebenen  hat  er  die  Goordinatensysteme  gelegt,  und  zugleich 
die  Flächenelemente  auf  diese  Ebenen  projicirt. 

2)  Pogg.  Ann.  Bd.  CIK,  S.  2.^6. 
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§.  3.  Es  wurde  vorher  gesagt,  zwischen  zwei  gegebenen  Punc- 
ten  sei  im  Allgemeinen  nur  ein  Strahl  oder  eine  beschränkte  An- 
zahl getrennter  Strahlen  möglich.  In  besonderen  Fällen  aber 
kann  es  vorkommen,  dass  unendlich  viele  Strahlen,  welche  von 
dem  einen  Puncte  ausgehen  und  entweder  eiuen  in  einer  Fläche 
liegenden  Winkel,  oder  auch  einen  ganzen  körperlichen  Winkel 
oder  einen  Kegelraum  ausfüllen,  sich  in  dem  anderen  Puncte  wie- 
der vereinigen.  Dasselbe  gilt  natürlich  von  den  Lichtstrahlen 
ebenso,  wie  von  den  Wärmestrahlen,  und  man  pflegt  in  der  Optik 
einen  solchen  Punct,  wo  sämmtliche  Strahlen,  die  ein  gegebener 
Punct  innerhalb  eines  gewissen  Kegelraumes  aussendet,  sich  wie- 
der vereinigen,  das  Bild  des  gegebenen  Punctes  zu  nennen,  oder, 
da  bei  umgekehrter  Strahlenrichtung  auch  der  erste  Punct  das 
Bild  des  zweiten  ist,  so  nennt  man  beide  Puncte  zwei  conjugirte 
Brennpunde,  Wenn  das,  was  hier  von  zwei  einzelnen  Puncten 
gesagt  ist,  von  den  sämmtlichen  Puncten  zweier  Flächen  gilt,  so 
dass  jeder  Punct  der  einen  Fläche  der  conjugirte  Brennpunct 
eines  Punctes  der  anderen  Fläche  ist,  so  nennt  man  die  eine 
Fläche  das  optische  Bild  der  anderen. 

Es  fragt  sich  nun,  wie  zwischen  den  Elementen  zweier  soU 
eher  Flächen  der  Strahlenaustausch  stattfindet,  ob  da  auch  die 
obige  Beciprocität  besteht,  dass  bei  gleicher  Temperatur  jedes 
Element  der  einen  Fläche  einem  Elemente  der  anderen  gerade 
80  viel  Wärme  zusendet,  als  es  von  jenem  zurückerhält,  und  dass 
daher  ein  Körper  den  anderen  nicht  zu  einer  höheren  Tempera- 
tur, als  seiner  eigenen,  erwärmen  kann,  oder  ob  in  solchen  Fällen 
durch  die  Concentration  der  Strahlen  die  Möglicl)keit  gegeben 
ist,  dass  ein  Körper  einen  anderen  zu  einer  höheren  Temperatur 
erwärmen  kann,  als  er  selbst  hat. 

Auf  diesen  Fall  ist  der  Kirchhoff 'sehe  Ausdruck  nicht 
direct  anwendbar.  Ist  nämlich  die  Fläche  $2  ein  optisches  Bild 
der  Fläche  Si ,  so  vereinigen  sich  alle  Strahlen,  welche  ein  Punct 
pi  der  Fläche  Si  innerhalb  eines  gewissen  Kegelraumes  aussendet, 
in  einem  bestimmten  Puncte  p^  der  Fläche  §2)  und  alle  anderen 
umliegenden  Puncte  der  Fläche  s^  erhalten  von  jenem  Puncte  pi 
keine  Strahlen.  Es  sind  also,  wenn  die  Coordinaten  cci,  yi  des 
Punctes  |9i  gegeben  sind,  die  Coordinaten  x^,  y^  des  Punctes  Pi 
nicht  mehr  willkürlich,  sondern  sie  sind  gleich  mit  bestimmt;  und 
ebenso,  wenn  die  Coordinaten  ojo,  y?  gegeben  sind,  so  sind  die 
Coordinaten  Xi^  y^  gleich  mit  bestimmt.    Ein  Differentialcoefficient 
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,     ,    ,  worin  bei  der  Differentiation  nach  Xi  die 

Coordinate  a^i  als  veränderlich  betrachtet  wird,  während  die  zweite 
Coordinate  y^  desselben  Punctes  und  die  beiden  Coordinaten  x^ 
und  j/a  des  anderen  Punctes  als  constant  vorausgesetzt  werden, 
und  ebenso  bei  der  Differentiation  nach  oc^  die  Coordinate  x^  als 
veränderlich  gilt,  während  y^^  Xi  und  j/i  constant  sind,  kann  dem- 
nach keine  reelle  Grösse  von  endlichem  Werthe  sein. 

Es  muss  daher  für  diesen  Fall  ein  Aufdruck  von  etwas  ande- 
rer Form,  als  der  Kirchhoff 'sehe,  abgeleitet  werden,  und  zu 
diesem  Zwecke  mögen  zunächst  einige  Betrachtungen  ähnlicher 
Art,  wie  die,  welche  Kirchhoff  zu  seinem  Ausdrucke  gefiihrt 
haben,  folgen. 


IL    Bestimmung  zusammengehöriger  Puncte  und  zusam- 
mengehöriger Flächenelemente  in  drei  von  den 
Strahlen  durchschnittenen  Ebenen. 


§.  4.    Es  seien  drei  Ebenen  a,  6,  c  gegeben,  von  denen  6  zwi« 
sehen  a  uiid  c  liege  (Fig.  10).    In  jeder  derselben  führe  man  ein 

rechtwinkliges    Coordinatensystem     ein, 
welche  mit  a^a,  J/aj  ^6i  y&  iind  a;«,  yc  bezeich- 
net seien.    Wenn  nun  in  der  Ebene  a  ein 
Punctßai  und  in  der  Ebene  b  ein  Punct 
Pb  gegeben  ist,  und  man  betrachtet  den 
Strahl,  welcher  von  dem  einen  zum  an- 
deren geht,  so  hat  man  zur  Bestimmung 
des  Weges,  welchen  dieser  Strahl  nimmt, 
die  Bedingung,  dass  die  Zeit,  welche  der 
Strahl  auf  diesem  Wege  braucht,  unter 
den  Zeiten,  welche  er  auf  allen  anderen 
nahe  liegenden  Wegen  gebrauchen  würde, 
ein  Minimum  ist.    Dieses  Minimum  der  Zeit,  welches  als  Function 
der  Coordinaten  der  Puocte  pa  und  pt-i  also  als  Function  der  vier 
Grössen  Xa-,  ya,  x^^  yt  zu  betrachten  ist,  heisse  Tab-    Ebenso  sei  T^c 
die  Zeit  des  Strahles  zwischen  zwei  Puncten  pa  und  pc  in  den 
Ebenen  a  und  c,  und  T^c  die  Zeit  des  Strahles  zwischen  zwei  Punc- 
ten pt,  und  Pc  in  den  Ebenen  b  und  c.     Tac  ist  als  Function  der 
vier  Grössen  Xa^  ya^  ^c»  Vn  und  T^c  als  Function  der  vier  Grössen 
Xin  yby  ^cj  Vc  anzusehen. 
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Da  nun  ein  Strahl,  welcher  durch  zwei  Ebenen  geht,  im 
Allgemeinen  auch  die  dritte  Ebene  schneidet,  so  haben  wir  für 
jeden  Strahl  drei  Durchschnittspuncte,  welche  in  solcher  Be- 
ziehung zu  einander  stehen ,  dass  durch  zwei  derselben  im  Allge- 
meinen der  dritte  bestimmt  ist.  Die  Gleichungen,  welche  zu 
dieser  Bestimmung  dienen  können,  lassen  sich  nach  der  obigen 
Bedingung  leicht  aufstellen. 

Wir  wollen  zunächst  annehmen,  diePuncte  jpa  und^Jc  (Fig.  10) 
in  den  Ebenen  a  und  c  seien  im  Voraus  gegeben,  dagegen  der 
Punct,  wo  der  Strahl  die  Zwischenebene  b  schneidet,  und  welchen 
wir  zum  Unterschiede  von  anderen  in  der  Ebene  i  gelegenen 
Puncten  mit  p'^  bezeichnen  wollen,  sei  noch  unbekannt.  Dann 
wählen  wir  in  dieser  Ebene  einen  beliebigen  Punct  p^  und  betrach- 
ten zwei  Strahlen,  die  wir  Hülfsstrahlen  nennen  wollen,  deren 
einer  von  pa  nach  jj^,  und  der  andere  von  pj,  nach  pc  geht.  In  der 
Fig.  10  sind  die  Hülfsstrahlen  punctirt  gezeichnet,  während  der 
Hauptstrahl,  um  den  es  sich  eigentlich  handelt,  welcher  direct  von 
Pa  nach  Pc  geht,  voll  ausgezogen  ist  i).  Nennen  wir,  dem  Vorigen 
entsprechend,  die  Zeiten  der  beiden  Hülfsstrahlen  Tab  nnd  T^a  nnd 
bilden  die  Summe  Tab  +  ^6«  so  ist  der  Werth  dieser  Summe  von 
der  Lage  des  gewählten  Punctes  pb  abhängig,  und  die  Summe  ist 
daher,  sofern  die  Puncto  p«  und  pc  als  gegeben  vorausgesetzt  wer- 
den, als  eine  Function  der  Coordinaten  rr^,  y^  des  Punctes  ^j^  zu 
betrachten.  Unter  allen  Werthen,  welche  diese  Summe  annehmen 
kann,  wenn  man  dem  Puncte  pb  verschiedene  Lagen  in  der  Nähe 
des  Punctes  p'b  giebt,  muss  nun  derjenige,  welchen  man  erhält, 
wenn  msm  pb  mit  p'b  zusammenfallen  lässt,  und  dadurch  bewirkt, 
dass  die  beiden  Hülfsstrahlen  Theile  des  direct  von  pa  nach  pc  ge- 
henden Strahles  werden,  ein  Minimum  sein.  Demnach  erhält  man 
zur  Bestimmung  der  Coordinaten  dieses  Punctes  p'b  folgende  zwei 
Bedingungsgleichungen : 

•  |x  d  (Tab  +    Tbc)  __  Q.      ä  (Tab   +    Tbc)  Q 

dxb  '  dyb 

^)  In  der  Figur  sind  die  Wege  der  Strahlen  etwas  gekrümmt  gezeichnet. 
Dadurch  soll  nur  angedeutet  werden,  dass  der  Weg,  welchen  ein  Strahl 
rwiflchen  zwei  gegebenen  Puncten  zurücklegt,  nicht  einfach  die  zwischen 
den  beiden  Puncten  gezogene  gerade  Linie  zu  sein  braucht,  sondern  dass 
durch  Brechungen  oder  Reflexionen  ein  anderer  Weg  entstehen  kann,  wel- 
cher entweder  eine  aus  mehreren  Geraden  bestehende  gebrochene  Linie 
ist,  oder  auch,  wenn  das  Mittel,  in  welchem  der  Strahl  sich  fortpflanzt,  sich 
nicht  plötzlich,  sondern  allmälich  ändert,  eine  gekrümmte  Linie  sein  kann. 
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Da  die  Grössen  Tat  nnd  T^  ausser  den  Coordinaten  Xf^  y^  des 
vorher  als  unbekannt  betrachteten  Punctes  anch  die  Coordinaten 
Xa,  ya  ^nd  Xc^  yc  der  vorher  als  gegeben  vorausgesetzten  Punkte 
enthalten,  so  kann  man  die  beiden  vorigen  Gleichungen,  nachdem 
sie  einmal  aufgestellt  sindi  einfach  als  zwei  Gleichungen  zwischen 
den  sechs  Coordinaten  der  drei  Punete ,  in  welchen  die  drei  Ebe- 
nen von  einem  Strahle  getroflfen  werden,  ansehen.  Diese  Glei- 
chungen lassen  sich  daher  nicht  blos  dazu  anwenden,  die  Coor- 
dinaten des  in  der  Mittelebene  gelegenen  Punctes  aus  den  Coor- 
dinaten der  beiden  anderen  Punete  zu  bestimmen,  sondern  kön- 
nen allgemein  dazu  dienen,  irgend  zwei  der  sechs  Coordinaten 
aus  den  vier  übrigen  zu  bestimmen. 

Nun  wollen  wir  ferner  annehmen,  die  beiden  Punete  p«  und 

pi,  (Fig.  11),  wo  der  Strahl  die  beiden  EbjBnen  a  und  b  schneidet, 

Pig  jl  seien   im  Voraus  gegeben,  dagegen  der 

Punct,  wo  er  die  Ebeno  c  trifft,  und  wel- 
B  chen  wir  zum  Unterschiede  von  anderen 
in  der  Ebene  c  gelegenen  Puncten  wieder 
mit  p'c  bezeichnen  wollen,  sei  noch  unbe- 
kannt. Dann  wählen  wir  in  der  Ebene 
c  einen  beliebigen  Punct  p^,  und  betrach- 
*  ten  zwei  Hülfsstrahlen,  deren  einer  von 
Pa  iiach  _pc,  und  der  andere  von  jj^  nach 
Pc  geht.  In  der  Fig.  11  sind  sie  wieder 
punctirt  gezeichnet,  während  der  Haupt- 
strahl voll  ausgezogen  ist.  Nennen  wir 
die  Zeiten  der  beiden  Hülfsstrahlen  Tac 
und  Tft^,  und  bilden  die  Differenz  Tac  —  Tt,e,  so  ist  der  Werth  die- 
ser Differenz  abliängig  von  der  Lage  des  in  der  Ebene  c  gewähl- 
ten Punctes  pc.  Unter  den  verschiedenen  Werthen,  welche  man 
erhält,  wenn  man  dem  Punete  pc  verschiedene  Lagen  in  der  Nähe 
des  Punctes  p\  giebt,  muss  nun  derjenige,  welchen  man  erhält, 
wenn  man  pc  mit  p\  zusammenfallen  lässt,  ein  Maximum  sein. 

In  diesem  Falle  schneidet  nämlich  der  von  pa  nach  pc  ge- 
hende Strahl  die  Ebene  l  in  dem  gegebenen  Punete  pi^  und  er  be- 
steht daher  aus  den  beiden  Strahlen ,  welche  von  pa  nach  j>ft  und 
von  Pf,  nach  pc  gehen.     Demnach  kann  man  setzen: 

■*-ae  -^od     \      -^bc 

und  daraus  ergiebt  sich  für   die  fragliche  Differenz   in  diesem 
speciellen  Falle  die  Gleichung: 
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J-ac    '~~'    J-hc   -^od* 

Fällt  dagegen  der  Punct  pc  nicht  mit  2/«  zusammen,  dann  fällt 
auch  der  von  j?«  nach  p^  gehende  Strahl  nicht  mit  den  beiden 
Strahlen,  welche  von  pa  nach  pf,  und  von  pi,  nach  pc  gehen,  zusam« 
men ,  und  da  der  directe  Strahl  zwischen  pa  und  pc  die  kürzeste 
Zeit  braucht,  so  muss  sein: 

und  demnach  hat  mau  für  die  fragliche  Differenz  im  Allgemeinen 
die  Beziehung: 

T    T    <-^  T 

Die  Differenz  Tac  —  Ibc  ist  somit  im  Allgemeinen  kleiner,  als  in 
jenem  speciellen  Falle ,  wo  der  Punct  pe  in  der  Fortsetzung  des 
voB  Pa  nach  pb  gehenden  Strahles  liegt,  und  jener  specielle  Werth 
der  Differenz  bildet  somit  ein  Maximum  i).  Daraus  ergeben  sich 
wieder  zwei  Bedingungsgleichungen,  welche  lauten: 

^  dxc  '  dyc 

Nimmt  man  endlich  an,  die  Puiicte  p^  und  pc  in  den  Ebenen 
6  und  c  seien  im  Voraus  gegeben,  übtl  dagegen  der  Punct,  wo  der 
Strahl  die  Ebene  a  trifft,  noch  unbekannt,  so  erhält  man  aus  einer 
Betrachtung,  welche  ganz  der  vorigen  entspricht,  und  welche  ich 
daher  nicht  weiter  ausführen  will,  die  beiden  Bedingungsglei- 
chungen : 

•Qx                           d{Tae  —   Tab)           a.      d,{Tac  —   Tab)  rv 

(^>  W. ==^'       Wa ^^- 

Auf  diese  Weise  sind  wir  zu  drei  Paar  Gleichungen  gelangt, 
von  denen  jedes  Paar  dazu  dienen  kann,  die  gegenseitige  Bezie- 
hung der  j  drei  Puncte,  in  welchen  ein  Strahl  die  drei  Ebenen  a, 
6,  c  schneidet,  auszudrücken,  so  dass,  wenn  zwei  der  Puncte  ge- 


^)  In  der  Abhandlung  von  Kirchhoff  Ö.  285  steht  von  der  dort  be- 
trachteten Grösse,  welche  im  Wesentlichen  der  hier  zuletzt  betrachteten 
Differenz  entspricht,  nur  mit  dem  unterschiede,  dass  sie  sich  auf  vier  Ebe- 
nen statt  auf  drei  bezieht,  sie  müsse  ein  Minimum  sein.  Es  kann  sein, 
dass  diese  Angabe  nur  auf  einem  Druckfehler  berulit,  und  ohnehin  würde 
eine  Verwechselung  zwischen  Maximum  und  Minimum  an  jener  Stelle  ohne 
weitere  Bedeutung  sein,  weil  der  Satz,  welcher  in  den  darauf  folgenden 
Rechnungen  benutzt  wird,  dass  die  Differentialcoefficienten  gleich  Null  sein 
muBsen,  for  das  Maximum  und  das  Minimum  gemeinsam  gilt. 
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geben  sind,  der  dritte  gefunden  werden  kann,  oder  noch  allge- 
meiner, wenn  von  den  sechs  Coordinaten  der  drei  Puncte  vier  ge- 
geben sind,  die  beiden  anderen  sich  bestimmen  lassen. 

§.  5.  Wir  wollen  nun  folgenden  Fall  betrachten.  In  einer  der 
drei  Ebenen,  z.  B.  in  a,  sei  ein  Punct  i?«  gegeben,  und  in  einer 
zweiten,  z.  B,  in  b,  ein  Flächenelement,  welches  wir  dSb  nennen 
wollen.  Wenn  nun  von  pa  aus  Strahlen  nach  den  verschiedenen 
Puncten  des  Elementes  dsi,  gehen,  und  man  denkt  sich  dieselben 
fortgesetzt,  bis  sie  die  dritte  Ebene  c  schneiden,  so  treffen  alle 
diese  Strahlen  die  Ebene  c  im  Allgemeinen  auch  in  einem  unend- 
lich kleinen  Flächenelemente,  welches  wir  dse  nennen  wollen 
(s.  Fig.  12).  Es  soll  nun  das  Verhältniss  zwischen  den  Flächen- 
elementen dSb  und  dSe  bestimmt  werden. 

In  diesem  Falle  sind  von  den  sechs  Coordinaten,  welche  bei 

jedem  Strahle  in  Betracht  kommen,  (den  Coordinaten  der  drei 

Fiff.  12.  Puncte,  in  welchen  der  Strahl  die  drei 

Ebenen  schneidet),  zwei,  nämlich  Xa  und 
j/a,  im  Voraus  gegeben.  Wenn  dann  für 
die  Coordinaten  Xi,  und  y^  irgend  welche 
Werthe  angenommen  werdeUj  so  sind  da- 
durch im  Allgemeinen  die  Coordinaten 
— ~  — h  Xc  und  yc  gleich  mit  bestimmt.  Man  kann 
also  in  diesem  Falle  jede  der  Coordinaten 
Xe  und  yc  als  eine  Function  der  beiden 
Coordinaten  x^  und  y&  betrachten.  Giebt 
man  nun  dem  Flächenelemente  dst  in  der 
Ebene  6,  dessen  Gestalt  willkürlich  ist, 
die  Gestalt  eines  Rechteckes  dxidyi,^  und  sucht  zu  jedem  Puncte 
seines  Umfanges  den  entsprechenden  Punct  in  der  Ebene  c,  so 
erhält  man  hier  ein  unendlich  kleines  Pftrallelogramm,  welches 
das  entsprechende  Flächenelement  dsc  bildet.  Die  Grösse  dieses 
Parallelogrammes  wird,  wie  man  sich  durch  einfache  geometrische 
Betrachtungen  überzeugen  kann,  abgesehen  vom  Vorzeichen, 
durch 


/dxc     dyc  _  dxc_    ^\  ^^    . 
\dxb     dyt       dyb     dxtj      * 


dargestellt.  Wir  wollen  den  Umstand,  dass  wir  bei  der  Bestim- 
mung des  Flächenelementes  von  dem  positiven  oder  negativen 
Vorzeichen  absehen  und  nur  die  absolute  Grösse  betrachten,  da- 
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durch  ausdrücken,  dass  wir  vor  den  Differentialausdruck,  welcher 
möghcher  Weise  positiv  oder  negativ  werden  kann,  die  Buchsta- 
ben V.  n,  (vcHor  numericus)  setzen.    Dann  können  wir  schreiben : 

'^         *    '  \dXb     dyö        dyt     dxt)      *' 

um  die  Abhängigkeit  der  Coordinaten  Xe  und  y«  von  den  Coor- 
dinaten  Xi,  und  y^  zu  bestimmen,  müssen  wir  eines  der  drei  Paare 
von  Gleichungen  in  §.  4  anwenden.  Wir  wollen  dazu  zuerst  die 
Gleichungen  (1)  wählen.  Wenn  man  diese  beiden  Gleichungen 
nach  Xf,  und  nach  yi,  differentürt ,  indem  man  bedenkt,  dass  jede 
der  mit  T  bezeichneten  Grössen  von  den  drei  Paaren  von  Coor- 
dinaten Xat  yal  Xb^  y^]  Xci  ye  zwei  Paare  enthält,  welche  durch  die 
Indices  angedeutet  sind,  und  wenn  man  bei  der  Differentiation  x^ 
und  yc  als  Functionen  von  Xb  und  y^  behandelt,  während  man  Xa 
und  ya  als  constant  voraussetzt,  so  erhält  man  folgende  vier  Glei- 
chungen : 

d^jTa^^Tbc)    ,     d^Tbc     dxc         d^Tbc      dy,^^ 
(dxb)^  dxbdxc    dxb       dxbdye    dxb 


(5) 


dxbdyb  dxbdxe    dyb       dxbdy^     ^^ 

d^(Tab+Tbc)    ,     d^Tbc  ^  dxc        d'Tbc    ,dyc^^ 
dXbdyb  dybdXc    dXb       dybdyc    dXb 

d\Tab+Tbc)       d^Tbc     dx,         d«  Tbc      dy^  ^  ^ 
{dybY  dyb  dXc    d  yb        dyb  dyc    dyb 

Wenn  wir  mit  Hülfe  dieser  Gleichungen  die  vier  Differential- 

coefficienten  -5-^,-3—^,-7^,-^  bestimmen,  und   die  gefundenen 

dXb^  dyb  dXb  dyb 

Werthe  in  die  Gleichung  (4)  einsetzen,  so  erhalten  wir  die  ge- 
suchte Beziehung  zwischen  den  Flächenelementen  dSb  und  dSc. 
Um  das  Resultat,  welches  sich  auf  diese  Weise  ergiebt,  kürzer 
schreiben  zu  können,  wollen  wir  folgende  Zeichen  einführen: 

^  *       \dxbdxc    dybdyc        dXbdyc    dybdXcJ 

n^     ^ l^HTob+Tbc)     d^  (Tab  +  Tbc)       [dHTaö±Tö^Y\ 

Dann  kann  man  die  gesuchte  Beziehung  in  folgender  Gleichung 
schreiben : 
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ds,       E 

Nehmen  wir  nun  in  entsprechender  Weise  an,  es  sei  in  der 
pj     j3  Ebene  c  (Fig.  13)  ein  bestimmter  Punct 

Pc  gegeben,  und  suchen  in  der  Ebene  a 
das  Flächen element  ds«,  welches  dem  in 
der  Ebene  6  gegebenen  Elemente  dfs»  ent- 
spricht, 80  können  wir  das  Resultat  aus 
dem  vorigen  einfach  dadurch  ableiten, 
dass  wir  überall  die  Indices  a  und  c  ver- 
tauschen. Führen  wir  zur  Abkürzung 
noch  das  Zeichen  ein: 


—  c 


-  b 


^  ^  ^'    '  \dxadxb    dyadyt       dXady^    dyadxj 

so  kommt: 

Nehmen  wir  endlich  an,  es  sei  in  der  Ebene  6  ein  bestimmter 

Punct  jpft  gegeben  (Fig.  14),  und  wählen 
_c  in  der  Ebene  a  irgend  ein  Flächenele- 
ment dSa  und  denken  uns,  von  den  ver- 
schiedenen Puncten  dieses  Elementes  ge- 
hen Strahlen  durch  den  Punct  p^  welche 
wir  uns  bis  zur  Ebene  c  fortgesetzt  den- 
^  ken;  und  suchen  wir  nun  die  Grösse  des 
Flächenelementes  dSc,  in  welchem  diese 
sämmtlichen  Strahlen  die  Ebene  c  tref- 
fen, so  finden  wir  unter  Auwen<lung  der 
vorher  eingeführten  Zeichen: 

Man  sieht  hieraus,  dass  die  beiden  in  diesem  Falle  zusammenge- 
hörigen Flächcuelemente  sich  zu  einander  gerade  so  verhalten, 
wie  die  beiden  Flächenelemente,  welche  man  erhält,  wenn  in  der 
Ebene  b  ein  bestimmtes  Element  dst,  gegeben  ist,  und  man  dazu 
erst  in  der  Ebene  a  und  darauf  in  der  Ebene  c  eioen  Punct  als 
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Ausgangspunct  der  Strahlen  annimmt,  and  dann  jedesmal  in  der 
dritten  Ebene  das  dem  Elemente  dsi,  entsprechende  Flächenele- 
ment  bestimmt. 

§.  6.  Bei  den  Rechnungen  des  vorigen  Paragraphen  ist  un- 
ter den  drei  Paaren  von  Gleichungen  des  §.  4,  welche  dazu  be- 
natzt werden  können,  nur  das  erste  angewandt.  Man  kann  nun 
aber  in  derselben  Weise  die  Rechnungen  auch  mit  den  beiden 
anderen  Paaren  (2)  und  (3)  ausführen.  Durch  jedes  Paar  von 
Gleichungen  gelangt  man  zu  drei  Grössen  der  Art,  wie  die  vor- 
her mit  Ä^  C  und  E  bezeichneten,  welche  dazu  dienen  können, 
die  Verhältnisse  der  Flächenelemente  auszudrücken.  Unter  den 
neun  Grössen,  welche  man  auf  diese  Weise  im  Ganzen  erhält, 
kommen  aber  dreimal  je  zwei  vor,  welche  unter  einander  gleich 
sind,  wodurch  sich  die  Anzahl  der  Grössen  auf  sechs  reducirt. 
Die  Ausdrücke  dieser  sechs  Grössen  will  ich  hier  der  Vollstän- 
digkeit wegen  zusammenstellen,  obwohl  drei  davon  schon  früher 
mitgetheilt  sind. 

\dxi,dxc    dytdtfc       dx^dyc    dtftdxcj 
d^T^      d^Ta.  d^Ta.       d'Ta 


^****  \dxadxt '  dyadyi,       dxady^ '  dyadxj 


'  \dxadxc  *  dyadyc       dxadyc    dyadxj 
,   d^T^       d^Tn^  d'^Tat       d^Ta 

I  n_         f<^'  iT„  -  T„>)  •  d^iTac-Tai)  _  rd»  (T«  -  Tat)]»! 
■^-*'-"l       {dxaY      .■       {dyaY  L     dxady,     \] 

fd'  {Tg,  +  IL)    d'^  (T^  +  T^)       rd'  (2U  +  T^m 

\d^  (Tg,  -  nc)    d"  (Tac  -  J;.')  _  [dKTg,—  T^m 
\       (dx,y        '         {dy,y  L     dx.dyc     Jj* 


F=v.n. 


Mit  Hülfe  dieser  sechs  Grössen  kann  man  jedes  Verhältniss 
zweier  Flächenelemente  durch  drei  verschiedene  Brüche  darstel- 
len, wie  es  die  folgende  tabellarische  Zusammenstellung  zeigt 


Cl.mius,  mMh.  WArautlMori..  22 
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(n.) 


idsc 
dsi, 

E 
A 

A 
F 

C 
B 

dst 

dSa 

C 
E 

B 

A 

B 
G 

dSa 

A 

F 

B 

ds. 

Ü 

B 

D 

Wie  man  leicht  sieht,  beziehen  sich  die  drei  Horizontalreihen  auf 
die  drei  Fälle,  wo  entweder  in  der  Ebene  a,  oder  in  c,  oder  in  h 
ein  bestimmter  Punct  angenommen  ist,  durch  den  die  Strahlen 
gehen  müssen.  Von  den  drei  Verticalreiheii  der  Brüche,  welche 
die  Verhältnisse  der  Flächenelemente  darstellen,  ist  die  erste  aus 
den  Gleichungen  (1),  die  zweite  aus  den  Gleichungen  (2),  und  die 
dritte  aus  den  Gleichungen  (3)  des  §.  4  abgeleitet. 

Da  die  drei  Brüche,  welche  ein  bestimmtes  Verhältniss  zweier 
Flächenelemente  darstellen,  unter  einander  gleich  sein  müssen,  so 
erhält  man  zwischen  den  sechs  Grössen,  aus  welchen  die  Brüche 
gebildet  sind,  folgende  Gleichungen : 

n9^  Z)--^^.    7^-^.    F-^^ 

(13)  A^=EF\  B^=FD',   G^=  DE. 

Mit  diesen  sechs  Grössen  sind  nun  die  weiteren  Rechnungen 
anzustellen,  und  da  jedes  Verhältniss  je  zweier  Flächenelemente 
durch  drei  verschiedene  Brüche  dargestellt  ist,  so  hat  man  anter 
diesen  die  Wahl,  und  kann  in  jedem  speciellen  Falle  den  Bruch 
anwenden,  welcher  für  diesen  Fall  der  geeignetste  ist. 


III.      Bestimmung    der    gegenseitigen    Zustrahlung    für 
den  Fall,  dass  keine  Goncentration  der  Strahlen 

stattfindet. 

0 

§.  7.  Wir  wollen  zunächst  denselben  Fall  betrachten,  auf 
welchen  der  Kirchhoff'sche  Ausdruck  sich  bezieht,  indem  wir 
zu  bestimmen  suchen,  wieviel  Wärme  zwei  Flächenelemente  sich 
gegenseitig  zusenden,  unter  der  Voraussetzung,  dass  jeder  Punct 
des  einen  Elementes  von  jedem  Puncte  des  anderen  einen  Strahl 
und  auch  nur  Einen  Strahl,  oder  höchstens  eine  beschränkte  An- 


-.e 
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zahl  von  einzelnen  Strahlen,  die  man  gesondert  betrachten  kann, 

erhält. 

Seien  zwei  Elemente  dsa  und  dSe  in  den  Ebenen  a  und  c 

(Fig.  15)  gegeben,  so  wollen  wir  zuerst  die  Wärme  bestimmen, 

welche  das  Element  dSa  dem  Elemente  dsc  zusendet. 

Dazu  denken  wir  uns  die  Mittelebene  b  parallel  der  Ebene 

a  gelegt  in  einem  Abstände  p,  welchen  wir  als  so  klein  voraus- 
setzen, dass  bei  jedem  von  dSa  nach  dSe 
gehenden  Strahle  der  Theil,  welcher  zwi- 
schen den  Ebenen  a  und  h  liegt,  als  ge- 
radlinig, und  das  Mittel,  welches  er  auf 
dieser  Strecke  durchläuft,  als  homogen 
anzusehen  ist.  Nehmen  wir  nun  in  dem 
Elemente  ds«  irgend  einen  Punct,  und  be- 
trachten das  Strahlenbüschel,  welches  von 
diesem  Puncte  aus  nach  dem  Elemente 
dSc  geht,  so  schneidet  dieses  die  Ebene 
b  in  einem  Elemente  dSb,  dessen  Grösse 
durch  einen  der  drei  in  der  obersten 
Horizontalreihe  von  (IL)  stehenden  Brüche 

ausgedrückt  werden  kann.    Wir  wollen  den  letzten  Bruch  wählen, 

und  erhalten  dadurch  die  Gleichung: 


(14) 


dsb  =  -p  ^^c- 


Die  hierin  vorkommende  Grösse  C  lässt  sich  nun  in  diesem  Falle 
wegen  der  eigenthümlichen  Lage  der  Ebene  b  in  eine  besonders 
einfache  Form  bringen. 

Es  sei,  wie  es  auch  von  Kirchhoff  geschehen  ist,  das  Coor- 
dinatensjstem  in  b  so  gewählt,  dass  es  dem  Goordinatensysteme 
in  der  parallelen  Ebene  a  vollkommen  correspondirt.  Nämlich 
die.Anfangspuncte  beider  Goordinatensysteme  sollen  in  einer  auf 
beiden  Ebenen  senkrechten  Geraden  liegen,  und  die  Goordinaten 
des  einen  System  es  sollen  den  entsprechenden  des  anderen  Syste- 
mes  parallel  sein.  Dann  ist  der  Abstand  r  zwischen  zwei  in  den 
beiden  Ebenen  liegenden  Punkten  mit  den  Goordinaten  Xa^  ya  und 
Xfn  tfb  bestimmt  durch  die  Gleichung: 

(15)  r  =  Vi'  ~+   (X,  —  ^)2"-)r"(y~_l  y^)J 

Denken  wir  uns  nun  einen  Strahl  von  dem  einen  dieser  Puncto 
nach  dem  anderen  gehend,  so  wird  die  Länge  seines  Weges,  da 

22* 
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die  Fortpflanzung  zwischen  beiden  Ebenen  als  geradlinig  voraus- 
gesetzt wird,  einfach  durch  den  Abstand  r  der  beiden  Puncte  dar- 
gestellt, und  wenn  wir  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  in  der 
Nähe  der  Ebene  a,  welche  sich  der  Voraussetzung  nach  auf  der 
Strecke  bis  zur  Ebene  6  nicht  merklich  ändert,  mit  v«  bezeichnen, 
60  ist  die  Zeit,  welche  der  Strahl  auf  dieser  Strecke  gebraucht, 
bestimmt  durch  die  Gleichung: 

/TT         ' 

-*«»  =  jr  • 

Demgemäss  lässt  sich  der  Ausdruck  von  G  so  schreiben: 

C=^  n  —  (    ^^  rf-y dV  dV    \ 

~    '   '  vj\dxadxt    dyadyi,       dxadyt    dyadxj' 


(16)  Cr=--.      ,. 


Setzt  man  hierin  für  r  seinen  Werth  aus  (15),  so  kommt: 

1  Q^ 

Hierdurch  geht  die  Gleichung  (14)  über  in: 
(17)  dst  =  Va''  —^  BdSc. 

Bezeichnen  wir  noch  den  Winkel,  welchen  das  betrachtete,  von 
einem  Punkte  des  Elementes  dSa  ausgehende  unendlich  schmale 
Strahlenbüschel  mit  der  auf  dem  Elemente  errichteten  Normale 
bildet,  mit  -ö*,  so  ist 

cos  %•  =  — , 
r 

und  man  kann  daher  der  vorigen  Gleichung  auch  folgende  Form 
geben: 

(^«)  ^'^  =  ^^^^^  ■     • 

§.  8.  Nachdem  die  Grösse  des  Flächenelementes  dsi  bestimmt 
ist,  lässt  sich  auch  die  Wärmemenge,  welche  das  Element  dSa  dem 
Elemente  dse  zusendet,  leicht  ausdrücken. 

Von  jedem  Puncte  des  Elementes  dSa  geht  nämlich  nach  ds^ 
ein  unendlich  schmales  Strahlenbüschel,  und  die  Kegelöffnungen 
der  von  den  verschiedenen  Puncten  ausgehenden  Büschel  sind  als 
gleich  anzusehen.     Die  Grösse   der  Kegelöffnung  eines  solchen 
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Strahlenbüschels  wird  bestimmt  durch  die  Grösse  und  Lage  jenes 
Fläch eniälementes  dst,  in  welchem  der  Kegel  die  Ebene  b  schnei- 
det, um  diese  Kegelöffnung  geometrisch  auszudrücken,  denken 
wir  uns  um  den  betreffenden  Punct ,  von  dem  die  Strahlen  aus- 
gehen, mit  dem  Radius  q  eine  Kugelfläche  geschlagen,  innerhalb 
deren  wir  die  P  ortpflanzung  der  Strahlen  als  geradlinig  betrach- 
ten. Nennen  wir  dann  das  Flächenelement,  in  welchem  diese  Ku- 
gelfläche von  dem  Strahlenkegel  geschnitten  wird,  dö,  so  stellt 

ritt 

der  Bruch  —j  die  Oeffnung  des  Kegels  dar.  Da  nun  das  Flächen- 
element dsb  von  der  Spitze  des  Kegels  um  die  Strecke  r  entfernt 
ist,  und  die  auf  dst  errichtete  Normale,  welche  mit  der  vorher  er- 
wähnten, auf  dSa  errichteten  parallel  ist,  mit  dem  unendlich 
schmalen  Strahlenkegel  den  Winkel  ^  bildet,  so  hat  man  die  Glei- 
chung: 

.    .  dö cos  d-'dsb 

und  wenn  man  hierin  für  dSb  den  in  (18)  gegebenen  Ausdruck 
setzt,  so  kommt: 

(20)  ^  =  ^  -B^^c 

^    ^  9»        cos-ö* 

Es  kommt  nun  darauf  an,  zu  bestimmen,  wie  gross  derjenige 
Theil  der  von  dem  Elemente  dSa  ausgesandten  Wärme  ist,  wel- 
cher dieser  unendlich  schmalen  Kegelöffnung  entspricht,  oder,  mit 
anderen  Worten,  wie  viel  Wärme  das  Element  dSa  durch  jenes 
auf  der  Kugelfläche  bestimmte  Element  dö  sendet.  Diese  Wärme- 
menge ist  erstens  proportional  der  Grösse  des  ausstrahlenden 
Elementes  ds«,  ferner  proportional  der  Grösse  der  Kegelöffnung, 

also  dem  Bruche  — r,  und  endlich,  nach  dem  bekannten  Ausstrah- 

lungsgesetze ,  proportional  dem  Cosinus  des  Winkels  -O",  welchen 
der  unendlich  schmale  Strahlenkegel  mit  der  Normale  bildet. 
Man  kann  sie  also  ausdrücken  durch  das  Product: 

fiCOS"^  — 5"  dSa^ 

worin  s  ein  von  der  Temperatur  des  Flächenelementes  abhängiger 
Factor  ist.  Zur  Bestimmung  dieses  Factors  haben  wir  die  Be- 
dingung,  dass  die  Wärmemenge,  welche  das  Element  dSa    im 
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Ganzen  ausstrahlt,  also  der  ganzen  über  der  Ebene  a  befindlichen 
Halbkugel  zustrahlt,  gleich  dem  Producte  ßadsa  sein  muss,  worin 
Ca  die  Stärke  der  Emission  der  Ebene  a  an  der  Stelle,  wo  das 
Element  dsa  liegt,  bedeutet.    Man  erhält  also  die  Gleichung: 


t/' 


/   cos  %•  dö  =  ßa^ 


worin  die  Integration  über  die  Halbkugel  auszudehnen  ist,  und 
daraus  folgt: 

S7t  =  ea* 

Wenn  man  den  hierdurch  bestimmten  Werth  von  e  in  den  obigen 
Ausdruck  einsetzt,  so  erhält  man  für  die  Wärmemenge,  welche 
das  Element  dSa  durch  dö  sendet,  die  Formel: 

ea  ^^„  o.  dö 

—  cos  &  — -  aSw 

In  diese  Formel  hat  man  nun  für  den  Bruch  — r-  den  oben  ge- 

wonnenen  und  in  Gleichung  (20)  angegebenen  Werth  zu  setzen, 
um  den  gesuchten  Ausdruck  der  Wärmemenge^  welche  das  Element 
dSa  dem  Elemente  dsc  zusendet,  zu  erhalten,  nämlich: 

TD 

^a^a^   —  dSadSc 

Sucht  man  in  ganz  derselben  Weise  die  Wärmemenge^  welche 
umgekehrt  das  Element  dSc  dem  Elemente  dSa  zusendet^  und  be- 
zeichnet dabei  die  Stärke  der  Emission  der  Ebene  c  an  der  Stelle, 
wo  das  Element  dsc  liegt,  mit  e«.,  und  die  Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeit der  Strahlen  in  der  Nähe  des  Elementes  mit  t;«,  so  fin- 
det man: 

CcVc^  —  dSadSc 
Jt 

§.  9.  Diese  im  vorigen  Paragraphen  gewonnenen  Ausdrücke 
sind  im  Uebrigen  gleich  dem  in  §.  2  mitgetheilten  Kirchhoff- 
schen  Ausdrucke,  nur  darin  unterscheiden  sie  sich  von  demselben, 
dass  sie  noch  das  Quadrat  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
als  Factor  enthalten,  welches  in  Kirchhoff 's  Ausdrucke  nicht 
vorkommt,  indem  Kirchhoff  an  der  betreffenden  Stelle  nur  von 
der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  im  leeren  Baume  spricht,  und 
diese  als  Einheit  nimmt.    Da  nun  aber  die  Körper,  deren  geg^n- 
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seitige  Zustrahlung  man  betrachtet ,  sich  möglicher  Weise  in  ver- 
schiedenen Mitteln  befinden  können,  in  denen  die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeiten verschieden  sind,  so  ist  für  solche  Fälle  dieser 
Factor  nicht  unwesentlich,  und  sein  Vorkommen  führt  sofort  zu 
einem  eigenthümlichen,  theoretisch  interessanten  Schlüsse. 

Wie  in  §.  1  erwähnt  wurde,  nahm  man  bisher  an,  dass  bei 
vollkommen  schwarzen  Körpern  die  Stärke  der  Emission  nur  von 
der  Temperatur  abhänge,  so  dass  also  zwei  solche  Körper  bei 
gleicher  Temperatur  von  gleichen  Stücken  ihrer  Überflächen  gleich 
viel  Wärme  ausstrahlen.  Dass  die  Natur  des  umgebenden  Mittels 
auch  einen  Einfluss  auf  die  Stärke  der  Ausstrahlung  haben  könne, 
ist  meines  Wissens  noch  nirgends  zur  Sprache  gebracht.  Da  nun 
aber  in  den  beiden  obigen  Ausdrücken  für  die  gegenseitige  Zu- 
strahlung zweier  Elemente  ein  Factor  vorkommt,  der  von  der  Na- 
tur des  Mittels  abhängt,  so  ist  dadurch  die  Nothwendigkeit,  das 
Mittel  zu  berücksichtigen,  und  zugleich  die  Möglichkeit,  seinen 
Einfluss  zu  bestimmen,  gegeben. 

Wenn  man  aus  jenen  beiden  Ausdrücken  ein  Yerhältniss  bil- 
det, und  dann  denjenigen  Factor,  welcher  in  beiden  Gliedern  ge- 

meinsam  vorkommt,  nämlich  —  dsadsc  forthebt,  so  ergiebt  sich, 

ST 

dass  die  Wärmemenge,  welche  das  Element  ds«  dem  Elemente  (2 s^ 
zusendet,  sich  zu  derjenigen,  welche  das  Element  dSc  dem  Ele- 
mente dsa  zusendet,  verhält  wie 

Wollte  man  nun  annehmen,  dass  bei  gleicher  Temperatur  die 
Ausstrahlung  unbedingt  gleich  sei,  auch  wenn  die  den  beiden  Ele- 
menten angränzenden  Mittel  verschieden  sind,  so  müsste  man  für 
gleiche  Temperatur  ea  =  ec  setzen,  und  es  würden  dann  die  Wär- 
memengen, welche  sich  beide  Elemente  gegenseitig  zustrahlen, 
nicht  gleich  sein,  sondern  sich  wie  vJiVc^  verhalten.  Daraus  würde 
folgen,  dass  zwei  Körper,  welche  sich  in  verschiedenen  Mitteln  befin- 
den, z.  B.  der  eine  in  Wasser  und  der  andere  in  Luft,  durch  gegen- 
seitige Zustrahlung  nicht  ihre  Temperaturen  auszugleichen  su- 
chen, sondern  dass  der  eine  den  anderen  durch  Zustrahlung  zu 
einer  höheren  Temperatur  erwärmen  könnte,  als  er  selbst  hat. 

Gesteht  man  dagegen  jenen  von  mir  als  Grundsatz  hinge- 
stellten Satz,  dass  die  Wärme  nicht  von  selbst  aus  einem  kälteren 
in  einen  wärmeren  Körper  übergehen  kann,  ganz  allgemein  als 
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richtig  zu,  so  muss  man  die  gegenseitige  Zustrahlung  zweier  voll- 
kommen schwarzer  Flächenelemente  von  gleicher  Temperatur  als 
gleich  betrachten,  und  somit  petzen: 

(21)  ea'o^  =  tcV^. 
Daraus  folgt  die  Proportion: 

(22)  e« :  ^c  =  Vc  -  Va\ 

oder  auch,  da  das  VerhältDiss  der  Fortpflanzungsgeschwindigkei- 
ten gleich  dem  umgekehrten  Verhältnisse  der  Brechungscoeffi- 
cienten  der  beiden  Mittel  ist,  welche  wir  mit  w«  und  n«  bezeich- 
nen wollen,  die  Proportion: 

(23)  ea\€c=  na^lfle^. 

Hiernach  ist  also  die  Ausstrahlung  vollkommen  schwarzer  Körper 
hei  gleicher  Temperatur  in  verschiedenen  Mitteln  verschieden,  und 
verhält  sich  umgekehrt^  wie  die  Quadrate  der  Fortpflanzungsge- 
schwindigkeiten  in  den  Mitteln,  oder  direct  wie  die  Quadrate  ihrer 
Brechungscoefficienten,  Die  Ausstrahlung  in  Wasser  muss  sich 
somit  zu  der  in  Luft  angenähert  wie  (^/s)^  :  1  verhalten. 

Berücksichtigt  man  den  Umstand,  dass  in  der  von  einem  voll- 
kommen schwarzen  Körper  ausgestrahlten  Wärme  Strahlen  von 
sehr  verschiedenen  Farben  vorkommen,  und  giebt  man  als  richtig 
zu,  dass  die  Gleichheit  der  gegenseitigen  Zustrahlung  nicht  bloss 
für  die  Wärme  im  Ganzen,  sondern  auch  für  jede  Farbe  im  Ein- 
zelnen gelten  muss,  so  erhält  man  für  jede  Farbe  eine  Proportion 
der  Art,  wie  (22)  und  (23),  worin  aber  das  an  der  rechten  Seite 
stehende  Yerhältniss,  welchem  das  Verhältniss  der  Ausstrahlungen 
gleich  gesetzt  ist,  etwas  verschiedene  Werthe  hat 

Will  man  endlich  statt  der  vollkommen  schwarzen  Körper 
auch  Körper  von  anderer  Natur  betrachten,  bei  denen  nicht  voll- 
kommene, sondern  nur  theilweise  Absorption  der  auffallenden 
Wärmestrahlen  stattfindet,  so  muss  man  statt  der  Emission  einen 
Bruch,  welcher  die  Emission  als  Zähler  und  den  Absorptionscoef- 
ficienten  als  Nenner  hat,  in  die  Formeln  einführen,  und  erhält 
dann  für  diesen  Bruch  entsprechende  Beziehungen,  wie  vorher  für 
die  Emission  allein.  Auf  diese  Verallgemeinerung  des  Resulta- 
tes, bei  welcher  auch  der  Einfluss  der  Strahlenrichtung  auf  die 
Emission  und  Absorption  zur  Sprache  kommen  würde,  brauche 
ich  hier  nicht  einzugehen,  weil  sie  sich  bei  angemessener  Betrach- 
tung des  Gegenstandes  von  selbst  ergiebi 


Concentration  von  Wärme  -  und  Lichtstrahlen.       345 


lY.   Bestimmung  der  gegenseitigen  Zustrahlung  zweier 
Flächenelemente  für  denFall,  dassdas  eineFlächen- 
element  das  optische  Bild  des  anderen  ist. 

§.  10.  Wir  wollen  nun  zu  dem  Falle  übergehen,  wo  die  bis- 
her gemachte  Voraussetzung,  dass  die  Ebenen  a  und  c,  soweit  sie 
in  Betracht  kommen,  ihre  Strahlen  in  der  Weise  austauschen,  dass 
von  jedem  Puncte  der  einen  nach  jedem  Puncto  der  anderen  ein 
Strahl,  und  auch  nur  Ein  Strahl,  oder  höchstens  eine  beschränkte 
Anzahl  von  einzelnen  Strahlen  gelange,  nicht  erfüllt  ist  Die 
Strahlen,  welche  von  den  Puncten  der  einen  Ebene  divergirend 
ausgehen,  können  durch  Brechungen  oder  Reflexionen  convergi- 
rend  werden,  und  in  der  anderen  Ebene  wieder  zusammentreffen, 
80  dass  es  für  einen  in  der  Ebene  a  zur  Betrachtung  ausgewähl- 
ten Punct  jpa  in  der  Ebene  c  einen  oder  mehrere  Puncte  oder  Li- 
nien giebt,  in  welchen  sich  unendlich  viele  vom  Puncte  j>o  kom- 
mende Strahlen  schneiden,  während  andere  Stellen  der  Ebene  c 
gar  keine  Strahlen  von  jenem  Puncte  erhalten.  Natürlich  findet 
in  einem  solchen  Falle  auch  mit  den  Strahlen,  welche  von  der 
Ebene  c  ausgehend  nach  der  Ebene  a  gelangen,  das  Entspre- 
chende statt,  da  die  zwischen  den  beiden  Ebenen  bin-  und  zu- 
rückgehenden Strahlen  gleiche  Wege  beschreiben. 

Unter  den  unendlich  vielen  verschiedenen  Fällen  dieser  Art 
wollen  wir,  der  grösseren  Anschaulichkeit  wegen,  zunächst  den 
extremen  Fall  behandeln,  wo  alle  Strahlen,  welche  der  Punct  pa 
der  Ebene  a  innerhalb  eines  gewissen  endlichen  Kegelraumes  aus- 
sendet, in  einem  einzelnen  Puncte  j)c  der  Ebene  c  wieder  zusam- 
mentreffen, wie  es  in  Fig.  16  angedeutet  ist.    Dieser  Fall  tritt 


Fig.  16. 


z.  B.  ein,  wenn  die  Richtungsänderung  der 
Strahlen  durch  einen  sphärischen  Spiegel 
oder  eine  Linse,  oder  auch  durch  irgend 
ein  System  von  centrirten  Spiegeln  oder 
Linsen  bewirkt  ist,  und  wenn  man  von 
der  dabei  stattfindenden  sphärischen  und 
chromatischen  Aberration  absieht,  wobei 
zu  bemerken  ist,  dass  die  chromatische 
Aberration  hier  ohnehin  nicht  zu  berück- 
sichtigen ist,  da  wir  uns  von  vorne  her- 
ein auf  die  Betrachtung  homogener  Strah- 
len beschränkt  haben.    Zwei  in  der  an- 
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gegebenen  Weise  zasamm engehörige  Puncte,  welche  den  Aus- 
gangs- und  den  Vereinigungspunct  der  Strahlen  bilden,  werden, 
wie  schon  oben  erwähnt,  conjugirte  Brennpuncte  genannt. 

In  einem  solchen  Falle  sind  für  jeden  der  betreflfenden  Strah- 
len durch  die  Coordinaten  Xa^  tfa  des  Ausgangspunctes  pa  auch 
die  Coordinaten  x^  yc  des  Punctes  p«,  wo  der  Strahl  die  Ebene  c 
trifit,  gleich  mit  bestimmt.  Die  übrigen  in  der  Nähe  von  pc  he- 
genden Puncte  der  Ebene  c  erhalten  vom  Puncte  pa  keine  Strah- 
len, weil  es  nach  ihnen  hin  keinen  Weg  giebt,  der  die  Eigenschaft 
hätte,  dass  die  Zeit,  welche  der  Strahl  auf  diesem  Wege  gebraucht, 
verglichen  mit  der  Zeit,  welche  er  auf  jedem  anderen  nahe  liegen- 
den Wege  gebrauchen  würde,  im  mathematischen  Sinne  ein  Mini- 
mum ist.  Demnach  kann  auch  die  Grösse  Tae  i  welche  dieses  Mi- 
nimum der  Zeit  darstellt,  für  keinen  der  um  jp«  gelegenen  Puncte, 
sondern  nur  für  den  Punct  jp«  selbst  einen  reellen  Werth  haben. 
Die  Differentialcoefficienten  von  Taa  in  denen  die  Coordinaten  a:«, 
ya  als  constant,  und  gleichzeitig  eine  der  Coordinaten  Xcy  ye  als 
veränderlich,  oder  umgekehrt  ^r«,  yc  als  constant,  und  zugleich  eine 
der  Coordinaten  Xa^  ya  ^Is  veränderlich  vorausgesetzt  werden, 
können  somit  keine  endlichen  reellen  Grössen  sein.  Daraus  er- 
giebt  sich,  dass  von  den  sechs  durch  die  Gleichungen  (I.)  be- 
stimmten Grössen  J.,  J?,  C,  D,  E,  F  die  drei  J?,  D,  jP,  welche  Dif- 
ferentialcoefficienten von  Tac  enthalten,  in  unserem  gegenwärtigen 
Falle  nicht  anwendbar  sind. 

Die  drei  anderen  Grössen  A^  C^  JS  dagegen  enthalten  nur 
Differentialcoefficienten  der  Grössen  Tab  und  Tj^.  Wenn  wir  nun 
annehmen,  die  Ebene  i  sei  so  gewählt,  dass  zwischen  ihr  und  den 
beiden  Ebenen  a  und  c,  soweit  wir  die  Ebenen  betrachten,  der 
Strahlenaustausch  in  der  oben  vorausgesetzten  Weise  stattfinde, 
dass  von  jedem  Puncte  der  Ebene  b  nach  jedem  Puncte  der  Ebe- 
nen a  und  c  ein  Strahl  und  auch  nur  Ein  Strahl,  oder  höchstens 
eine  beschränkte  Anzahl  von  einzelnen  Strahlen  geht,  so  haben 
die  Grössen  Tab  und  T^e  und  ihre  Differentialcoefficienten  für  alle 
in  Betracht  kommenden  Puncte  reelle  und  nicht  unendlich  grosse 
Werthe.  Die  Grössen  J.,  G  und  E  sind  daher  im  gegenwärtigen 
Falle  ebenso  gut,  wie  in  dem  früher  betrachteten,  anwendbar. 

Eine  dieser  Grössen,  nämlich  J?,  nimmt  in  diesem  Falle  einen 
speciellen  Werth  an,  der  sich  sofort  ableiten  lässt.  Für  die  drei 
Puncte,  in  welchen  ein  Strahl  die  drei  Ebenen  a,  b,  c  schneidet, 
müssen  die  beiden  unter  (1)  gegebenen  Gleichungen  gelten: 
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d  (Tal,  +    Tbc)  _  ^.       d(Tab   +    Tte)    _  ^ 

Da  nun  in  unserem  gegenwärtigen  Falle  durch  die  Lage  der  bei- 
den Punete  i?«  und  pc  i^  den  Ebenen  a  und  c  die  Lage  des  Punetes, 
wo  der  Strahl  die  Ebene  b  schneidet,  nicht  bestimmt  ist,  sondern 
die  Ebene  b  in  allen  Puncten  eines  gewissen  endlichen  Flächen- 
raumes geschnitten  werden  kann,  so  müssen  die  beiden  vorigen 
Gleichungen  für  alle  diese  Punete  gültig  sein,  woraus  folgt,  dass 
man  durch  Differentiation  dieser  Gleichungen  nach  Xi  und  y^  eben- 
falls wieder  gültige  Gleichungen  erhalten  muss,  also: 

^^^^  d^^ -^'  dx.dy,       -^'    d^'  "• 

Wendet  man  diese  Gleichungen  auf  diejenige  der  Gleichungen  (I.) 
an,  durch  welche  E  bestimmt  wird,  so  kommt : 

(25)  E=0. 

Die  beiden  anderen  Grössen  A  und  G  haben  im  Allgemeinen 
endliche  Werthe,  welche  je  nach  Umständen  verschieden  sind,  und 
diese  müssen  nun  zu  den  folgenden  Bestimmungen  angewandt 
werden. 

§.  11.  Es  sei  angenommen,  das  Element  dSa  der  Ebene  a 
habe  ein  optisches  Bild,  welches  in  die  Ebene  c  fällt,  und  welches 
wir  dsc  nennen  wollen,  so  dass  also  jeder  Punct  des  Elementes  dSa 
einen  Punct  des  Elementes  dSc  zum  conjugirten  Brennpuncte  hat, 
und  umgekehrt.  Es  soll  nun  untersucht  werden,  ob  die  Wärme- 
mengen, welche  diese  Flächenelemente,  wenn  sie  als  Elemente  der 
Oberflächen  zweier  vollkommen  schwarzer  Körper  von  gleicher 
Temperatur  betrachtet  werden,  sich  gegenseitig  zusenden,  gleich 
sind. 

Um  zunächst  das  zu  dem  gegebenen  Elemente  dSa  gehörige 
Bild  dSc  seiner  Lage  und  Grösse  nach  zu  bestimmen,  nehmen  wir 
in  der  Zwischenebene  b  irgend  einen  Punct  p^  an,  und  denken  uns 
von  sämmtlichen  Puncten  des  Elementes  ds«  Strahlen  durch  die- 
sen Punct  pb  gehend.  Jeder  dieser  Strahlen  trifil  die  Ebene  c  in 
dem  conjugirten  Brennpuncte  desjenigen  Punetes,  von  welchem  er 
ausgegangen  ist,  und  somit  ist  das  Fläohenelement,  in  welchem 
dieses  Strahlenbüschel  die  Ebene  c  schneidet,  gerade  das  mit  dSc 
bezeichnete  optische  Bild  des  Elementes  dSa-   Wir  können  daher, 
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um  das  Bild  dsc  seiner  Grösse  nach  im  Verhältnisse  zu  d$a  aus- 
zudrücken, einen  der  drei  in  der  untersten  Horizontalreihe  von 
(IL)  angeführten  Brüche  anwenden,  welche  das  Verhältniss  der- 
jenigen beiden  Flächenelemente  darstellen,  in  welchen  ein  durch 
einen  Punct  jp»  der  Zwischenebene  b  gehendes  unendlich  schmales 
Strahlenbüschel  die  beiden  Ebenen  a  und  c  schneidet;  und  zwar 
ist  von  den  drei  dort  stehenden  Brüchen  in  diesem  Falle  nur  der 
erste  brauchbar,  weil  die  beiden  anderen  unbestimmt  sind.  Wir 
haben  also  die  Gleichung: 

Diese  Gleichung  ist  auch  in  optischer  Beziehung  von  Interesse, 
indem  sie  die  allgemeinste  Gleichung  zur  Bestimmung  des  Grös- 
senverhältnisses  zwischen  einem  Gegenstande  und  seinem  opti- 
schen Bilde  ist,  wobei  zu  bemerken  ist,  dass  die  Zwischeuebene  (, 
auf  welche  sich  die  Grössen  A  und  G  beziehen,  beliebig  ist,  und 
daher  in  jedem  einzelnen  Falle  so  gewählt  werden  kann,  wie  es 
für  die  Rechnung  am  bequemsten  ist. 

§.  12.  Nachdem  das  Flächenelement  dSc^  welches  zu  dSa  als 
Bild  gehört,  bestimmt  ist,  nehmen  wir  in  der  Ebene  h  statt  eines 
Punctes  ein  Flächenelement  dsj,  und  betrachten  die  Strahlen, 
welche  die  beiden  Elemente  dSa  und  dSc  durch  dieses  Element  ds» 
senden.  Alle  Strahlen,  welche  von  einem  Puncte  des  Elementes 
dSa  ausgehend,  durch  das  Element  dSh  gehen,  vereinigen  sich  wie- 
der in  einem  Puncte  des  Elementes  dSc,  und  somit  trefifen  alle 
Strahlen,  welche  das  Element  dSa  durch  dsb  sendet,  gerade  das 
Element  ds^  und  umgekehrt  die  Strahlen,  welche  dSc  durch  dsi, 
sendet,  treffen  sämmtlich  das  Element  dSa-  Die  beiden  Wärme« 
mengen,  welche  die  Elemente  dsa  und  dSc  dem  Elemente  dSb  zu- 
senden, sind  somit  auch  die  Wärmemengen,  welche  die  Elemente 
dSa  und  dSc  durch  das  Zwischenelement  dst  hindurch  einander 
gegenseitig  zusenden.  Diese  Wärmemengen  lassen  sich  nun  dem 
Früheren  nach  ohne  Weiteres  angeben. 

Es  gilt  nämlich  für  die  Wärmemenge,  welche  das  Element  dSa 
dem  Elemente  dsh  zusendet,  derselbe  Ausdruck,  welcher  in  §.  8 
für  diejenige  Wärmemenge  entwickelt  wurde,  welche  das  Element 
dsa  dem  Elemente  dSe  zusendet,  wenn  man  darin  nurfürdse  setzt 
d^ft,  und  für  die  Grösse  B  die  Grösse  C  einführt.  Der  Ausdruck 
lautet  also : 
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^aV^ dSadSj,. 

Ebenso  gilt  für  die  Wärmemenge,  welche  das  Element  dsc  dem 
Elemente  dSh  zusendet,  derselbe  Ausdruck,  welcher  dort  für  die 
Wärmemenge  augegeben  wurde,  welche  das  Element  dSc  dem  Ele- 
mente dSa  zusendet,  wenn  man  darin  für  dsa  setzt  ds^^  und  für 
die  Grösse  B  die  Grösse  A  einführt,  also : 

j[ 

ecVc^  —  dsedsb. 

Bedenkt  man  nun,  dass  nach  Gleichung  (26)  ist: 

Cd  Sa  =  ÄdSc^ 

so  sieht  man,  dass  die  beiden  gefundenen  Ausdrücke  sich  unter 
einander  verhalten  wie  eaVa^  :  ßcVe^. 

Ganz  dasselbe  Resultat  finden  wir,  wenn  wir  in  der  Zwischen- 
ebene b  irgend  ein  anderes  Flächenelement  dst  nehmen,  und  die 
Wärmemengen  betrachten,  welche  sich  die  beiden  Elemente  dSa 
und  dSe  durch  dieses  Element  gegenseitig  zusenden.  Immer  ste* 
hen  die  beiden  Wärmemengen  zu  einander  in  dem  Verhältnisse 
eaVa^  :  CcVe^.  Da  uuu  die  Wärmemengen,  welche  sich  die  Elemente 
dSa  und  dSc  im  Ganzen  zusenden,  aus  denjenigen,  welche  sie  sich 
durch  die  einzelnen  Elemente  der  Zwischenebene  hindurch  zusen- 
den ,  zusammengesetzt  sind ,  so  muss  auch  fär  sie  dasselbe  Ver- 
hältniss  gelten,  und  wir  finden  somit  als  Endresultat,  dass  die 
Wärmemengen,  welche  die  Flächenelemente  dSa  und  dSc  sich  im 
Ganzen  gegenseitig  zusenden,  sich  verhalten  wie 

Dieses  ist  dasselbe  Verhältniss,  welches  in  den  §§.  8  und  9 
für  den  Fall  gefunden  wurde,  wo  keine  Concentration  von  Strah- 
len stattfindet.  Es  ergiebt  sich  also,  dass  die  Concentration  der 
Strahlen,  wie  sehr  sie  auch  die  absolute  Grösse  der  Wärmemengen, 
welche  zwei  Flächenelemente  durch  Strahlung  mit  einander  aus- 
tauschen, verändert,  doch  das  Verhältniss  derselben  ungeän- 
dert  lässt. 

In  §.  9  ist  gezeigt,  dass,  wenn  bei  der  gewöhnlichen,  ohne  Con- 
centration stattfindenden  Zustrahlung  der  Satz  gelten  soll,  dass 
dadurch  nicht  Wärme  aus  einem  kälteren  in  einen  wärmeren  Kör- 
per übergeführt  werden  kann,  dann  die  Ausstrahlung  in  verschie- 
denen Medien  verschieden  sein  muss,  und  zwar  in  der  Weise,  dass 
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man  für  vollkommen  schwarze  Körper  von  gleicher  Tempera- 
tur hat: 

Ist  diese  Gleichung  erfüllt,  so  sind  auch  in  unserem  gegenwärti- 
gen Falle,  wo  von  den  Flächenelementen  dsa  und  dse  das  eine  das 
Bild  des  anderen  ist,  die  Wärmemengen,  welche  sie  sich  gegensei- 
tig zusenden,  unter  einander  gleich,  und  es  kann  daher,  trotz  der 
Concentration  der  Strahlen,  das  eine  Element  das  andere  nicht 
zu  einer  höheren  Temperatur  erwärmen,  als  es  selbst  hat. 

V.     Beziehung    zwischen    der    Vergrösserung    und    dem 

Verhältnisse    der  beiden   Kegelöffnungen  eines 

Elementar  strahlen  büschels. 

§.  13.  Als  ein  Nebenresultat  der  vorstehenden  Betrachtung 
möchte  ich  hier  gelegentlich  eine  Proportion  entwickeln,  welche 
mir  von  allgemeinem  Interesse  zu  sein  scheint,  indem  sie  eine 
eigenthümliche  Verschiedenheit  in  dem  Verhalten  der  Strahlen- 
büschel beim  Gegenstande  und  beim  Bilde  angiebt,  welche  stets 
in  bestimmter  Weise  stattfinden  muss,  wenn  Gegenstand  und  Bild 
verschiedene  Grössen  haben. 

Wenn  wir  ein  unendlich  schmales  Strahlenbüschel  betrachten, 
welches  von  einem  Puncte  des  Elementes  dSa  ausgehend  durch 
das  Element  dsi,  der  Zwischenebene  geht,  und  sich  dann  wieder 
in  einem  Puncte  des  Elementes  dsc  vereinigt,  so  können  wir  die 
Grösse  der  Divergenz,  welche  die  Strahlen  an  ihrem  Ausgangs- 
puncte  haben,  vergleichen  mit  der  Grösse  der  Convergenz,  welche 
dieselben  Strahlen  an  ihrem  Vereinigungspuncte  hahen.  Diese 
Divergenz  und  Convergenz,  wofür  wir  auch  mit  gemeinsamem  Aus- 
drucke sagen  können :  die  Oeffnungen  der  unendlich  schmalen  JEe- 
gel^  welche  das  Strahlenbüschel  am  Ausgangs-  und  Vereinigungs- 
puncte bildet,  ergeben  sich  unmittelbar  durch  dasselbe  Verfahren, 
welches  wir  in  §.  8  angewandt  haben. 

Wir  denken  uns  um  jeden  der  Puncte  eine  Kugelfläche  mit 
so  kleinem  Radius  beschrieben,  dass  wir  die  Strahlen  bis  zur  Ku- 
gelfläclie  als  geradlinig  ansehen  können,  und  betrachten  dann  d&s 
Flächenelement,  in  welchem  das  Strahlenbüschel  die  Kugelfläche 
schneidet.  Sei  dieses  Flächenelement  mit  da  bezeichnet,  uud 
heisse  der  Badius  der  Kugel  ^,  so  wird  die  Oeffiiung  des  unend* 
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lieh  schmalen  Kegels,  welcher  die  Strahlen,  soweit  sie  als  gerad- 
linig za  betrachten  sind,  einschliesst,  durch  den  Bruch  — -  darge- 

stellt 

Diesen  Bruch  haben  wir  in  §.  8  für  einen  ähnlichen  Fall  durch 
die  Gleichung  (20)  bestimmt,  und  in  dem  dort  gegebenen  Aus- 
drucke brauchen  wir  nur  die  Buchstaben  etwas  zu  ändern,  um 
die  für  unseren  gegenwärtigen  Fall  passenden  Ausdrücke  zu  er- 
halten. Um  die  Eegelöffnung  an  dem  in  der  Ebene  a  liegenden 
Ausgangspuncte  der  Strahlen  auszudrücken,  hat  man  in  dem  dor- 
tigen Ausdrucke  statt  des  Elementes  dsc  das  Element  eJs»,  und 
statt  der  Grösse  B  die  Grösse  C  zu  setzen.  Ausserdem  wollen 
wir  das  Zeichen  ^^  welches  den  Winkel  zwischen  dem  Elementar- 
strahlenbüschel  und  der  auf  dem  Flächenelemente  dSa  errichteten 
Normale  bedeutet,  um  bestimmter  anzudeuten,  dass  es  sich  um 
den  an  der  Ebene  a  liegenden  Winkel  handelt,  in  %a  umändern, 

und  aus  demselben  Grunde  auch  den  Bruch  — j-,  welcher  die  ge- 
suchte KegelöfiPhung  darstellt,  mit  dem  Index  a  versehen.  Dann 
kommt: 

(27)  m)    =  ^  Ods,, 

Um  die  andere  entsprechende  Gleichung  zu  erhalten,  welche  die 
Kegelöffnung  an  dem  in  der  Ebene  c  liegenden  Vereinigungs- 
puncte  bestimmt,  braucht  man  in  der  vorigen  nur  überall,  wo  der 
Index  a  steht,  den  Index  c  zu  setzen,  und  ausserdem  die  Grösse  O 
mit  Ä  zu  vertauschen,  also: 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  ergiebt  sich  die  Proportion : 

COS^a    /dö\       COSd'c   /dö\  ^        . 

und  wenn  man  hierauf  die  Gleichung  (26)  anwendet,  so  kommt: 

<^»)       "^  i^)/-^  (71= '- ■■  "•■ 

Führt  man  für  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeiten  die  Brechungs- 
coefficienten  der  Mittel  ein,  so  lautet  die  Proportion: 

(30)  n«^  cos  d^a  (""t)  •  ^c^  ^08  ^c  (t)  =  ^^c '  äSa- 
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Das  Verhältniss,  welches  in  diesen  Proportionen  an  der  rech- 
ten Seite  steht,  ist  das  Grössenverhältniss  zwischen  einem  Flächen- 
elemente des  Bildes  und  dem  entsprechenden  Flächenelemente 
des  Gegenstandes,  also  kurz  die  Flächenvergrösserung,  und  man 
erhält  also  durch  diese  Proportionen  eine  einfache  Beziehung 
zwischen  der  Vergrösserung  und  dem  Verhältnisse  der  Kegel- 
öffnungen eines  Elementarstrahlenbüschels.  Dabei  ist  es,  wie  man 
leicht  sieht,  für  die  Gültigkeit  der  Proportionen  nicht  gerade 
nöthig,  dass  die  Strahlen  schliesslich  convergirend  sind,  und  sich 
in  einem  Punkte  wirklich  schneiden,  sondern  sie  können  auch 
divergirend  sein,  so  dass  ihre  nach  rückwärts  gezogenen  gerad- 
linigen Verlängerungen  sich  in  einem  Punkte  schneiden,  und  das 
entstehende  Bild  ein  in  der  Optik  sogenanntes  virtuelles  ist. 

Nimmt  man  als  speciellen  Fall  an,  das  Mittel  am  Äusgangs- 
und  am  Vereinigungspuncte  sei  gleich,  wie  es  z.  B.  stattfindet, 
wenn  die  Strahlen  von  einem  in  der  Luft  befindlichen  Gegen- 
stände ausgehen,  und,  nachdem  sie  irgend  welche  Brechungen 
oder  Reflexionen  erlitten  haben,  ein  Bild  geben,  welches  sich  in 
der  Luft  befindet,  oder  in  der  Luft  gedacht  wird,  so  ist  Va  =  tr^ 
und  na  =  nc  zu  setzen,  und  es  kommt: 


cos 


*„(^)^:C08»,(^)  =  ds.:ds< 


Fügt  man  ferner  noch  als  Bedingung  hinzu,  dass  das  Elementar- 
strahlenbüschel  mit  beiden  Flächenelementen  gleiche  Winkel  bilde, 
z.  B.  auf  beiden  senkrecht  stehe,  so  heben  sich  auch  die  beiden 
Cosinus  fort,  und  es  kommt : 


(vi  '■  iv)r  ^''  '■  ^'- 


In  diesem  Falle  stehen  also  die  Kegelöffnungen  des  Elementar- 
strahlenbüschels am  Gegenstande  und  am  Bilde  einfach  im  um- 
gekehrten Verhältnisse,  wie  die  Grössen  der  einander  entspreohen- 
den  Flächenelemente  von  Gegenstand  und  Bild. 

In  der  ebenso  inhaltreichen  als  klaren  Auseinandersoczung 
der  Gesetze  der  Brechung  in  Systemen  kugeliger  Flächen,  welche 
Helmholtz  in  seiner  .„Physiologischen  Optik"  i)  gegeben  I  am 
daran  die  Betrachtung  derjenigen  Brechungen  zu  knüpfen,  welche 
im  Auge  vorkommen,  findet  sich  auf  S.  50,  und  erweitert  ari  S.  54 


^)  Allgemeine  Encyklopädie  der  Physik,  herausgegeben  von  G.  Kf^^t^n. 


.V 
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eine  Gleichung,  welche  die  Beziehung  zwischen  der  Bildgrösse  und 
der  Convergenz  der  Strahlen  für  den  Fall  ausdrückt,  wo  die  Rich- 
tungsänderung der  Strahlen  durch  Brechung  oder  auch  durch 
Reflexion  in  centrirten  Kugelflächen  bewirkt  wird,  und  wo  die 
Strahlen  auf  den  betreflenden  Ebenen,  welche  Gegenstand  und 
Bild  enthalten,  angenähert  senkrecht  stehen.  In  der  Allgemein- 
heit, wie  in  den  Proportionen  (29)  und  (30)  ist  die  Beziehung,  so 
viel  ich  weiss,  noch  nirgends  angegeben. 


VI.    Allgemeine  Bestimmung  der  gegenseitigen  Zustrah- 
lung  zwischen  Flächen,  in  denen  beliebige  Concen- 
trationen  vorkommen  können. 

§.  14.  Es  muss  nun  die  Betrachtung  dahin  verallgemeinert 
werden,  dass  sie  nicht  bloss  den  extremen  Fall,-  wo  alle  von  einem 
Puncto  der  Ebene  a  innerhalb  eines  gewissen  endlichen  Kegel- 
raumes ausgehenden  Strahlen  wieder  in  einem  Puncto  der  Ebene 
c  zusammentreffen,  so  dass  dort  ein  conjugirterBrennpunct  entsteht, 
sondern  jeden  beliebigen  Fall  der  Strahlenconcentration  umfasst. 

Um  den  Begriff  der  Concentration  näher  festzustellen,  sei  fol- 
gende Definition  eingeführt  Wenn  von  irgend  einem  Puncto  p^ 
Strahlen  ausgehen  und  auf  die  Ebene  c  fallen,  und  diese  Strah- 
len haben  in  der  Nähe  dieser  Ebene  solche  Richtungen,  dass  an 
einer  Stelle  der  Ebene  die  Dichtigkeit  der  auffallenden  Strahlen 
gegen  die  mittlere  Dichtigkeit  unendlich  gross  ist,  so  wollen  wir 
sagen,  es  finde  an  dieser  Stelle  Concentration  der  von  pa  ausge- 
henden Strahlen  statt. 

Nach  dieser  Definition  können  wir  den  Fall  der  Strahlencon- 
centration leicht  mathematisch  kenntlich  machen.  Wir  nehmen 
zwischen  dem  Puncto  p«  und  der  Ebene  c  irgend  eine  Zwischen- 
ebene 6,  welche  so  gelegen  ist,  dass  in  dieser  keine  Concentration 
der  von  pa  ausgehenden  Strahlen  stattfindet ,  und  dass  auch  die 
Ebeffen  i  und  c,  soweit  sie  hierbei  in  Betracht  kommen,  zu  ein- 
ander in  solcher  Beziehung  stehen,  dass  die  von  den  Puncten  der 
einenVäusgehenden  Strahlenbüschel  in  der  anderen  keine  Concen- 
traticn  erleiden.  Dann  denken  wir  uns  ein  von  pa  ausgehendes 
unendlich  schmales  Strahlenbüschel,  welches  die  Ebenen  b  und  c 
schneidet,  und  vergleichen  die  Grössen  der  Flächenelemente  dsi, 
OT'^  i^c,  in  denen  der  Durchschnitt  stattfindet.    Wenn  dann  das 

\JlAU8iii8,  m«ch.  Wftrmethebrie.  23 
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Element  dSc  im  Verhältnisse  zu  dsb  verschwindend  klein  ist,  so 
dass  man  setzen  kann: 

w         s = «■ 

so  ist  das  ein  Zeichen,  dass  in  der  Ebene  c  Strahlenconcentration 
in  dem  oben  angegebenen  Sinne  stattfindet. 

Gehen  wir  nun  zu  den  in  §.  6  gegebenen  Gleichungen  (IL)  zu- 
rück, so  sind  die  in  der  ersten  Horizontalreihe  stehenden  Glei- 
chungen auf  unseren  gegenwärtigen  Fall  bezüglich,  und  unter  den 
drei  dort  befindlichen  Brüchen,  welche  das  Verhältniss  der  Flä- 
chenelemente darstellen,  ist  wiederum  der  erste  in  unserem  Falle 
anwendbar,  weil  nach  der  gemachten  Annahme  über  die  Lage  der 
Zwischenebene  die  Grössen  Ä  und  E  sich  in  gewöhnlicher  Weise 
bestimmen  lassen.     Wir  haben  ajso  die  Gleichung: 

dSc  _  E 
dsi,         Ä 

Soll  dieser  das  Verhältniss  der  beiden  Flächenelemente  ausdrü- 
ckende Bruch  Null  werden,  so  muss  es  dadurch  geschehen,  dass 
der  Zähler  E  Null  wird,  denn  der  Nenner  Ä  kann  nach  der  ge- 
machten Annahme  über  die  Lage  der  Ebene  b  nicht  unendlich 
gross  werden.  Wir  haben  also  als  mathematisches  Criterium  zur 
Entscheidung,  ob  die  vom  Puncto  pa  ausgehenden  Strahlen  an  der 
betreffenden  Stelle  der  Ebene  c  eine  Concentration  erleiden  oder 
nicht,  die  Bedingungsgleichung: 

(32)  E  =  0, 

welche  im  Falle  der  Concentration  erfüllt  sein  muss. 

Nehmen  wir  nun  umgekehrt  an,  es  sei  in  der  Ebene  c  ein 
Punct  pc  gegeben,  und  es  soll  entschieden  werden,  ob  die  von  die- 
sem ausgehenden  Strahlen  an  irgend  einer  Stelle  der  Ebene  a 
eine  Concentration  erleiden,  so  haben  wir  in  ganz  entsprechender 
Weise  die  Bedingung : 

ds,        ^' 
und  da  wir  nach  (IL)  setzen  können: 

dSg E^ 

ds,  ~  C 

so  erhalten  wir  wieder  dieselbe  Bedingungsgleichung: 

Et=:0. 
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In  der  That  ist  auch  leicht  zu  sehen,  dass  in  dem  Falle,  wo  die 
von  einem  Puncte  der  Ebene  a  ausgehenden  Strahlen  in  einem 
Puncto  der  Ebene  c  eine  Concentration  erleiden,  auch  umgekehrt 
die  von  diesem  letzteren  Puncte  ausgehenden  Strahlen  in  dem 
ersteren  eine  Concentration  erleiden  müssen. 

Da  wir  in  den  Gleichungen  (12)  und  (13)  die  Beziehungen 
ausgedrückt  haben,  welche  zwischen  den  sechs  Grössen  A^  J5,  (7, 
D,  E^  F  stattfinden ,  so  können  wir  diese  Gleichungen  anwenden, 
um  zu  erkennen,  was  in  einem  solchen  Falle,  wo  J5?  =  0  wird, 
während  Ä  und  C  von  Null  verschiedene  endliche  Werthe  haben, 
aus  den  drei  Grössen  JS,  D  und  F  wird.  Nach  jenen  Gleichun- 
'  gen  hat  man: 

(33)  ^=-:B'  ^=  £'   ^=E' 

Daraus  ergiebt  sich,  dass  alle  drei  Grössen  für  den  gegenwärti- 
gen Fall  unendlich  gross  werden. 

§.  15.  Wir  wollen  nun  das  Verhältniss  der  Wärmemengen, 
welche  zwei  Flächen  durch  Strahlung  mit  einander  austauschen, 
in  solcher  Weise  zu  bestimmen  suchen,  dass  das  Resultat,  unab- 
hängig davon,  ob  eine  Concentration  von  Strahlen  stattfindet,  oder 
nicht,  in  allen  Fällen  gültig  sein  muss. 

Der  grösseren  Allgemeinheit  wegen  seien  statt  der  bisher  be- 
trachteten Ebenen  a  und  c,  zwei  beliebige  Flächen  gegeben,  welche 
Sa  uiid  Sc  heissen  mögen.  Zwischen  ihnen  nehmen  wir  irgend  eine 
dritte  Fläche  s^  an,  welche  nur  die  Bedingung  zu  erfüllen  braucht, 
dass  die  Strahlen,  welche  von  Sa  nach  Sc  oder  umgekehrt  gehen, 
in  Sb  keine  Concentration  erleiden.  Nun  sei  in  s«  irgend  ein  Ele- 
ment dsa  gewählt,  und  in  St  ein  Element  dsö,  welches  so  liegt, 
dass  die  von  dSa  durch  dsb  gehenden  Strahlen  auf  ihrer  Fort- 
setzung die  Fläche  Sr.  treflfen.  Dann  wollen  wir  zunächst  bestim- 
men :  wie  viel  Wärme  das  Element  dSa  durch  das  Elefnent  dSb  hin- 
durch der  Fläche  Se  zusendet ,  und  wie  viel  Wärme  es  durch  eben 
Jenes  Element  der  Zwischenfläche  hindurch  von  der  Fläche  Se  zur 
rück  erhalt. 

Um  die  zuerst  genannte  Wärmemenge  zu  erhalten,  brauchen 
-wir  nur  zu  bestimmen,  wieviel  Wärme  das  Element  dSa  dem  Ele- 
mente dSb  zusendet,  denn  nach  der  gemachten  Annahme  über  die 
Lage  des  Elementes  ds^  muss  alle  diese  Wärme,  nachdem  sie  das 
Element  dsi,  passirt  hat,  die  Fläche  5c  treffen.  Diese  Wärmemenge 
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lässt  sich  mit  Hülfe  der  früher  entwickelten  Formeln  sofort  aus- 
drücken. Wir  denken  uns  in  einem  Puncto  des  Elementes  dSa 
eine  Tangentialebene  an  die  Fläche  Sa  gelegt,  und  ebenso  in  einem 
Puncto  des  Elementes  dSb  eine  Tangentialebene  an  s^,  imd  be- 
trachten die  gegebenen  Flächenelemente  als  Elemente  dieser  Ebe- 
nen. Wenn  wir  dann  in  diesen  Tangentialebenen  die  Coordina- 
tensysteme  Xat  ya  nnd  Xj,^  y^  einführen,  und  die  in  der  dritten  der 
Gleichungen  (I.)  bestimmte  Grösse  C  bilden,  so  wird  die  gesuchte 
Wärmemenge,  welche  das  Element  dSa  nach  dem  Elemente  ds^n 
und  durch  dieses  hindurch  nach  Sc  sendet,  dargestellt  durch  den 
Ausdruck : 

Q 

^aVa^  —   dSadSb' 
7t 

Was  nun  die  Wärmemenge  betrifft,  welche  das  Element  dSa 
durch  dst  hindurch  von  der  Fläche  Sc  erhält,  so  findet  in  Bezug 
auf  die  Puncto  der  Fläche  Sc,  von  welchen  diese  Strahlen  ausge- 
hen, im  Allgemeinen  nicht  jenes  einfache  Verhalten  statt,  wie  in 
jenem  speciellen  Falle,  wo  das  Element  dSa  ein  in  die  Fläche  Sc 
fallendes  optisches  Bild  dSc  hat,  und  daher  selbst  ebenfalls  das 
optische  Bild  des  Elementes  dSc  ist.  Wählen  wir  in  dem  Zwischen- 
elemente dSb  einen  bestimmten  Punct  pi,^  und  denken  uns  von 
allen  Puncten  des  Elementes  dSa  Strahlen  durch  diesen  Punct 
gehend,  so  erhalten  wir  ein  unendlich  schmales  Strahlenbüschel, 
welches  die  Fläche  Se  iu  einem  gewissen  Flächenelemente  schneidet. 
Dieses  Flächenelement  ist  es,  welches  dem  Elemente  dSa  durch 
den  gewählten  Punct  jp»  hindurch  Strahlen  zusendet  Wählen 
wir  nun  aber  in  dem  Zwischenelemente  dsi,  einen  anderen  Punct 
als  Ereuzungspunct  des  Strahlenbüschels,  so  erhalten  wir  in  der 
Fläche  Sc  ein  eiwas  anders  liegendes  Element.  Die  Strahlen,  welche 
das  Element  dSa  von  der  Fläche  Sc  durch  verschiedene  Puncte 
des  Zwischenelementes  erhält,  stammen  also  nicht  alle  von  einem 
und  demselben  Elemente  der  Fläche  s^  her. 

Da  nun  aber  die  Grösse  des  Zwischenelementes  dSb  willkür- 
lich ist,  so  hindert  uns  nichts,  dieses  Element  so  klein  zu  nehmen, 
dass  es  ein  unendlich  Kleines  von  höherer  Ordnung  ist,  als  das 
gegebene  Element  dSa-  Wenn  in  diesem  Falle  der  Ereuzungs- 
punct des  Strahlenbüschels  innerhalb  des  Elementes  dsi,  seine 
Lage  ändert,  so  kann  dadurch  das  Element  der  Fläche  $«,  welches 
dem  Elemente  dSa  entspricht,  seine  Lage  nur  so  wenig  ändern, 
dass  die  Unterschiede  im  Vergleiche  mit  den  Dimensionen  des 


dsc  =  —3-  äSa' 
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Elementes  unendlich  klein  sind,  und  daher  vernachlässigt  werden 
dürfen.  Man  kann  somit  in  diesem  Falle  das  Element  dSc^  wel- 
ches man  erhält,  wenn  man  einen  heliehigen  Punct  pi,  des  Elemen- 
tes dsb  auswählt,  und  zum  Ereuzungspuncte  des  von  dsa  ausge- 
henden Strahlenhüschels  macht,  als  denjenigen  Theil  der  Fläche 
Sc  betrachten,  welcher  durch  dsb  hindurch  mit  dem  Elemente  dSa 
Strahlen  austauscht 

Die  Grösse  dieses  Elementes  dse  können  wir  dem  Früheren 
nach  leicht  ausdrücken.  Wir  denken  uns,  wie  vorher,  in  dem 
Puncte  p5  eine  Tangentialebene  an  die  Fläche  S6,  und  ebenso  in 
einem  Puncte  des  Elementes  dSa  und  in  einem  Puncte  des  Ele- 
mentes dSc  Tangentialebenen  an  die  Flächen  Sa  und  Se  gelegt,  und 
betrachten  die  beiden  letzteren  Flächenelemente  als  Elemente  der 
Tangentialebenen.  Führen  wir  dann  in  den  drei  Tangentialebe- 
nen Coordinatensysteme  ein,  und  bilden  die  in  der  ersten  und 
dritten  der  Gleichungen  (I.)  bestimmten  Grössen  A  und  C,  so 
können  wir  nach  (IL)  schreiben: 

£ 
Ä 

Die  Wärmemenge,  welche  dieses  Element  dSc  dem  Elemente 
dsh  zusendet,  und  welche  wir,  wie  gesagt,  als  diejenige  ansehen 
können,  die  das  Element  dSa  durch  dSb  hindurch  von  der  Fläche 
Sc  erhält,  wird  dargestellt  durch: 

CeVe^  —  ^SedSt, 

und  wenn  wir  hierin  für  dSe  den  in  der  vorigen  Gleichung  gege- 
benen Werth  setzen,  so  kommt  : 

(1 

€cVc^  —  dSadSf,. 
% 

Vergleicht  man  diesen  Ausdruck  mit  dem  oben  gefundenen, 
welcher  die  Wärmemenge  darstellt,  die  das  Element  dSa  durch 
dSh  hindurch  der  Fläche  $(.  zusendet,  so  sieht  man,  dass  sich  beide 
unter  einander  verhalten  wie  Ca'Oc?  :  ecV^.  Nimmt  man  nun  an, 
das6  So  ^iiid  Sc  die  Oberflächen  zweier  vollkommen  schwarzer  Kör- 
per von  gleicher  Temperatur  seien,  und  macht  für  solche  Flächen, 
wie  es  sich  schon  bei  der  ohne  Concentration  stattfindenden  Wär- 
mestrahlung als  nothwendig  herausstellte,  die  Annahme,  dass  die 
beiden  Producte  taVc?  und  ecV^  gleich  sind,  so  sind  auch  die 
durch  die  beiden  Ausdrücke  dargestellten  Wärmemengen  gleich. 
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§.  16.  Wählt  man  in  der  Zwischenfläche  s^  statt  des  vorher 
betrachteten  Elementes  ein  anderes,  auch  als  unendlich  klein  von 
höherer  Ordnung  vorausgesetztes  Element,  so  hat  dasjenige  Ele- 
ment der  Fläche  s<.,  welches  durch  dieses  Element  der  Zwischen- 
fläche hindurch  mit  dem  Elemente  dsa  Strahlen  austauscht,  eine 
andere  Lage,  als  im  vorigen  Falle,  aber  wiederum  sind  die  beiden 
ausgetauschten  Wärmemengen  unter  einander  gleich;  und  ebenso 
verhält  es  sich  mit  allen  anderen  Elementen  der  Zwischenfläche. 

Um  die  Wärmemenge  zu  erhalten,  welche  das  Element  dsa 
der  Fläche  5c  nicht  nur  durch  ein  einzelnes  Element  der  Zwischen- 
fläche,  sondern  im  Ganzen  zusendet,  und  ebenso  die  Wärme- 
menge, welche  es  im  Ganzen  von  5^  zurückerhält,  muss  man  die  bei- 
den gefundenen  Ausdrücke  in  Bezug  auf  die  Fläche  s^  integriren, 
und  das  Integral  auf  den  Theil  dieser  Fläche  ausdehnen,  welcher 
von  den  Strahlen,  die  von  dem  Elemente  ds«  nach  der  Fläche  s« 
und  umgekehrt  gehen,  getroffen  wird.  Dabei  versteht  es  sich  von 
selbst,  dass,  wenn  für  jedes  Flächenelement  d$i,  die  beiden  Diffe- 
rentialausdrücke gleich  sind,  dann  auch  die  Integrale  gleich  sein 
müssen. 

Will  man  endlich  die  Wärmemengen  haben,  welche  die  ganze 
Fläche  Sa  niit  der  Fläche  Sc  austauscht,  so  muss  man  die  beiden 
Ausdrücke  auch  in  Bezug  auf  die  Fläche  Sa  integriren,  wodurch 
wiederum  die  Gleichheit,  welche  für  die  einzelnen  Elemente  dSa 
besteht,  nicht  gestört  werden  kann. 

Der  weiter  oben  für  speciellere  Fälle  gefundene  Satz,  dass 
zwei  vollkommen  schwarze  Körper  von  gleicher  Temperatur,  so- 
fern die  Gleichung  eaVa^  =  €cVc^  für  sie  gilt,  gleich  viel  Wärme 
mit  einander  austauschen,  ergiebt  sich  somit  auch  als  Resultat 
einer  Betrachtung,  welche  ganz  davon  unabhängig  ist,  ob  die  von  s« 
ausgehenden  Strahlen  in  s«,  und  umgekehrt  die  von  Se  ausgehen- 
den Strahlen  in  Sa  eine  Concentration  erleiden,  indem  nur  die  Be- 
dingung gestellt  wurde,  dass  die  von  Sa  und  Se  ausgehenden  Strahlen 
in  der  Zwischenfläche  Sb  keine  Concentration  erleiden,  eine  Be- 
dingung, welche  sich  immer  erfüllen  lässt,  da  man  die  Zwischen- 
fläche  beliebig  wählen  kann. 

Aus  diesem  Resultate  folgt  natürlich  auch  weiter,  dass,  wenn 
ein  gegebener  schwarzer  Körper  nicht  bloss  mit  Einem,  sondern 
mit  beliebig  vielen  anderen  schwarzen  Körpern  von  gleicher  Tem- 
peratur in  Wechselwirkung  steht,  er  von  allen  zusammen  gerade 
so  viel  Wärme  erhält,  als  er  ihnen  zusendet 
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§.  17.  Alle  vorstehenden  Entwickelungen  wurden  unter  der 
Voraussetzung  gemacht,  dass  die  vorkommenden  Brechungen  und 
Reflexionen  ohne  Verlust  geschehen,  und  keine  Absorption  statt- 
finde. Mau  kann  sich  aber  leicht  davon  überzeugen,  dass  das 
gewonnene  Resultat  sich  nicht  ändert,  wenn  man  diese  Bedingung 
fallen  lässt  Betrachtet  man  nämlich  die  verschiedenen  Vorgänge, 
durch  welche  ein  Strahl  auf  dem  Wege  von  einem  Körper  zu 
einem  anderen  geschwächt  werden  kann,  sei  es  dadurch,  dass  an 
einer  Stelle,  wo  der  Strahl  die  Gränzfläche  zweier  Mittel  trifft,  ein 
Theil  unter  Brechung  in  das  angränzende  Mittel  eindringt  und 
der  andere  reflectirt  wird ,  so  dass  man  es ,  mag  man  den  einen 
oder  den  anderen  Theil  als  die  Fortsetzung  des  ursprünglichen 
Strahles  betrachten,  in  beiden  Fällen  mit  einem  geschwächten 
Strahle  zu  thun  hat,  sei  es  dadurch,  dass  der  Strahl. beim  Durch- 
dringen eines  Mittels  theilweise  absorbirt  wird,  so  gilt  in  jedem 
dieser  Fälle  das  Gesetz,  dass  bei  zwei  Strahlen,  welche  sich  auf 
demselben  Wege  hinwärts  und  rückwärts  fortpflanzen,  die  Schwä- 
chung in  gleichem  Verhältnisse  stattfindet.  Die  Wärmemengen, 
welche  zwei  Körper  sich  gegenseitig  zusenden,  werden  daher 
durch  solche  Vorgänge  stets  beide  in  gleicher  Weise  geschwächt, 
so  dass,  wenn  sie  ohne  die  Schwächung  gleich  gewesen  wären,  sie 
auch  nach  der  Schwächung  gleich  sind. 

Mit  den  vorher  erwähnten  Vorgängen  hängt  auch  ein  ande- 
rer Umstand  zusammen,  nämlich  der,  dass  ein  Körper  aus  einer 
und  derselben  Richtung  Strahlen  erhalten  kann,  welche  von  ver- 
schiedenen Körpern  herstammen.  Unser  Körper,  welcher  A  heisse, 
kann  z.  B.  aus  einem  Puncte,  welcher  an  der  Gränzfläche  zweier 
Mittel  liegt,  zwei  der  Richtung  nach  zusammenfallende,  aber  doch 
von  zwei  verschiedenen  Körpern,  B  und  0,  herstammende  Strah- 
len erhalten,  von  welchen  der  eine  aus  dem  angränzenden  Mittel 
kommt,  und  in  jenem  Puncte  gebrochen  ist,  und  der  andere  schon 
vorher  in  demselben  Mittel  war,  und  in  jenem  Puncte  reflectirt 
ist  In  diesem  Falle  sind  aber  beide  Strahlen  durch  die  Brechung 
und  die  Reflexion  in  der  Weise  geschwächt,  dass,  wenn  sie  vorher 
beide  gleich  stark  waren,  nachher  ihre  Summe  ebenso  stark  ist, 
wie  vorher  jeder  einzelne.  Denkt  man  sich  dann  von  unserem 
Körper  Ä  in  umgekehrter  Richtung  einen  ebenso  starken  Strahl 
ausgehend,  so  wird  dieser  in  demselben  Puncte  in  zwei  Theile  ge- 
theilt,  von  denen  der  eine  in  das  angränzende  Mittel  eindringt, 
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und  dann  weiter  nach  dem  Körper  B  geht,  und  der  andere  re- 
flectirt  wird,  und  nach  dem  Körper  G  geht.  Die  beiden  Theile, 
welche  in  dieser  Weise  von  A  nach  B  und  C  gelangen,  sind  ebenso 
gross,  wie  die  Strahlentheile,  welche  A  von  B  und  C  erhält.  Der 
Körper  A  steht  also  mit  jedem  der  beiden  Körper  B  und  C  in 
jener  Wechselbeziehung,  dass  er,  unter  Voraussetzung  gleicher 
Temperaturen,  gleich  viel  Wärme  mit  ihm  austauscht.  Dasselbe 
muss  wegen  der  Gleichheit  der  Wirkungen ,  welche  zwei  auf  ir- 
gend einem  Wege  hin-  und  zurückgehende  Strahlen  erleiden,  in 
allen  anderen  noch  so  complicirten  Fällen  stattfinden. 

Wenn  man  ferner  statt  der  vollkommen  schwarzen  Körper 
auch  solche  betrachtet,  welche  die  auf  sie  fallenden  Strahlen  nur 
theilweise  absorbiren,  oder  wenn  man  statt  der  homogenen  Wärme 
solche  Wärme  betrachtet,  welche  Wellensysteme  von  verschiede- 
nen Wellenlängen  gemischt  enthält,  oder  endlich,  wenn  man,  an- 
statt alle  Strahlen  als  unpolarisirte  anzusehen,  auch  die  Polari- 
sationserscheinungen berücksichtigt,  so  kommen  in  allen  diesen 
Fällen  immer  nur  solche  Umstände  zur  Sprache,  welche  in  glei- 
cher Weise  für  die  vom  Körper  ausgesandte  Wärme  gelten,  wie 
für  die,  welche  er  von  anderen  Körpern  empfangt. 

Es  ist  nicht  nöthig,  auf  alle  diese  Umstände  hier  näher  ein- 
zugehen, denn  diese  Umstände  finden  auch  bei  der  gewöhnlichen, 
ohne  Concentration  vor  sich  gehenden  Strahlung  statt,  und  der 
Zweck  der  vorliegenden  Abhandlung  bestand  nur  darin,  die  Wir- 
kungen zu  betrachten,  welche  durch  die  Gonceritration  der  Strah- 
len möglicher  Weise  entstehen  können. 

§.  18.  Die  Hauptresultate  der  angestellten  Betrachtungen 
können  kurz  folgendermaassen  ausgesprochen  werden. 

1)  Um  die  Wirkungen  der  gewöhnlichen,  ohne  Concentration 
stattfindenden  Wärmestrahlung  mit  dem  Grundsatze,  dass  die 
Wärme  nicht  von  selbst  aus  einem  kälteren  in  einen  wärmeren 
Körper  übergehen  kann,  in  Einklang  zu  bringen,  ist  es  nothwen- 
dig  anzunehmen,  dass  die  Stärke  der  Emission  eines  Körpers 
nicht  nur  von  seiner  eigenen  Beschaffenheit  und  seiner  Tempera- 
tur, sondern  auch  von  der  Natur  des  umgebenden  Mittels  abhängt, 
und  zwar  in  der  Weise,  dass  die  Emissionsstärken  in  verschiede- 
nen Mitteln  im  umgekehrten  Verhältnisse  stehen  mit  den  Quadra- 
ten  der   Fortpflanzungsgeschwindigkeiten    der   Strahlen  in  den 
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Mitteln,  oder  im  directen  Verhältnisse  mit   den  Quadraten  der 
Brechungscoefficienten  der  Mittel 

2)  Wenn  diese  Annahme  üher  den  Einfluss  des  umgebenden 
Mittels  auf  die  Emission  richtig  ist,  so  ist  jener  Grundsatz  nicht 
nur  bei  der  ohne  Concenträtion  stattfindenden  Wärmestrahlung 
erfüllt,  sondern  er  muss  auch  gültig  bleiben,  wenn  die  Strahlen 
durch  Brechungen  oder  Reflesdonen  in  beliebiger  Weise  concen- 
trirt  werden,  denn  die  Concenträtion  kann  zwar  die  absolute 
Grösse  der  Wärmemengen,  welche  zwei  Körper  einander  durch 
Strahlung  mittheilen,  nicht  aber  das  Verhältniss  dieser  Wärme- 
mengen ändern. 


28* 
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ABHANDLUNG  IX. 


Uebep  verschiedene  für  die  Anwendung  bequeme  Formen 
der  Hauptgleioliungen  der  mechanisolien 

Wärmetheorie. 

Vorgetragen  in  der  Züricher  naturforschenden  Gesellschaft  am  24.  April  1865, 
abgedruckt  in  der  Vierteljahrsschrift  dieser  Gesellschaft  Bd.^X,  S.  1;  Pogg. 
Ann.  Juliheft  1865,  Bd.CXXV,  S.  353;  Journ.  de  Liouvüle  2es4r.  t.  X,  p.  361i). 


In  meinen  bisherigen  Abhandlungen  über  die  mechanische 
Wärmetheorie  habe  ich  vorzugsweise  den  Zweck  verfolgt,  eine 
sichere  Basis  fiir  die  Theorie  zu  gewinnen,  indem  ich  namentlich 
den  zweiten  Hauptsatz,  welcher  dem  Verständnisse  viel  schwerer 
zugänglich  ist  als  der  erste,  in  seine  einfachste  und  zugleich  all- 
gemeinste Form  zu  bringen  und  seine  Nothwendigkeit  zu  beweisen 
suchte.  Specielle  Anwendungen  habe  ich  nur  in  soweit  durch- 
genommen, als  sie  mir  entweder  als  Beispiele  zur  Erläuterung 
zweckmässig  oder  für  die  Praxis  von  besonderem  Interesse  zu  sein 
schienen. 

Je  mehr  nun  aber  die  mechanische  Wärmetheorie  in  ihren 
Principien  als  richtig  anerkannt  wird,  desto  mehr  tritt  in  physi- 
kalischen und  mechanischen  Kreisen  das  Bestreben  hervor,  sie 
auf  verschiedenartige  Erscheinungen  anzuwenden,  und  da  die  be- 


^)  Diese  Abhandlung,  welche  erst  nach  dem  Erscheinen  des  ersten  Thei- 
les  der  Abhandlungensammlong  veröfifentlicht  ist,  steht  mit  den  dort 
vereinigten  Abhandlungen  in  innigem  Zusammenhange,  und  ich  lasse  sie 
daher  den  Anfang  des  zweiten  Theiles  bilden,  damit  sie  sich  auch  äusserlich 
möglichst  nahe  an  den  ersten  Theil  anschliesse. 

Clauains,  meoh.  W&rmetheorie.  IL  \ 
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treffenden  Differentialgleichungen  etwas  anders  behandelt  werden 
müssen,  als  die  sonst  gewöbnlich  yorkommenden  Differentialglei- 
chungen von  äusserlich  ähnlichen  Gestalten,  so  stösst  man  bei  den 
Rechnungen  häufig  auf  Schwierigkeiten,  welche  der  Ausfährung 
hinderlich  in  den  Weg  treten,  oder  zu  Fehlern  Veranlassung  ge- 
ben. Unter  diesen  Umständen  habe  ich  geglaubt,  den  Physikern 
und  Mechanikern  einen  Dienst  zu  erweisen,  wenn  ich  die  Haupt- 
gleichungen  der  mechanischen  Wärmetheorie,  indem  ich  von  ihren 
allgemeinsten  Formen  ausgehe,  in  yerschiedene  andere  auf  spe- 
cielle  Voraussetzungen  bezügliche  Formen  bringe,  in  welchen  sie 
sich  auf  die  verschiedenartigen  besonderen  Fälle  unmittelbar  an- 
wenden lassen,  und  demnach  bequemer  für  den  Gebrauch  sind,  als 
in  jenen  allgemeinen  Formen. 

§.  1.  Die  ganze  mechanische  Wärmetheorie  beruht  auf  zwei 
Hauptsätzen,  dem  Satze  von  der  Aequivalenz  von  Wärme  und 
Arbeit  und  dem  Satze  von  der  Aequivalenz  der  Verwandlungen. 

Um  den  ersten  Satz  analytisch  auszudrücken,  denken  wir  uns 
irgend  einen  Körper,  welcher  seinen  Zustand  ändert,  und  betrachten 
die  Wärmemenge,  welche  ihm  während  dieser  Zustandsänderung 
mitgetheilt  werden  muss.  Bezeichnen  wir  diese  Wärmemenge  mit 
Qy  wobei  eine  vom  Körper  abgegebene  Wärmemenge  als  aufge- 
nommene negative  Wärmemenge  gerechnet  werden  soll,  so  gilt 
'  für  das  einer  unendlich  kleinen  Zustandsänderung  entsprechende 
Element  d  Q  der  aufgenommenen  Wärme  folgende  Gleichung : 

(I.)  dQ  =  dU-\-ÄdW. 

Hierin  bedeutet  ü  die  Grösse,  welche  ich  zuerst  in  meiner  Ab- 
handlung von  1850  in  die  Wärmelehre  eingeführt  und  als  die 
Summe  der  hinzugekommenen  freien  Wärme  und  der  zu  innerer 
Arbeit  verbrauchten  Wärme  definirt  habei).  W.  Thomson  hat 
für  diese  Grösse  später  den  Namen  Energie  des  Körpers  vorge- 
schlagen^), welcher  Benennungsweise  ich  mich,  als  einer  sehr  zweck- 
mässig gewählten,  angeschlossen  habe,  wobei  ich  aber  doch  glaube, 
dass  man  sich  vorbehalten  kann,  in  solchen  Fällen,  wo  die  beiden 
in  ü  enthaltenen  Bestandtheile  einzeln  angedeutet  werden  müssen, 
auch  den  Ausdruck  Wärme-  und  WerMnhaU  zu  gebrauchen,  wel- 
cher meine  ursprüngliche  Definition  in  etwas  vereinfachter  Form 
wiedergiebt.    W  bedeutet  die  während  der  Zustandsänderung  des 


1)  Pogg.  Ann.  Bd.  LXXIX,  S.  385,  und  diese  SammluDg  Abth.  I,  S.  33. 

2)  Phil  Mag,  4tf»  Ser.  Vol.  IX,  p.  523. 
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Körpers  gethane  äussere  Arbeit,  und  A  das  Wärmeäquiyalent  für 
die  Einheit  der  Arbeit  oder  kürzer  das  calorische  Äequivälent  der 
Arbeit  Hiemach  ist  AW  die  nach  Wärmemaasse  gemessene 
äussere  Arbeit  oder,  gemäss  einer  kürzlich  von  mir  vorgeschlage- 
nen bequemeren  Benennungsweise,  das  äussere  WerJc  ^). 

Wenn  man  der  Kürze  wegen  das  äussere  Werk  durch  einen 
einfachen  Buchstaben  bezeichnet,  indem  man  setzt: 

AW=w,      . 

80  kann  man  die  Torige  Gleichung  folgendermaassen  schreiben: 

(la.)  dQ  =  dU+  dw. 

um  den  zweiten  Hauptsatz  auf  die  einfachste  Art  analytisch 
auszudrücken,  wollen  wir  annehmen,  die  Veränderungen,  welche 
der  Körper  erleidet,  bilden  einen  Kreisprocess^  durch  welchen  der 
Körper  schliesslich  wieder  in  seinen  Anfangszustand  zurückkommt. 
Unter  dQ  sei  wieder  ein  Element  der  aufgenommenen  Wärme  yer- 
standen,  und  T  bedeute  die  vom  absoluten  Nullpunkte  an  gezählte 
Temperatur,  welche  der  Körper  in  dem  Momente  hat,  wo  er  die- 
ses Wärmeelement  aufnimmt,  oder,  falls  der  Körper  in  seinen  ver- 
schiedenen Theilen  verschiedene  Temperaturen  hat,  die  Tempera- 
tur des  Theiles,  welcher  das  Wärmeelement  d  Q  aufnimmt  Wenn 
"man  dann  das  Wärmeelement  durch  die  dazugehörige  absolute 
Temperatur  dividirt,  und  den  dadurch  entstehenden  Di£ferential- 
ausdruck  für  den  ganzen  Kreisprocess  integrirt,  so  gilt  für  das  so 
gebildete  Integral  die  Beziehung: 

(H.)  /^  g  0, 

worin  das  Gleichheitszeichen  in  solchen  Fällen  anzuwenden  ist, 
wo  alle  Veränderungen,  aus  denen  der  Kreisprocess  besteht,  in 
umkehrbarer  Weise  vor  sich  gehen,  während  in  solchen  Fällen,  wo 
die  Veränderungen  in  nicht  umkehrbarer  Weise  geschehen,  das 
Zeichen  <  gilt »). 

^)  [Siehe  Zusatz  A  zu  Abhandlung  VI.] 

^)  In  meiner  Abhandlung  „über  eine  veränderte  Form  des  zweiten 
Hauptsatzes  der  mechanischen  Wärmetheorie"  [Abhandlung  lY.  dieser  Samm- 
lang]  in  welcher  ich  zuerst  den  auf  Kreisprocesse  bezüglichen  allgemeinsten 
Ausdruck  des  zweiten  Hauptsatzes  gegeben  habe,  habe  ich  das  Vorzeichen 
des  darin  vorkommenden  Differentials  dQ  anders  gewählt  als  hier,  indem 
dort  ein  von  dem  yeranderlichen  Körper  an  ein  Wärmereservoir  abgegebe- 
nes Wärmeelement  positiv,  und  ein  einem  Wärmereservoir  entzogenes  Wärme- 
element negativ  gerechnet  ist.   Bei  dieser  Wahl  der  Vorzeichen,  welche  bei 
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§.  2.  Wir  wollen  nun  zunächst  die  in  der  Gleichung  (la.)  vor- 
kommenden  Grössen  in  Bezug  auf  ihr  Verhalten  bei  verschiedenen 
Arten  von  Veränderungen  des  Körpers  näher  betrachten. 

Das  äussere  Werk  w,  welches  gethan  wird,  während  der  Kör- 
per aus  einem  gegebenen  Anfangszustande  in  einen  bestimmten 
anderen  Zustand  übergeht,  hängt  nicht  bloss  vom  Anfangs-  und 
Endzustande,  sondern  auch  noch  von  der  Art  des  Ueberganges  ab. 

Erstens  kommt  es  darauf  an,  ob  die  äusseren  Kräfte,  welche 
auf  den  Körper  wirken,  und  welche  entweder  von  den  ihnen  ent- 
gegenwirkenden eigenen  Kräften  des  Körpers  überwunden  werden 
oder  umgekehrt  diese  letzteren  überwinden  (wonach  wir  das  äussere 
Werk  als  positives  oder  negatives  unterscheiden),  den  eigenen 
Kräften  des  Körpers  in  jedem  Augenblicke  gleich  oder  von  ihnen 
verschieden  sind,  wobei  natürlich  Verschiedenheiten  immer  nur  in 
dem  Sinne  vorkommen  können,  dass  die  überwindende  Kraft 
grösser  ist,  als  die  überwundene.  Man  kann  nun  freilich  sagen, 
dass  jederzeit,  wenn  überhaupt  eine  Kraft  eine  andere  überwinden 
soll,  sie  dazu  grösser  seinmuss  als  diese;  da  aber  der  unterschied 
zwischen  ihnen  beliebig  klein  sein  kann,  so  kann  man  den  Fall, 
wo  absolute  Gleichheit  stattfindet,  als  den  Grenzfall  ansehen,  der, 
wenn  er  auch  in  der  Wirklichkeit  nie  erreicht  wird ,  doch  theore- 
tisch noch  als  möglich  zu  betrachten  ist.  Wenn  Kraft  und  Gegen- 
kraft verschieden  sind,  so  ist  die  Art,  wie  die  Veränderung  vor 
sich  geht,  eine  nicht  umkehrbare. 

Zweitens  hängt,  wenn  festgesetzt  ist,  dass  die  Veränderung 
in  umkehrbarer  Weise  vor  sich  gehen  soll,  das  äussere  Werk  noch 
davon  ab,  welches  die  Zwischenzustände  sind,  die  der  Körper  beim 
Uebergange  aus  dem  Anfangszustande  in  den  Endzustand  nach 
einander  durchläuft,  oder,  wie  man  sich  bildlich  ausdrücken  kann, 
auf  welchem  Wege  der  Körper  aus  dem  Anfangszustande  in  den 
Endzustand  übergeht 


gewissen  allgemeinen  theoretischen  Betrachtungen  bequem  ist,  hat  man  statt 
IL)  zu  schreiben: 


f 


rp     SL»    "• 


In  der  vorliegenden  Abhandlung  aber  ist  die  im  Texte  getroffene  Wahl, 
wonach  eine  von  dem  veränderlichen  Körper  aufgenommene  Wärmemenge 
als  positiv  und  eine  von  ihm  abgegebene  Wärmemenge  als  negativ  gerech- 
net wird,  überall  beibehalten. 
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Die  Energie  ü  des  Körpers,  deren  Element  sich  in  der  Glei- 
chung (la.)  neben  demjenigen  des  äusseren  Werkes  befindet,  ver- 
hält sich  ganz  anders.  Wenn  der  Anfangs-  und  Endzustand  des 
Körpers  gegeben  sind,  so  ist  dadurch  die  Veränderung,  welche  die 
Energie  erleidet,  yollständig  bestimmt,  ohne  dass  man  zu  wissen 
braucht,  wie  der  Uebergang  aus  dem  einen  Zustande  in  den  an- 
deren stattgefunden  hat,  indem  weder  der  Weg  des  Ueberganges 
noch  der  Umstand,  ob  der  Uebergang  in  umkehrbarer  oder  nicht 
umkehrbarer  Weise  geschieht,  auf  die  dabei  eintretende  Aende- 
rang  der  Energie  einen  Einfluss  hat.  Wenn  also  der  Anfangszu- 
stand  und  der  ihm  entsprechende  Werth  der  Energie  als  gegeben 
Torausgesetzt  werden,  so  kann  man  sagen,  dass  die  Energie  durch 
den  augenblicklich  stattfindenden  Zustand  des  Körpers  vollständig 
bestimmt  ist. 

Was  endlich  die  während  der  Zustandsänderung  von  dem 
Körper  aufgenommene  Wärme  Q  anbetriflft,  so  muss  diese,  weil 
sie  die  Summe  aus  der  Energieänderung  und  dem  gethanen  äusse- 
ren Werke  ist,  von  der  Art,  in  welcher  der  Uebergang  des  Körpers 
aus  dem  einen  Zustande  in  den  anderen  stattfindet,  in  gleicher 
Weise  abhängen,  wie  das  äussere  Werk. 

Um  nun  das  Gebiet,  welches  wir  zunächst  zu  betrachten  haben, 
abzugrenzen,  möge  im  Folgenden  so  lange,  bis  ausdrücklich  ge- 
sagt wird,  dass  die  nicht  umkehrbaren  Veränderungen  auch  in  die 
Untersuchung  mit  einbegriflfen  werden  sollen,  immer  vorausgesetzt 
werden,  dass  wir  es  nur  mit  imkehrbaren  Veränderungen  zu  thun 

haben. 

Die  Gleichung  (la.),  welche  den  ersten  Hauptsatz  ausdrückt, 
gilt  sowohl  für  umkehrbare  als  auch  für  nicht  umkehrbare  Verän- 
derungen, und  man  braucht  sie  daher,  um  sie  speciell  auf  umkehr- 
bare Veränderungen  anzuwenden,  äusserlich  in  keiner  Weise  zu 
modificiren,  sondern  muss  nur  festsetzen,  dass  unter  w  und  Q  das- 
jenige äussere  Werk  und  diejenige  Wärmemenge  verstanden  wer- 
den sollen,  welche  umkehrbaren  Veränderungen  entsprechen. 

In  der  Beziehung  (IL),  welche  den  zweiten  Hauptsatz  ausdrückt, 
hat  man,  wenn  sie  auf  umkehrbare  Veränderungen  angewandt  wer- 
den soll,  erstens  ebenfalls  unter  Q  die  Wärmemenge  zu  verstehen, 
welche  sich  auf  umkehrbare  Veränderungen  bezieht,  und  zweitens 
hat  man  statt  des  doppelten  Zeichens  ^  einfach  das  Gleichheits- 
zeichen  anzuwenden.  Man  erhält  also  für  alle  umkehrbaren  Kreis- 
processe  die  Gleichung: 
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aia.)  /¥  =  ^• 

§.  3.  Um  mit  den  Gleichungen  (la.)  und  (IIa.)  rechnen  zu 
können,  wollen  wir  annehmen,  der  Zustand  des  betrachteten  Kör- 
pers sei  durch  irgend  welche  Grössen  bestimmt.  Fälle,  welche  be- 
sonders oft  vorkommen,  sind  die,  wo  der  Zustand  des  Körpers 
durch  seine  Temperatur  und  sein  Volumen,  oder  durch  seine  Tem- 
peratur und  den  Druck,  unter  welchem  er  steht,  oder  endlich  durch 
sein  Volumen  und  den  Druck  bestimmt  ist.  Wir  wollen  uns  aber 
nicht  gleich  an  besondere  Grössen  binden,  sondern  wollen  zunächst 
annehmen,  der  Zustand  des  Körpers  sei  durch  zwei  beliebige 
Grössen,  welche  x  und  y  heissen  mögen,  bestimmt,  und  diese  Grössen 
wollen  wir  in  den  Rechnungen  als  die  unabhängigen  Veränderlichen 
betrachten.  Natürlich  steht  es  uns  dann  bei  specielleren  Anwen- 
dungen immer  frei,  unter  einer  dieser  Veränderlichen  oder  unter 
beiden  eine  oder  zwei  der  vorher  genannten  Grössen,  Temperatur, 
Volumen  und  Druck,  zu  verstehen. 

Wenn  die  Grössen  x  und  y  den  Zustand  des  Körpers  bestim- 
men, so  muss  die  Grösse  {7,  die  Energie  des  Körpers,  welche  nur 
von  dem  augenblicklich  stattfindenden  Zustande  des  Körpers  ab- 
hängt, sich  durch  eine  Function  dieser  beiden  Veränderlichen  dar- 
stellen lassen. 

Anders  verhält  es  sich  mit  den  Grössen  %o  und  Q,  Die  Diffe- 
rentialcoefficienten  dieser  Grössen,  welche  wir  folgendermaassen 
bezeichnen  wollen : 

,-.  dw  dw 

(2)  ^  =  M;  ^  =  N, 

^  ^  dx  '  dy 

sind  bestimmte  Functionen  von  x  und  y.  Wenn  nämlich  festge- 
setzt wird,  dass  die  Veränderliche  x  in  x  ^  dx  übergehen  soll, 
während  y  unverändert  bleibt,  und  dass  diese  Zustandsänderung 
des  Körpers  in  umkehrbarer  Weise  geschehen  soll,  so  handelt  es 
sich  um  einen  vollkommen  bestimmten  Vorgang,  und  es  muss  da- 
her auch  das  dabei  gethane  äussere  Werk  ein  bestimmtes  sein, 

woraus  weiter  folgt,  dass  der  Bruch  -j-  ebenfalls  einen  bestimmten 

dx 

Werth  haben  muss.    Ebenso  verhält  es  sich,  wenn  festgesetzt  wird, 

dass  y  in  y  +  dy  übergehen  soll,  während  x  constant  bleibt 
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Wenn  hiernach  die  Differentialcoefficienten  des  äusseren  Werkes 
w  hestimmte  Functionen  von  x  und  y  sind,  so  muss  zufolge  der 
Gleichung  (la.)  auch  von  den  Differentialcoefficienten  der  vom 
Körper  aufgenommenen  Wärme  Q  dasselbe  gelten,  dass  auch  sie 
bestimmte  Functionen  von  x  und  y  sind. 

Bilden  wir  nun  aber  für  dw  und  dQ  ihre  Ausdrücke  in  dx  und 
dy,  indem  wir  unter  Vernachlässigung  der  Glieder,  welche  in  Be- 
zug auf  dx  und  dy  von  höherer  Ordnung  sind,  schreiben : 

(3)  dw  =  mdx  -f-  ndy 

(4)  dQ  =  Mdx  +  Ndy, 

so  erhalten  wir  dadurch  zwei  vollständige  DiiFerentialgleichungen, 
welche  sich  nicht  integriren  lassen,  so  lange  die  Veränderlichen  x 
und  y  von  einander  unabhängig  sind,  indem  die  Grössen  m,  n  und 
M,  N  A.^r  Bedingungsgleichung  der  Integrabilität,  nämlich: 

dm dn  dM dN 

dy       dx       ^'  dy        dx^ 

nicht  genügen.  Die  Grössen  w  und  Q  gehören  also  zu  denjeni- 
gen, welche  in  der  mathematischen  Einleitung  zur  ersten  Abthei- 
lung meiner  Abhandlungensammlung  besprochen  wurden,  deren 
Eigenthümlichkeit  darin  besteht,  dass  zwar  ihre  DiflFerentialcoef- 
ficienten  bestimmte  Functionen  der  beiden  unabhängigen  Verän- 
derlichen sind,  dass  sie  selbst  aber  nicht  durch  solche  Functionen 
dargestellt  werden  können,  sondern  sich  erst  dann  bestimmen 
lassen,  wenn  noch  eine  weitere  Beziehung  zwischen  den  Verän- 
derlichen gegeben  und  dadurch  der  Weg  der  Veränderungen  vor- 
geschrieben ist. 

§.  4.  Kehren  wir  nun  zur  Gleichung  (la.)  zurück  und  setzen 
darin  fax  dw  und  dQ  die  Ausdrücke  (3)  und  (4)  und  zerlegen 
ebenso  d  U  in  seine  beiden  auf  dx  und  dy  bezüglichen  Theile,  so 
lautet  die  Gleichung: 

Mdx  +  Ndy  =  (-^  -{-m^dx^  (^  +  n)  dy. 

Da  diese  Gleichung  für  alle  beliebigen  Werthe  von  dx  und  dy 
gültig  sein  muss,  so  zerfällt  sie  in  folgende  zwei: 

dx 

AT  ^^1 


8  Abhandlung  IX. 

Differentiiren  wir  die  erste  dieser  Gleichungen  nach  y  und  die 
zweite  nach  x^  so  erhalten  wir 

dM  _  d^ü  _,    dm 
dy        dxdy    '    dy 

dN        d^ü     ,    dn 

dx        dydx    '    dx 
Nun  ist  auf  U  der  für  jede  Function  von  zwei  unabhängigen  Ver- 
änderlichen geltende  Satz  anzuwenden ,  dass,  wenn  man  sie  nach 
den  beiden  Veränderlichen  differentiirt,  die  Ordnung  der  Diffe- 
rentiationen gleichgültig  ist,  so  dass  man  setzen  kann: 

JUL—   ^^^ 
dxdy       dydx 

Wenn  man  unter  Berücksichtigung  dieser  letzten  Gleichung  die 
zweite  der -beiden  vorigen  Gleichungeu  von  der  ersten  abzieht,  so 
kommt: 

,^.  dM       dN       dm       dn 

In  ähnlicher  Weise  wollen  wir  nun  auch  die  Gleichung  (IIa.) 
behandeln.  Setzen  wir  in  derselben  für  d  Q  seinen  Werth  aus 
(4)  ein,  so  lautet  sie: 


r^-y  dx  +  -^^y)  =ö- 


Wenn  das  hier  an  der  linken  Seite  stehende  Integral  jedesmal, 
so  oft  X  und  y  wieder  zu  ihren  ursprünglichen  Werthen  gelangen, 
Null  werden  soll,  so  muss  der  unter  dem  Integralzeichen  stehende 
Ausdruck  das  vollständige  Differential  einer  Function  von  x  und 
y  sein,  und  es  muss  daher  die  oben  besprochene  Bedingungs- 
gleichung der  Integrabilität  erfüllt  sein,  welche  für  diesen  Fall 
folgendermaassen  lautet: 


_d  /m  _  _d^  /N\ 
dy\T)-  dx\T) 


dy 

Führt  man  hierin  die  Differentiationen  aus,  indem  man  bedenkt, 
dass  die  Temperatur  T  des  Körpers  ebenfalls  als  Function  von  x 
und  y  zu  betrachten  ist,  so  kommt: 

1      dM_M     dT^}_      dN  _  N_     dT 
T  '  dy        T^  '  dy  ~  T  '   dx         T'  '  dx' 

oder  anders  geordnet: 
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,„,  dM      dN       1  /^dT       ^dT\ 

^^>      ■dv--d^=^{^d^-^d^y 

Den  beiden  so  erhaltenen  Gleichungen  (5)  und  (6)  wollen  wir 
noch  eine  etwas  andere  äussere  Gestalt  geben.  Um  nicht  zu  viele 
verschiedene  Buchstaben  in  den  Formeln  zu  haben,  wollen  wir 
für  M  und  N,  welche  als  abgekürzte  Zeichen  für  die  Differential- 

coefficienten  -^  und  -j^  eingeführt  sind,  künftig  wieder  die  Difife- 

renüalcoefficienten  selbst  schreiben.     Betrachten  wir  ferner  die 
in  (5)  an  der  rechten  Seite  stehende  Differenz,  welche,  wenn  wir 

auch  für  m  und  n  wieder  die  Differentialcoefficienten  ^—  und 

ax 

•j—  schreiben,  lautet; 


d  /dw\         d  /dw\ 
dy\dx)       dx\dy/^ 


<')         ^■-tM)-U^' 


so  ist  die  durch  diese  Differenz  dargestellte  Grösse  eine  Function 
von  X  und  y,  die  gewöhnlich  als  bekannt  anzunehmen  ist,  indem 
die  von  aussen  auf  den  Körper  wirkenden  Kräfte  der  directen 
Beobachtung  zugänglich  sind,  und  daraus  dann  weiter  das  äussere 
Werk  bestimmt  werden  kann.  Wir  wollen  diese  Differenz,  "Welche 
im  Folgenden  sehr  häufig  vorkommt,  die  auf  xy  bezügliche  Werk- 
differenz  nennen,  und  dafür  ein  besonderes  Zeichen  einführen,  in- 
dem wir  setzen: 

'dw\ 
dx\dyj' 

Durch  diese  Aenderurigen  in  der  Bezeichnung  gehen  die  Gleichun- 
gen (5)  und  (6)  über  in: 

^  dy\dxj       dx\dy/  " 

dy\dx)       dx\dy)        T\dy  '  dx        dx  '   dyj' 

Diese  beiden  Gleichungen  bilden  die  auf  umkehrbare  Ver- 
änderungen bezüglichen  analytischen  Ausdrücke  der  beiden  Haupt- 
sätze für  den  Fall ,  wo  der  Zustand  des  Körpers  durch  zwei  belie- 
bige Veränderliche  bestimmt  ist.  Aus  diesen  Gleichungen  ergiebt 
sich  sofort  noch  eine  dritte,  welche  insofern  einfacher  ist,  als  sie 
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nur  die  Differentialcoefficienteii  erster  Ordnung  von  Q  enthält, 
nämlich : 

^     ^  dy      dx        dx     dy  '^* 

§.  5.  Besonders  einfach  werden  die  drei  vorstehenden  Glei- 
chungen, wenn  man  als  eine  der  unabhängigen  Veränderlichen 
die  Temperatur  des  Körpers  wählt.  Wir  wollen  zu  dem  Zwecke 
j/  =  T  setzen,  so  dass  nun  die  noch  unbestimmt  gelassene  Grösse 
X  und  die  Temperatur  T  die  beiden  unabhängigen  Veränderlichen 
sind.    Wenn  y  =  T  ist,  so  folgt  daraus  ohne  Weiteres,  dass 

—  =  1 

dy  ~ 

j  rp 

ist.    Was  ferner  den  Differentialcoefficienten  -5 —  anbetriflt,  so  ist 

ax 

bei  der  Bildung  desselben  vorausgesetzt,  dass,  während  x  in 
x-^-dx  übergeht,  die  andere  Veränderliche,  welche  bisher  y  hiess, 
constant  bleibe.  Da  nun  gegenwärtig  T  selbst  die  andere  Ver- 
änderliche ist,  welche  in  dem  Differentialcoefficienten  als  constant 
vorausgesetzt  wird,  so  folgt  daraus,  dass  man  zu  setzen  hat: 

dx 

Bilden  wir  nun  zunächst  die  auf  xT  bezügliche  Werkdifferenz, 
so  lautet  diese: 

m\  T?  ^  {^^\         ^  {dw\ 

(llj  is,r  =  jT\di)  ~  d^\dT)' 

und  unter  Anwendung  dieses  Werthes  gehen  die  Gleichungen  (8), 
(9)  und  (10)  über  in: 

^^^^  df\d^)  ~  diKJr)  =  -^'^ 

^  ^  dT\dx)       dx\dT)~  T'  dx 

Wenn  man  das  in  (14)  gegebene  Product  TE^t  statt  des 
Differentialcoefficienten  -r^  in  die  Gleichung  (12)  einsetzt,  und  es, 

tt  X 

wie  dort  vorgeschrieben  ist,  nach  Tdifferentiirt,  so  erhält  man 
noch  folgende  einfache  Gleichung: 
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,,..  d  /dQ\_  rj,dE\T 

^^^>  Tx\dT)==^-dT' 

§.  6.  Bisher  haben  wir  über  die  äusseren  Kräfte,  denen  der 
Körper  unterworfen  ist,  und  auf  welche  sich  das  bei  Zustands- 
änderungen  gethane  äussere  Werk  bezieht,  keine  besonderen  An- 
nahmen gemacht.  Wir  wollen  nun  einen  Fall  näher  betrachten, 
welcher  vorzugsweise  häufig  vorkommt,  nämlich  den,  wo  die  ein- 
zige vorhandene  äussere  Kraft,  oder  wenigstens  die  einzige,  welche 
bedeutend  genug  ist,  um  bei  den  Rechnungen  Berücksichtigung 
zu  verdienen,  ein  auf  die  Oberfläche  des  Körpers  wirkender  Druck 
ist,  welcher  an  allen  Punkten  gleich  stark  und  überall  normal 
gegen  die  Oberfläche  gerichtet  ist. 

In  diesem  Falle  wird  nur  bei  Volumenänderungen  des  Kör- 
pers äusseres  Werk  gethan.  Nennen  wir  den  auf  die  Flächen- 
einheit bezogenen  Druck  p ,  so  ist  die  äussere  Arbeit^  welche  ge- 
than wird,  wenn  das  Volumen  v  um  d  v  zunimmt : 

dW  =  pdv^ 

und  demgemäss  das  äussere  Werk,  d.  h.  die  nach  Wärmemaasse 
gemessene  äussere  Arbeit: 

(16)  dw  =^  Äpdv. 

Denken  wir  uns  nun,  dass  der  Zustand  des  Körpers  durch 
zwei  beliebige  Veränderliche  x  und  y  bestimmt  sei ,  so  sind  der 
Druck  p  und  das  Volumen  v  als  Functionen  von  x  und  y  zu  be- 
trachten. Wir  können  also  die  vorige  Gleichung  in  folgender 
Form  schreiben: 

dw  =  Äp(l^dx-\-pydyy^ 

voraus  folgt: 


(17) 


dw  j     dv 

dx  ^  dx 

dw .     dv 

dy  ~     ^  dy 


Setzen  wir  diese  Werthe  von  3 —  und  -=—  in  den  in  (7)  gegebenen 

ax  ay 

Ausdruck  von  Exp  ein,  und  führen  die  darin  angedeuteten  zwei- 
ten Differentiationen    aus,    und   berücksichtigen   zugleich,    dass 

d^v  d^v  1.  IX        • 

T — -T-  =  -3 — T-  sein  muss,  so  erhalten  wir: 
dx  dy       dy  dx 
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(18)  ^'.  =  ^&'P-I^P)- 

^  \äy     dx       dx     dy) 

Diesen  Werth  von  JB^ry  haben  wir  auf  die  Gleichungen  (8)  und 
(10)  anzuwenden. 

Sind  X  und  T  die  beiden  unabhängigen  Veränderlichen,  so 
erhält  man,  ganz  der  vorigen  Gleichung  entsprechend : 

welchen  Werth  man  auf  die  Gleichungen  (12),  (14)  und  (15)  anzu- 
wenden hat. 

Die  einfachsten  Formen  nimmt  der  in  (18)  gegebene  Aus- 
druck an,  wenn  man  entweder  das  Volumen  oder  den  Druck  als 
eine  der  unabhängigen  Veränderlichen,  oder  wenn  man  Volu- 
men und  Druck  als  die  beiden  unabhängigen  Veränderlichen 
wählt.  Für  diese  Fälle  geht  nämlich  die  Gleichung  (18),  wie  sich 
leicht  ersehen  lässt,  über  in : 

(20)  ^-  =  ^  I 


(21)  i;,,  =  -^^. 


d'o 
dy 

(22)  E,p  =  A, 

Will  man  endlich  in  den  Fällen,  wo  entweder  das  Volumen 
oder  der  Druck  als  eine  unabhängige  Veränderliche  gewählt  ist, 
die  Temperatur  als  andere  unabhängige  Veränderliche  wählen,  so 
braucht  man  nur  in  den  Gleichungen  (20)  und  (21)  T  an  die 
Stelle  von  y  zu  s§tzen. 

§.  7.  Unter  den  vorher  genannten  Umständen,  wo  die  einzige 
vorhandene  fremde  Kraft  ein  gleichmässiger  und  normaler  Ober- 
flächendruck ist,  pflegt  man  als  unabhängige  Veränderliche,  welche 
den  Zustand  des  Körpers  bestimmen  sollen,  am  häufigsten  die  im 
vorigen  Paragraphen  zuletzt  genannten  Grössen  zu  wählen,  näm- 
lich Volumen  und  Temperatur,  oder  Druck  und  Temperatur  oder 
endlich  Volumen  und  Druck.  Die  für  diese  drei  Fälle  geltenden 
Systeme  von  Diflferentialgleichungen  will  ich,  obwohl  sie  sich 
leicht  aus  den  obigen  allgemeineren  Systemen  ableiten  lassen, 
doch  ihrer  häufigen  Anwendung  wegen  hier  in  übersichtlicher 
Weise  zusammenstellen.    Das  erste  System  ist  dasjenige,  welches 
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ich  in  meinen  Abhandlangen  bei  Betrachtung  specieller  Fälle  im- 
mer angewandt  habe. 

Wenn  v  und  T  als  unabhängige  Veränderliche  gewählt  sind : 

d 


(23) 


< 


dT 

d_ 
dT 


\dv)       dv\dT)~     dT 

fi^  _  A.  (i9\  —  LH 

\dv)       dv  \dTj  ~  T'dv 


dv 


—  AT 


dp 


dT 

d    (d  Q\  ._  .  y  d^p 
dv  \dTj~         dT^' 


Wenn  p  und  T  als  unabhängige  Veränderliche  gewählt  sind : 

,     „  .  .  dv 

Jt\Jp) 

d_ 
dT 


(24) 


d_  /dQ\  _    d_  (dQ\  _  _ 
~\dp)       dp\dT)~ 

(dQ\  _   d_  (dQ\  _}_  djQ 
\dp)       dp  \dTj~  T'  dp 


dT 


d^_  _    ■  ^dv 


dp 


=  -  AT 


dT 


d    ^i^^__^2''^*» 


dp  \dTJ  '"  dT' 

Wenn  v  and  p  als  unabhängige  Veränderliche  gewählt  sind : 


(25) 


d    /dQ\  _ 
dp  \dv  J 

_d_(dQ\  _ 
dp  \dvj 

dT      dQ 
dp       dv 


dv  \dpj 

d    /dQ\  _  1_  /gfy  dQ  _  dT  dQ\ 
dv  \dpj       T  \dp    dv        dv    dp) 

dT      dQ 
dv      dp 


=  ÄT. 


§.  8.  Unter  den  Fällen,  auf  welche  die  Gleichungen  des  vori- 
gen Paragraphen  Anwendung  finden,  ist  der  einfachste  der,  wo  ein 
homogener  Körper  von  durchweg  gleicher  Temperatur  gegeben 
ist,  welcher  unter  einem  gleichmässigen  und  normalen  Ober- 
flächendrucke steht,  und  bei  Aenderung  der  Temperatur  und  des 
Druckes  sein  Volumen  ändern  kann,  ohne  dabei  seinen  Aggregat- 
zustand zu  ändern. 

In  diesem  Falle  hat  der  Dififerentialcoefficient     ^ 


dT 


eine  ein- 
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fache  physikalische  Bedeutung.  Denken  wir  uns  nämlich,  dass 
das  Gewicht  des  Körpers  eine  Gewichtseinheit  sei,  so  bedeutet 
dieser  DiiFerentialcoefficient ,  je  nachdem  bei  seiner  Bildung  das 
Volumen  oder  der  Druck  als  constant  vorausgesetzt  ist,  die  speci- 
fische  Wärme  bei  constantem  Volumen  oder  die  specifische  Wärme 
bei  constantem  Drucke. 

Es  ist  in  solchen  Fällen,  wo  die  Natur  des  Gegenstandes  es 
mit  sich  bringt,  dass  man  die  unabhängigen  Veränderlichen  oft 
wechseln  muss,  und  wo  daher  Differentialcoefficienten  vorkommen, 
welche  sich  nur  dadurch  von  einander  unterscheiden,  dass  die 
Grösse,  welche  bei  der  Differentiation  als  constant  vorausgesetzt 
wurde,  in  ihnen  verschieden  ist,  bequem,  diesen  Unterschied  durch 
ein  äusseres  Merkmal  anzudeuten,  damit  man  ihn  nicht  immer  in 
Worten  anzugeben  braucht.  Ich  will  dieses  dadurch  thun,  dass 
ich  den  Differentialcoefficienten  in  Klammern  schliesse,  und  die 
Grösse,  welche  bei  der  Differentiation  als  constant  vorausgesetzt 
ist,  mit  einem  über  ihr  angebrachten  wagrechten  Striche  versehen, 
als  Index  daneben  schreibe.  Hiernach  sind  also  die  beiden  Diffe- 
rentialcoefficienten, welche  die  specifische  Wärme  bei  constantem 
Volumen  und  bei  constantem  Drucke  bedeuten,  folgendermaassen 
zu  schreiben: 


(fD-  -^  ^^ 


\iTJj 

Ferner  ist  von  den  drei  Grössen,  welche  in  unserem  gegen- 
wärtigen Falle  bei  der  Bestimmung  des  Zustandes  des  Körpers  in 
Betracht  kommen,  nämlich  Temperatur,.  Volumen  und  Druck,  jede 
als  Function  der  beiden  anderen  anzusehen,  und  man  kann  daher 
folgende  sechs  Differentialcoefficienten  bilden: 

fdp\       /d£\       /dv\       (dv\       fdT\       /dT\ 
UtJj^   KdvJr'   UtJj    \dp)j'   UW-'  Wr* 

Bei  diesen  DifferentialcoefGcienten  könnte  man  die  Indices,  welche 
angeben,  welche  Grösse  bei  jeder  Differentiation  als  constant  vor- 
ausgesetzt ist,  fortlassen,  wenn  man  ein-  fiir  allemal  festsetzte,  dass 
von  den  drei  Grössen  T,  v  und  p  diejenige,  welche  in  dem  Diffe- 
rentialcoefficienten nicht  vorkommt,  als  constant  zu  betrachten 
ist.  Indessen  der  Uebersichtlichkeit  wegen  und  weil  im  Folgen- 
den auch  Differentialcoefficienten  zwischen  denselben  Grössen  vor- 
kommen, bei  denen  die  als  constant  vorausgesetzte  Grösse  eine 
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andere  ist  als  hier,  wollen  wir,  wenigstens  in  den  zunächst  folgen- 
den Gleichungen,  die  Indices  mitschreiben. 

Es  erleichtert  nun  die  mit  diesen  sechs  Differentialcoefficien- 
ten  anzustellenden  Rechnungen,  wenn  man  die  zwischen  ihnen 
stattfindenden  Beziehungen  im  Voraus  feststellt. 

Zuerst  ist  klar,  dass  unter  den  sechs  Differentialcoefficienten 
dreimal  je  zwei  vorkommen,  welche  einander  reciprok  sind.  Neh- 
men wir  z.  B.  die  Grösse  v  als  constant  an,  so  hängen  die  beiden 
anderen  Grössen  T  und  p  so  unter  einander  zusammen,  dass  jede 
Yon  ihnen  einfach  als  Function  der  anderen  anzusehen  ist.  Eben- 
so stehen,  wenn  p  als  constant  angenommen  wird,  T  und  t;,  und 
wenn  T  als  constant  angenommen  wird,  v  und  p  in  dieser  ein- 
fachen Beziehung  zu  einander.    Man  hat  also  zu  setzen: 

\dpjj  \dvjj  \dv)^ 

Um  ferner  die  Beziehung  zwischen  den  drei  Paaren  von 
Di£Perentialcoefficienten  zu  erhalten,  wollen  wir  beispielsweise  p 
als  Function  von  Tund  v  betrachten.  Dann  hat  man  die  voll- 
ständige Differentialgleichung : 

Wenn  wir  nun  diese  Gleichung  auf  den  Fall  anwenden  wollen, 
wo  p  constant  ist,  so  haben  wir  in  ihr  zu  setzen : 

dp  =  0  und  dv  =  f^JlT, 

wodurch  sie  übergeht  in: 

Wenn  man  hieraus  dT  forthebt,  und  dann  noch  mit  (■j^)_ 
dividirt,  so  erhält  man: 

Mit  Hülfe  dieser  Gleichung  in  Verbindung  mit  den  Gleichun- 
gen (26)  kann  man  jeden  der  sechs  Differentialcoefficienten  durch 
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ein  Product  oder  durch  einen  Bruch  aus  zwei  anderen  Differen- 
tialcoefficienten  darstellen. 

§.  9.  Kehren  wir  nun  zur  Betrachtung  der  Wärmeaufnahme 
und  Wärmeabgabe  des  gegebenen  Körpers  zurück,  und  bezeich- 
nen die  specifische  Wärme  bei  constantem  Volumen  mit  c  und 
die  specifische  Wärme  bei  constantem  Drucke  mit  C,  so  haben 
wir,  wenn  wir  das  Gewicht  des  Körpers  als  eine  Gewichtseinheit 
annehmen,  zu  setzen: 

Ferner  ist  gemäss  den  Gleichungen  (23)  und  (24) : 

Hiernach  kann  man  folgende  vollständige  Differentialgleichungen 
bilden : 

(28)  dQ  =  cdT-\-ÄT  (||)_  dv 

(29)  dQ  =  CdT-  ÄT&)_dp. 

Aus  der  Vergleichung  dieser  beiden  Ausdrücke  von  d  Q  er- 
giebt  sich  sofort  die  Beziehung  zwischen  den  beiden  specifischen 
Wärmen  c  und  C.  Gehen  wir  nämlich  von  der  letzten  Gleichung 
aus,  welche  sich  auf  T  und  p  als  unabhängige  Veränderliche  be- 
zieht, so  kann  man  daraus  eine  Gleichung  ableiten,  welche  sich 
auf  T  und  v  als  unabhängige  Veränderliche  bezieht  Man  braucht 
dazu  nur  p  als  Function  von  T  und  v  zu  betrachten,  und  dem- 
gemäss  zu  schreiben: 

Durch  Einsetzung  dieses  Werthes  von  dp  in  die  Gleichung  (29) 
geht  sie  über  in : 

Wenn  man  hierin  das  im  letzten  Gliede  stehende  Product  zweier 


'»  ■ . 
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DifferentialcoefScienteti  mit  Hülfe  der  Gleichung  (27)  durch  einen 
einfachen  DitFerentialcoefficienten  ersetzt,  so  kommt: 

.e  =  [o-^T(||,)_.(|£,)J.r+^r(|f)^.„. 

Vergleicht  man  diesen  Ausdruck  von  d  Q  mit  dem  in  (28)  gege- 
benen, und  bedenkt,  dass  der  Factor  von  dT  in  beiden  Aus- 
drücken gleich  sein  muss,  so  erhält  man  folgende  die  Beziehung 
zwischen  den  beiden  specifischen  Wärmen  ausdrückende  Glei- 
chung : 

(30)  .  =  c-at(I^),{^), 

Der  hier   vorkommende   Differentialcoefficient  (-j^)     stellt 

die  Ausdehnung  des  Körpers  durch  Temperaturerhöhung  dar,  und 
ist  der  Regel   nach   als    bekannt   vorauszusetzen.     Der  andere 

Differentialcoefficient  (-j^)    pflegt  zwar  bei  festen  und  tropfbar 

flüssigen  Körpern  nicht  unmittelbar  durch  Beobachtung  bekannt 
zu  sein,  aber  man  kann  nach  (27)  setzen: 

/dv\ 

/dp\   __     UtJj 

\dT)--       (dv\    ' 

und  in  diesem  Bruche  ist  der  im  Zähler  stehende  Differential- 
coefficient wieder  der  vorher  besprochene,  und  der  im  Nenner 
stehende  Differentialcoefficient  stellt,  wenn  er  mit  dem  negativen 
Vorzeichen  genommen  wird,  die  Volumenverringerung  durch 
Oruckvermehrung  oder  die  Zusammendrückbarkeit  dar,  welche 
man  bei  einer  Anzahl  von  Flüssigkeiten  direct  gemessen  hat,  und 
bei  festen  Körpern  aus  dem  Elasticitätscoefficienten  näherungs- 
weise berechnen  kann.  Durch  Einfuhrung  dieses  Bruches  geht 
die  Gleichung  (30)  über  in: 

(31)  c^C+AT-j^. 

Clauaitti,  moch.  Wftrmetheorle.  II.  2 
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Bei  der  Anwendung  dieser  Gleichung  zu  numerischen  Rech- 
nungen ist  noch  zu  beachten,  dass  man  in  den  Differentialcoeffi- 
cienten  als  Volumeneinheit  den  Cubus  derjenigen  Längeneinheit, 
welche  bei  der  Bestimmung  der  Grösse  A  angewandt  ist,  und  ab 
Druckeinheit  den  Druck,  welchen  eine  über  eine  Flächeneinheit 
verbreitete  Gewichtseinheit  ausübt,  anwenden  muss.  Auf  diese 
Einheiten  hat  man  daher  den  Ausdehnungscoefficienten  und  den 
Zusammendrückungscoefficienten,  wenn  sie  sich,  wie  es  gewöhn- 
lich der  Fall  ist,  auf  andere  Einheiten  beziehen,  zu  reduciren. 

Da  der  Differentialcoefficient  T-T^)     immer  negativ  ist,   so 

folgt  daraus,  dass  die  specifische  Wärme  bei  constantem  Volumen 
immer  kleiner   sein  muss  als  diejenige  bei  constantem  Drucke. 

Der  andere  Differeutialcoefficient  (  j-m)    ist  im  Allgemeinen  eine 

positive  Grösse.  Beim  Wasser  ist  er  bei  der  Temperatur  des 
Maximums  der  Dichte  gleich  Null,  und  demnach  sind  bei  dieser 
Temperatur  die  beiden  specifischen  Wärmen  gleich.  Bei  allen 
anderen  Temperaturen,  sowohl  unter  als  über  der  Temperatur  des 
Maximums  der  Dichte,  ist  die  specifische  Wärme  bei  constantem 
Volumen  kleiner  als  die  bei  constantem  Drucke,  denn,  wenn  auch 

der  Differeutialcoefficient  ( jm)    unter  dieser  Temperatur  einen 

negativen  Werth  hat,  so  bat  das  doch  auf  den  Werth  der  Formel 
keinen  Einfiuss,  weil  dieser  Differeutialcoefficient  in  ihr  quadra- 
tisch vorkommt  >). 


^)  Um  ein  Beispiel  von  der  Anwendang  der  Gleichung  (31)  zu  erhalten, 
wollen  wir  das  Wasser  bei  einigen  bestimmten  Temperaturen  betrachten, 
und  die  Differenz  zwischen  den  beiden  specifischen  Wärmen  berechnen. 

Nach  den  Beobachtungen  von  Kopp,  deren  Resultate  in  dem  Lehr- 
buche der  phys.  und  theor.  Chemie  S.  204  in  einigen  Zahlenreihen  zusam- 
mengestellt sind,  hat  man  für  Wasser,  wenn  sein  Volumen  bei  4^  als  Ein- 
heit genommen  wird,  folgende  Ausdehnungscoefficienten: 

bei    00  -  0,000061 

„    250  +  0,00025 

„    500  \.  0,00045. 

Nach  den  Beobachtungen  von  G  r  a  s  s  i  (^Ann,  de  chim.  et  de  phys.  S'  s^. 
t,  XXXIy  p.  437  und  E  r  ö  n  i  g '  s  Joum«  für  Physik  des  Auslandes  Bd.  II, 
S.  129)  hat  man  für  die  Zusammendrückbarkeit  des  Wassers  folgende  Zahlen, 
welche  die  durch  eine  Druckzunahme  um  eine  Atmosphäre  verursachte  Volu- 
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Aus  den  GrleichuBgen  (28)  und  (29)  kann  man  auch  leicht 
eine  vollständige  Differentialgleichung  für  Q  ableiten,  welche  sich 
auf  p  und  v  als  unabhängige  Veränderliche  bezieht.  Man  braucht 
dazu  nur  T  als  Function  von  p  und  v  zu  betrachten  und  dem- 
gemäss  zu  setzen 


menverminderang   als  Bmohtheü   des  beim   unprünglichen   Drucke  statt- 
findenden Volumens  angeben: 

bei  (fi  0,000050 
„  250  0,000046 
„    50«         0,000044. 

Wir  wollen  nun   beispielsweise  for  die  Temperatiir  von  25^  die  Rechnung 
durchführen. 

Als  Längeneinheit  wählen  wir  das  Meter  und  als  Gewichtseinheit  das 
Kilogramm.  Dann  haben  wir  als  Volameneinheit  ein  Gubikmeter  anzuneh- 
men, und  da  ein  Kilogramm  Wasser  bei  4^  den  Raum  von  0,001  Gubik- 
meter einnimmt,  so  müssen  wir,  um  (  j-^i)     zu  erhalten,   den   oben   ange- 

j» 
führten  Ausdehnungscoefficienten  mit  0,001  multiplioiren,  also 


öj)- = «.' 


>  — 8 


,00000026  =  25  .  10 
p 

Bei  der  Zusammendrückbarkeit  ist  dem  Vorigen  nach  das  Volumen,  wel- 
ches das  Wasser  bei  der  betreffenden  Temperatur  und  beim  ursprünglichen 
I>rucke(den  wir  als  den  gewöhnlichen  Druck  einer  Atmosphäre  voraussetzen  kön- 
nen) einnahm,  als  Einheit  genommen.  Dieses  Volumen  ist  bei  26^  gleich  0,001003 
Gubikmeter.  Femer  ist  eine  Atmosphäre  Druck  als  Druckeinheit  genommen, 
während  wir  den  Druck  eines  Kilogramm  auf  ein  Quadratmeter  als  Druckein- 
beit  nehmen  müssen,  wonach  eine  Atmosphäre  Druck  durch  10338  dar- 
g'estellt  wird.    Demgemäss  haben  wir  zu  setzen: 

{dv\  0,000046  .  0,001003  ..      ,^_i8 

VJ^;«  -  10333  -  -  45  .  10       . 

Ausserdem  haben  wir  bei  25<>  zu  setzen :  T  =  278  -f  26  =  298,  und  lür 
A  wollen  wir  nach  Joule  7777  annehmen.  Diese  Zahlenwerthe  in  die  Glei« 

42ö4 

chnng  (31)  eingesetzt,  giebt: 

^_^^^298     25l^^ 

424     46   .  10~" 
In  derselben  Weise   ergeben  sich  aus  den   obigen  Werthen  des  Aus- 
dehnungscoefficienten und   der  Zusammendrückbarkeit  bei  0^  und  bO^  fol- 

flrende  Zahlen: 

bei    00        C  —  c  =  0,0005 

„600        c  --  c  =  0,0368. 

2* 
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Substituirt  man  in  der  Gleichung  (29)  diesen  Werth  für  d  T,  so 
kommt: 

^«  =[<'(^---*-(It)-]^-+ <'(©/" 

Die  im  letzten  Ausdrucke  in  der  eckigen  Klammer  stehende  Diffe- 
renz ist  nach  (30)  gleich  c,  und  man  kann  daher  die  Gleichung 
so  schreiben: 


(32) 


''«  =  '(3?)-'"'  +  «'(f)-'"'- 


§.  10.  Die  drei  vollständigen  Differentialgleichungen  (28), 
(29)  und  (32)  erfüllen  nicht  die  Bedingung  der  unmittelbaren 
Integrabilität,  was  sich  in  Bezug  auf  die  beiden  ersten  sofort  aus 
den  schon  weiter  oben  aufgestellten  Gleichungen  ergiebt.  Füh- 
ren wir  nämlich  in  den  Gleichungen,  welche  in  den  Systemen  (23) 
und  (24)  zu  unterst  stehen,  die  Buchstaben  c  und  C  ein,  so  lau- 
ten sie: 


(33) 


=    AT{t£\ 


Wenden  wir  nun  für  C,  die  specifische  Wärme  bei  constantem  Dnickei 
die  von  Regnault  experimentell  gefundenen  Werthe  an,  so  erhalten  wir 
für  die  beiden  speoifischen  Wärmen  folgende  Paare  von  Zahlen: 


bei    0« 


}) 


if 


250 


600 


\c  =  0,i 

f  C  =  1,( 
\e  =0,5 

I  C  =  1,( 
1  c  =  0,5 


,9995 

C  =  1,0016 
,9918 

C  =  1,0042 
.9684 
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während  die  Gleichungen,  welche  erfüllt  sein  müssten,  wenn  (28) 
und  (29)  integrabel  sein  sollten,  lauten : 

Aehnlich,  nur  etwas  weitläufiger,  ist  der  Nachweis  zu  fuhren,  dass 
die  Gleichung  (32)  nicht  integrabel  ist,  was  sich  übrigens  dem 
Vorigen  nach  auch  von  selbst  ver&teht,  da  sie  aus  den  Gleichun- 
gen (28)  und  (29)  abgeleitet  ist. 

Die  drei  Gleichungen  gehören  also  zu  denjenigen  vollständi- 
gen Differentialgleichungen ,  welche  in  der  Einleitung  zur  ersten 
Abtheilung  meiner  Abhandlungensammlung  besprochen  sind,  und 
welche  sich  erst  dann  integriren  lassen,  wenn  zwischen  den  Ver- 
änderlichen noch  eine  andere  Relation  gegeben  und  dadurch  der 
Weg  der  Veränderungen  vorgeschrieben  ist. 

Unter  den  mannigfachen  Anwendungen,  welche  sich  von  den 
Gleichungen  (28) ,  (29)  und  (32)  machen  lassen,  will  ich  hier  nur 
eine  als  Beispiel  anführen.  Es  soll  angenommen  werden,  der 
Körper  ändere  in  umkehrbarer  Weise  durch  Druckänderung  sein 
Volumen,  ohne  dass  ihm  dabei  Wärme  zugeführt  oder  entzogen 
werde.  Es  soll  bestimmt  werden,  welche  Volumenänderung  unter 
diesen  Umständen  durch  eine  gewisse  Druckänderung  veranlasst 
wird,  und  wie  sich  die  Temperatur  dabei  ändert,  oder  allgemei- 
ner, welche  Gleichungen  unter  diesen  Umständen  zwischen  Tem- 
peratur, Volumen  und  Druck  stattfinden. 

Man  erhält  diese  Gleichungen  sofort,  wenn  man  in  den  drei 
vorher  genannten  Gleichungen  dQ  =  Q  setzt.  Die  Gleichung 
(28)  giebt  dann: 

dp 


cdT^  AT{jl^_dv  =  0, 


Wenn  man  diese  Gleichung  durch  dv  dividirt,  so  ist  der  dadurch 

J    /TT 

entstehende  Bruch  -rr-  der  auf  diesen  besonderen  Fall  bezügliche 

dv 

DiflFerentialcoefficient  von  T  nach  v,  welchen  wir  dadurch  von 
anderen  Differentialcoefficienten  von  T  nach  v  unterscheiden  wol- 
len, dass  wir  Q  als  Index  daneben  schreiben.    Man  erhält  also: 
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Ebenso  erhält  man  aus  der  Gleichung  (29) : 
Aus  der  Gleichung  (32)  erhält  man  zunächst: 


/dv\  _  _  c\^pJ- 
\dp)^—        C(dT\ 


Vdv/-- 


p 


wofür  man  nach  (27)  schreiben  kann: 

Führt  man  in  diese  Gleichung  noch  für  c  seinen  Werth  aus  (31) 
ein,  so  geht  sie  über  in : 

§.11.  Wenn  man  die  Gleichungen  der  beiden  vorigen  Para- 
graphen auf  ein  vollkommenes  Gas  anwendet,  so  nehmen  sie  noch 
bestimmtere  und  2Ugleich  sehr  einfache  Formen  an. 

Für  diesen  Fall  hat  man  zwischen  den  Grössen  T,  v  und  p 
als  Ausdruck  des  Mariotte'schen  und  Gay-Lussac*schen  Ge- 
setzes die  Gleichung: 

(38)  pv  =  RT, 

worin  22  eine  Gonstante  ist     Hieraus  folgt: 

(^\    =0-     (^\    -0 

Verbindet  man  die  beiden  letzten  Gleichungen  mit  den  Glei- 
chungen (33),  so  erhält  man : 

Hieraus  folgt,  dass  die  beiden  specifischen  Wärmen  c  und  C  bei 
einem  vollkommenen  Gase  nur  Functionen  der  Temperatur  sein 


(39) 
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können.  Aus  anderen  Gründen,  welche  auf  besonderen  Betrach- 
tungen beruhen,  auf  die  ich  hier  nicht  eingehen  will,  ist  zu 
schliessen,  dass  die  beiden  specifischen  Wärmen  auch  von  der 
Temperatur  unabhängig  und  somit  constant  sind,  Resultate, 
welche  in  Bezug  auf  die  specifische  Wärme  bei  constantem  Drucke 
durch  die  von  Regnault  mit  permanenten  Gasen  angestellten 
experimentellen  Untersuchungen  bestätigt  sind. 

Wendet  man  die  beiden  ersten  der  Gleichungen  (39)  auf  die 
Gleichung  (30)  an,  welche  die  Beziehung  zwischen  den  beiden 
specifischen  Wärmen  angiebt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

p     V 

welche  in  Folge  von  (38)  übergeht  in: 

(41)  c=C'-AB. 

Die  Gleichungen  (28),  (29)  und  (32)  gestalten  sich  durch 
Anwendung  der  beiden  ersten  der  Gleichungen  (39)  folgender- 
maassen: 

dQ=  cdT+  ÄR^dv 

V 


(42) 


dQz=.CdT—  ÄB-dp 

P 

c  C 

dQ  r=:  —  vdp  -f--gpdi;, 


worin  man  noch  das  Product  AR  gemäss  (41)  durch  die  Diffe- 
renz C  —  c  ersetzen  kann.  Von  den  Anwendungen  dieser  Glei- 
chungen habe  ich  in  meiner  Abhandlung  „über  die  bewegende 
Kraft  der  Wärme  etc."  und  in  einem  in  meiner  Abhandlungen- 
sammlung befindlichen  Zusätze  zu  der  Abhandlung  „über  die  An- 
wendung des  Satzes  von  der  Aequivalenz  der  Verwandlungen  auf 
die  innere  Arbeit^  schon  mehrere  Beispiele  gegeben,  und  ich  will 
daher  hier  nicht  weiter  darauf  eingehen. 

§.  12.  Ein  anderer  Fall,  welcher  wegen  seiner  häufigen  An- 
wendungen von  besonderem  Interesse  ist,  ist  der,  wo  mit  den  Zu- 
standsänderungen  des  betrachteten  Körpers  eine  theilweise  Aende- 
rtmg  des  Aggregataustandes  verbunden  ist. 

Wir  wollen  annehmen,  es  sei  ein  Körper  gegeben,  von  dem 
sich  ein  Theil  in  einem  und  der  übrige  Theil  in  einem  anderen 
Aggregatzustande  befinde.     Als  Beispiel  kann  man  sich  denken, 
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ein  Theil  des  Körpers  befinde  sich  im  flüssigen  und  der  übrige 
Theil  im  dampfförmigen  Zustande,  und  zwar  mit  derjenigen  Dich- 
tigkeit, welche  der  Dampf  in  Berührung  mit  der  Flüssigkeit  an- 
nimmt; indessen  gelten  die  aufzustellenden  Gleichungen  auch, 
wenn  ein  Theil  des  Körpers  sich  im  festen  und  der  andere  im 
flüssigen,  oder  ein  Theil  im  festen  und  der  andere  im  dampfiör- 
migen  Zustande  befindet.  Wir  wollen  daher  der  grösseren  Allge- 
meinheit wegen  die  beiden  Aggregatzustände,  um  die  es  sich  han- 
deln soll,  nicht  näher  bestimmen,  sondern  sie  nur  den  ersten  und 
den  zweiten  Aggregatzustand  nennen. 

Es  sei  also  in  einem  Gefässe  von  gegebenem  Volumen  eine 
gewisse  Menge  des  Stoffes  abgeschlossen,  und  ein  Theil  desselben 
habe  den  ersten  und  der  andere  Theil  den  zweiten  Aggregat- 
zustand. Wenn  die  specifischen  Volumina,  welche  der  Stoff  bei 
einer  gegebenen  Temperatur  in  den  beiden  Aggregatzuständen 
hat,  ungleich  sind,  so  können  in  einem  gegebenen  Räume  die  bei- 
den in  verschiedenen  Aggregatzuständen  befindlichen  Theile  nicht 
beliebige,  sondern  nur  ganz  bestimmte  Grössen  haben.  Wenn 
nämlich  der  Theil,  welcher  sich  in  dem  Aggregatzustande  von 
gi'össerem  specifischem  Volumen  befindet,  an  Grösse  zunimmt,  so 
wächst  damit  zugleich  der  Druck,  den  der  eingeschlossene  Stoff 
auf  die  Umhüllungswände  ausübt,  und  den  er  daher  auch  umge- 
kehrt von  den  Umhüllungswänden  erleidet,  und  es  wird  zuletzt 
ein  Punct  erreicht,  wo  der  Druck  so  gross  ist,  dass  er  den  weite- 
ren Uebergang  in  diesen  Aggregatzustand  verhindert.  Wenn  die- 
ser Punct  erreicht  ist,  so  können,  so  lange  die  Temperatur  der 
Masse  und  ihr  Volumen,  d.  h.  der  Rauminhalt  des  Gefässes,  con- 
stant  bleiben,  die  Grössen  der  in  den  beiden  Aggregatzuständen 
befindlichen  Theile  sich  nicht  weiter  ändern.  Nimmt  dann  aber, 
während  die  Temperatur  constant  bleibt,  der  Rauminhalt  des  Ge- 
fässes zu,  so  kann  der  Theil,  welcher  sich  in  dem  Aggregat- 
zustande mit  grösserem  specifischem  Volumen  befindet,  noch  wei- 
ter auf  Kosten  des  anderen  wachsen,  bis  abermals  derselbe 
Druck,  wie  vorher,  erreicht  und  dadurch  der  weitere  Uebergang 
verhindert  ist. 

Hieraus  ergiebt  sich  die  Eigenthümlichkeit,  welche  diesen 
Fall  von  anderen  unterscheidet.  Wählen  wir  nämlich  die  Tempe- 
ratur und  das  Volumen  der  Masse  als  die  beiden  unabhängigen 
Veränderlichen,  durch  welche  ihr  Zustand  bestimmt  wird,  so  ist 
der  Druck  nicht  eine  Function  dieser  beiden  Veränderlichen,  son- 
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dern  eine  Function  der  Temperatur  allein.  Ebenso  verhält  es 
sich,  wenn  wir  statt  des  Volumens  eine  andere  Grösse,  welche  sich 
gleichfalls  unabhängig  von  der  Temperatur  ändern  kann  und  mit 
der  Temperatur  zusammen  den  ganzen  Zustand  des  Körpers  be- 
stimmt, als  zweite  unabhängige  Veränderliche  wählen.  Auch  von 
dieser  kann  der  Druck  nicht  abhängen.  Die  beiden  Grössen 
Temperatur  und  Druck  zusammen  können  in  diesem  Falle  nicht 
als  die  beiden  Veränderlichen,  welche  zur  Bestimmung  des  Kör- 
perzustandes dienen  sollen,  gewählt  werden. 

Wir  wollen  nun  neben  der  Temperatur  T  irgend  eine  noch 
unbestimmt  gelassene  Grösse  x  als  zweite  unabhängige  Veränder- 
liche zur  Bestimmung  des  Körperzustandes  wählen.  Betrachten 
wir  dann  den  in  (19)  gegebenen  Ausdruck  der  auf  x  T  bezüglichen 
WerkdiflFerenz,  nämlich: 

(dp    dv        dp    dv\ 
^^'  =  ^  \dTdi  -^  TxdlT 

so  ist  hierin  dem  Vorigen  nach  -y^  =  0  zu  setzen,  und  wir  erhal- 

°  dx 

ten  also: 

(43)  ^•'  =  ^%-'ji- 

Hierdurch  gehen  die  drei  Gleichungen  (12),  (13)  und  (14) 
über  in: 

^  ^  dT\dx)       dx\dT)~  "^dT  dx 

MM  ±.(^\  _  ±(^\-  1  ^ 

^  ^  dT\dx)       dx\dT)~  T'  dx 


(46) 


dQ  _  Ajfdp   dv 
dx  dT  dx 


§.  13.  Um  diesen  Gleichungen  bestimmtere  Formen  zu  ge- 
ben, wollen  wir  die  ganze  Gewichtsmenge  des  betreffenden  Stoffes 
My  und  den  Theil  desselben,  welcher  in  den  zweiten  Aggregat- 
^  zustand  übergegangen  ist,  m  nennen,  so  dass  M  —  m  die  Grösse 
des  Theiles  ist,  welcher  sich  noch  im  ersten  Aggregatzustande 
befindet  Die  Grösse  m  wollen  wir  als  unabhängige  Veränder- 
liche wählen,  welche  mit  T  zusammen  den  Zustand  des  Körpers 
bestimmt. 

Das  specifische  (d.  h.  das  auf  die  Gewichtseinheit  bezogene) 
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Volumen  des  Stoffes  im  ersten  Aggregatzustande  sei  mit  6^  and 
das  specifische  Volumen  im  zweiten  Aggregatzustande  mit  s  be- 
zeichnet. Beide  Grössen  beziehen  sich  auf  die  Temperatur  T 
und  auf  den  dieser  Temperatur  entsprechenden  Druck,  und  sind 
ebenso,  wie  der  Druck ,  als  Functionen  der  Temperatur  allein  zu 
betrachten.  Bezeichnen  wir  femer  das  Volumen,  welches  die  Masse 
im  Ganzen  einnimmt,  mit  t;,  so  ist  zu  setzen : 

V  =  (M  —  m)  6  -]-  ms 
=  m  (s  —  <J)  +  Mö. 
Hierin  wollen  wir  noch  für  die  Differenz  s  —  C  das  Zeichen  u 
einführen,  dann  kommt: 

(47)  V  =  mu  +  Mö, 

woraus  folgt: 

Die  Wärmemenge,  welche  der  Masse  zugeführt  werden  muss, 
wenn  eine  Gewichtseinheit  derselben  bei  der  Temperatur  T  und 
unter  dem  entsprechenden  Drucke  aus  dem  ersten  Aggregat- 
zustande in  den  zweiten  übergehen  soll,  heisse  r,  dann  ist: 

Femer  wollen  wir  die  speciiische  Wärme  des  Stoffes  in  den  bei- 
den Aggregatzuständen  in  die  Gleichungen  einfuhren.  Die  speci- 
fische  Wärme,  um  welche  es  sich  hier  handelt,  ist  aber  weder  die 
specifische  Wärme  bei  constantem  Volumen  noch  die  bei  con- 
stantem  Drucke,  sondern  bezieht  sich  auf  diejenige  W^ärmemenge, 
welche  der  Stoff  zur  Erwärmung  bedarf,  wenn  gleichzeitig  mit 
der  Temperatur  der  Druck  sich  in  der  Weise  ändert,  wie  es  die 
Umstände  des  gegenwärtigen  Falles  mit  sich  bringen.  Diese  Art 
von  specifischer  Wärme  möge  in  den  hier  folgenden  Formeln  für 
den  ersten  Aggregatzustand  c  und  für  den  zweiten  h  heissen  i), 
dann  hat  man: 

II  =  (üf  -  m)  c  +  mÄ 


^)  Der  Buchstabe  c  bat  also  in  den  hier  folgenden  Formeln  eine  aa» 
dere  Bedeutung,  als  in  den  weiter  oben  befindlichen,  wo  c  die  specifische 
Wärme  bei  constantem  Volumen  bedeutete. 
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oder  anders  geordnet: 

(50)  ^  =  fn^k^c)  +  Mc. 

Aus  (49)  und  (50)  folgt  sogleich  weiter : 

^    ^  dT\dmJ  —  dT'    dm\dT)~'^       ^' 

Durch  Einsetzung  der  vorstehenden,  in  den  Gleichungen  von 
(48)  bis  (51)  gegebenen  Werthe  in  die  Gleichungen  (44),  (45)  und 
(46),  nachdem  in  diesen  letzteren  m  an  die  Stelle  von  x  gesetzt 
ist,  erhält  man: 

(52)  ^  +  ,_Ä  =  ^«|| 

(53)  _^  +  c-Ä=^ 

(54)  r^ÄTu^r 

Dieses  sind  die  Gleichungen,  welche  ich  schon  in  meiner 
ersten  Abhandlung  über  die  mechanische  Wärmetheorie  als  die 
auf  die  Dampfbildung  bezüglichen  Hauptgleichungen  abgeleitet 
habe. 

Bei  den  von  mir  ausgeführten  numerischen  Rechnungen, 
welche  sich  speciell  auf  die  Verdampfung  des  Wassers  beziehen, 
habe  ich  für  den  flüssigen  Aggregatzustand  die  Art  von  specifi- 
scher  Wärme,  um  welche  es  sich  in  diesen  Gleichungen  handelt, 
von  der  specifischen  Wärme  des  Wassers  bei  constantem  Drucke 
nicht  weiter  unterschieden.  Dieses  Verfahren  ist  in  der  That 
YoUkommen  gerechtfertigt,  indem  in  diesem  Falle  der  Unterschied 
zwischen  den  beiden  Arten  von  specifischer  Wärme  kleiner  ist, 
als  die  bei  der  experimentellen  Bestimmung  der  specifischen 
Wärme  vorkommenden  Beobachtungsfehler  i). 


^)  Man  kann  die  Beziehung  zwischen  der  specifischen  Wärme  bei  con- 
stantem Dmcke  und  deijenigen  specifischen  Wärme,  bei  welcher  voraus« 
g-esetzt  wird,  dass  der  Druck  in  der  Weise  mit  der  Temperatur  zunimmt, 
dass  er  immer  gleich  dem  Maximum  der  Spannkraft  des  von  der  Flüssig- 
keit sich  entwickelnden  Dampfes  ist,  leicht  aus  den  obigen  Gleichungen 
ableiten. 

Nach  Gleichung  (29)  wird  die  Wärmemenge,  welche  man  der  Gewichts- 
einheit der  Flüssigkeit  mittheilen  muss ,  während  die  Temperatur  um  ä  T 
nzid  der  Druck  um  dp  wächst,  bestimmt  durch: 
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Bildet  man  die  vollständige  Uifierentialgleichung: 


dQ=  CdT-  AT{^_dp, 

P 

worin  C  die  specifisohe  Wärme  bei  coDstantem  Drucke  bedeutet.  Denken 
wir  uns  nun,  dass  der  Druck  in  der  Weise  mit  der  Temperatur  ztmimmt, 
wie  das  Maximum  der  Spannkraft  desDampfes,  und  bezeichnen  diese  Druck- 
zunahme  bei   der  Temperaturzunahme   um   d  T  mit  -^^  d  Ty  so  wird   die 

Wärmemenge,  welche  man  der  Oewichtseinheit  Flüssigkeit  unter  diesen 
Umstanden  mittheilen  muss ,  um  ihre  Temperatur  um  dT  zm  erhöhen  y  dar- 
gestellt durch: 


dq=  CdT-AT(^)_.^dT. 

P 


Dividirt  man  diese  Gleichung  durch  d  T,  so  ist  der  dadurch  entstehende 
Bruch  -3-^  die  hier  in  Betracht  kommende  specifische  Wärme,  welche  im 
Texte  mit  c  bezeichnet  ist.    Wir  erhalten  also: 

o  =  c-^r(|f)_.|f. 

P 

Wenden  wir  dieses  speciell  auf  das  Wasser  an  und  wählen  dabei  z.  B. 
die  Temperatur  100®,  so  ist  nach  den  Versuchen  von  Kopp  der  Ausdeh- 
nungscoefficient  des  Wassers  bei  100®,  wenn  man  das  Volumen  des  Wassers 

bei  49  als  Kinheit  nimmt,  0,00080.    Diese  Grösse  muss  man,  um  \-pp) 

für  den  Fall  zu  erhalten,  wo  ein  Cubikmeter  als  Volumen einheit  und  ein 
Kilogramm  als  Gewichtseinheit  gut,  mit  0,001  multipliciren,  also  ist 

(jt)-  ~  0,00000080. 
p 
Femer   ergiebt  sich   aus   der  Spannungsreihe  von  Regnault,   wenn  DQan 
den  Druck   in  Kilogrammen  auf  ein  Quadratmeter  darstellt,  für  die  Tem- 
peratur 100®: 

Die  absolute  Temperatur  T  bei  100®  ist  angenähert  gleich  373  und  Inr  A 
.ollen  wir  na«h  Joule  annehmen    '      dann  erhalten  wir: 

^  ^  (jt)"  •  TT  "  5^  •  0,00000080  .  370  =  0,00026. 
p 
Hieraus  folgt: 

c  =  C  —  0,00026, 


1 
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und  setzt  darin  die  Werthe  aus  (49)  und  (50)  ein,  so  kommt: 
dQ  =  rdm-j-  [m{h  —  c)  +  Mc\  d  T. 


und  wenn  wir  nun  für  die  specifische  Wärme  des  Wassers  bei  constantem 
Drucke  bei  100^  den  aus  der  Regnault'schen  empirisohen  Formel  hervor- 
gehenden Werth  annehmen,  so  erhalten  wir  für  die  beiden  zu  vergleichen- 
den specifischen  Wärmen  folgende  zusammengehörige  Werthe: 

C  =  1,013. 
c  =  1,01274. 

Man  sieht  hieraus,  dass  diese  beiden  Grössen  einander  so  nahe  gleich  sind, 
dass  es  keinen  Nutzen  gehabt  haben  würde,  die  zwischen  ihnen  bestehende 
Differenz  in  meinen  numerischen  Rechnungen  zu  berücksichtigen. 

Bei  den  Betrachtungen  über  den  Einfluss  des  Druckes  auf  das  Ge- 
frieren der  Flüssigkeiten  verhält  es  sich  insofern  anders,  als  eine  bedeu- 
tende Aenderung  des  Druckes  den  Gefrierpunkt  nur  sehr  wenig  ändert,  und 

daher  der  Diil'erentialcoefficient  -3-^  für  diesen  Fall  einen  sehr  grossen  Werth 

hat.  Das  Verfahren,  welches  ich  in  meiner  auf  diesen  Gegenstand  bezüglichen 
Notiz  [S.  93  des  ersten  Theiles  dieser  Sammlung]  angewandt  habe,  dass  ich 
auch  in  diesem  Falle  für  c  und  h  bei  der  numerischen  Rechnung  dieselben 
Werthe  benutzt  habe,  welche  man  als  die  specifische  Wärme  des  Wassers 
und  des  Eises  bei  constantem  Drucke  kennt,  ist  daher  etwas  ungenau,  und 
ich  muss  die  Bemerkung,  welche  ich  in  dem  Zusätze  zu  dieser  Notiz  ge- 
macht habe,  dass  die  Verschiedenheit  nur  sehr  unbedeutend  sein  könne, 
modificiren.  Nimmt  man  gemäss  der  in  jener  Notiz  ausgeführten  Rech- 
nung an,  dass  für  eine  Druckzunahme  um  eine  Atmosphäre  der  Gefrier- 
punkt um  0^,00733  sinkt,  so  hat  man  zu  setzen : 

dp  _  __    10388 
dT   ""        0,00733" 

Bringt  man  diesen  Werth  in  derselben  Weise,  wie  es  vorher  geschehen 
ist,  mit  den  Ausdehnungscoefficienten  des  Wassers  und  Eises  bei  0^  in  Ver- 
bindung ,  so  erhält  man  statt  der  Zahlen  1  und  0,48 ,  welche  für  Wasser 
und  Eis  die  speciüsche  Wärme  bei  constantem  Drucke  darstellen ,  folgende 
Werthe: 

c  =  1  —  0,05  =  0,95 

Ä  =  0,48  +  0,14  =  0,62. 

Durch  Anwendung  dieser  Werthe  auf  die  Glei^ung : 

dr   _  Ä  _L_L 

dT  "^       /i  i-  ^ 

erg^ebt  sich  statt  des  in  jener  Notiz  gegebenen  Resultates: 

j^  =  0,52  +  0,29  =  0,81 
folgrendes  etwas  abweichendes  Resultat: 

^  =  0,33  +  0,29  =  0,G2. 


•'■'-''. 
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Hierin  für  Ä  —  c  den  aus  (53)  hervorgehenden  Werth  gesetzt, 
giebt : 

dQ  =  rdm  -f  [m  (^|J  -  ^)  +  Mc  ]rfT, 
welche  Gleichung  man  auch  so  schreiben  kann : 


mr 


(55)  .  dQ  =  d(mr)  -  ^dT -\-  McdT 

oder  noch  kürzer:  • 

(56)  dQ^Td  (^\  +  McdT. 

Auf  die  Anwendungen  dieser  Gleichungen  will  ich  hier  nicht 
eingehen,  weil  in  meinen  ersten  Abhandlungen  und  in  der  Ab- 
handlung über  die  Dampfmaschinen  weitläufig  davon  die  Rede 
gewesen  ist. 

§.  14.  Alle  vorstehenden  Betrachtungen  bezogen  sich  auf 
Veränderungen,  welche  in  umkehrbarer  Weise  vor  sich  gehen. 
Wir  wollen  nun  auch  noch  die  nicJU  umkehrbaren  Veränderungen 
in  den  Kreis  der  Betrachtungen  ziehen,  um  wenigstens  der  Haupt- 
sache nach  kurz  anzugeben,  wie  sie  zu  behandeln  sind. 

Bei  mathematischen  Untersuchungen  über  nicht  umkehrbare 
Veränderungen  handelt  es  sich  vorzugsweise  um  zwei  Umstände, 
welche  zu  eigenthümlichen  Grössenbestimmungen  Veranlassung 
geben.  Erstens  sind  die  Wärmemengen,  welche  man  einem  ver- 
änderlichen Körper  mittheilen  resp.  entziehen  muss,  bei  nicht 
umkehrbaren  Veränderungen  andere,  als  wenn  dieselben  Ver- 
änderungen in  umkehrbarer  Weise  geschehen.  Zweitens  ist  jede 
nicht  umkehrbare  Veränderung  mit  einer  uncompensirten  Ver- 
wandlung verbunden,  deren  Kenntniss  bei  gewissen  Betrachtun- 
gen von  Wichtigkeit  ist. 

Um  die  auf  diese  beiden  Umstände  bezüglichen  analytischen 
Ausdrücke  anfuhren  zu  können,  muss  ich  zunächst  an  einige  in 


üebrigens  ist  in  Betreff  dieser  hier  gelegentlich  angebrachten  kleinen 
Correction  zu  bemerken ,  dass  sie  sich  nar  auf  eine  einzeln  stehende  nume- 
rische Berechnung  bezieht,  und  zwar  auf  die  Berechnung  einer  Gleichung, 
von  der  ich  selbst  in  jener  Notiz  gesagt  habe,  dass  sie  praktisch  ohne  Be- 
deutung sei  und  nur  theoretisch  der  Erwähnung  verdiene.  Die  QleichuDg 
selbst  und  die  auf  sie  bezügliche  theoretische  Betrachtung  wird  durch 
diese  Correction  nicht  berührt. 


>rv'- 
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den  bisher  von  mir  aufgestellten  Gleichungen  enthaltene  Grössen 
erinnern. 

Eine  derselben,  welche  sich  auf  den  ersten  Hauptsatz  bezie'ht, 
ist  die  schon  im  Anfange  dieser  Abhandlung  besprochene,  in 
Gleichung  (la.)  enthaltene  Grösse  {7,  welche  den  Wärme-  und 
Werkinhalt  oder  die  Energie  des  Körpers  darstellt.  Zur  Bestim- 
mung dieser  Grösse  ist  die  Gleichung  (la.)  anzuwenden,  welche 
wir  so  schreiben  können: 

(57)  dU=dQ  —  dw, 

oder,  wenn  wir  sie  uns  integrirt  denken : 

(58)  cr==  Di  +  ö- w. 

.Hierin  stellt  U^  den  Werth  der  Energie  für  einen  willkürlich 
gewählten  Anfangszustand  des  Körpers  dar,  und  Q  und  w  bedeu- 
ten die  Wärmemenge,  welche  man  dem  Körper  mittheilen  muss, 
und  das  äussere  Werk,  welches  gethan  wird,  während  der  Körper 
auf  irgend  eine  umkehrbare  Weise  aus  jenem  Anfangszustande 
in  den  gegenwärtigen  Zustand  übergeht.  Der  Körper  kann ,  wie 
oben  gesagt  wurde,  selbst  wenn  festgesetzt  ist,  dass  die  Verände- 
rungen umkehrbar  sein  sollen,  doch  noch  auf  unendlich  vielen 
verschiedenen  Wegen  aus  dem  einen  Zustande  in  den  anderen 
übergeführt  werden,  und  aus  allen  diesen  Wegen  kann  man 
denjenigen  auswählen,  welcher  für  die  Rechnung  am  bequem- 
sten ist. 

Die  andere  hier  in  Betracht  kommende  Grösse,  welche  sich 
auf  den  zweiten  Hauptsatz  bezieht,  ist  in  der  Gleichung  (Ha.) 
enthalten.    Wenn  nämlich,  wie  die  Gleichung  (Ha.)  aussagt,  das 

Integral  /  -^  jedesmal  gleich  Null  wird,  so  oft  der  Körper,  dessen 

Veränderungen  von  irgend  einem  Anfangszustande  beginnen, 
nach  Durchlaufang  beliebiger  anderer  Zustände  wieder  in  den 
Anfangszustand  zurückgelangt,  so  muss  der  unter  dem  Integral- 
zeichen stehende  Ausdruck  -^  das  vollständige  Differential  einer 

Grösse  sein,  welche  nur  vom  augenblicklich  stattfindenden  Zu- 
stande des  Körpers  und  nicht  von  dem  Wege,  auf  welchem  er  in 
denselben  gelangt  ist,  abhängt  Bezeichnen  wir  diese  Grösse  mit 
8,  so  können  wir  setzen : 

(59)  dS  =  ^. 
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oder,  wenn^^r  uns  diese  Gleichung  für  irgend  einen  umkehrbaren 
Vorgang,  durcji  welchen  der  Körper  aus  dem  gewählten  Anfangs- 
zustande  in  seinen  gegenwärtigen  Zustand  gelangen  kann,  inte- 
grirt  denken,  und  dabei  den  Werth,  welchen  die  Grösse  S  im  An- 
fangszustande hat,  mit  Sq  bezeichnen: 

(60)  S=S,  +  f^. 

Diese  Gleichung  ist  in  ganz  analoger  Weise  zur  Bestimmung  von 
S  anzuwenden,  wie  die  Gleichung  (58)  zur  Bestimmung  von  U, 
Die  physikalische  Bedeutung  der  Grösse  S  ist  in  meiner 
Abhandlung  „über  die  Anwendung  des  Satzes  von  der  Aequiva- 
lenz  der  Verwandlungen  auf  die  innere  Arbeit"  des  Näheren  be- 
sprochen. Die  in  dieser  Abhandlung  unter  (11.)  gegebene  Fun- 
damentalgleichung, welche  für  alle  in  umkehrbarer  Weise  statt- 
findenden Zustaudsänderungen  eines  Körpers  gilt,  lautet,  wenn 
man  in  der  Bezeichnung  die  kleine  Aenderung  macht,  dass  man 
nicht  die  von  dem  veränderlichen  Körper  nach  aussen  abgegebene 
Wärme,  sondern  vielmehr  die  von  ihm  aufgenommene  Wärme  als 
positiv  rechnet,  folgendermaassen : 

Die  beiden  hierin  an  der  rechten  Seite  stehenden  Integrale  sind 
die  auf  den  vorliegenden  Fall  bezüglichen  Werthe  zweier  in  jener 
Al^andluug  neu  eingeführter  Grössen. 

Im  ersten  Integrale  bedeutet  H  die  im  Körper  wirklich  vor- 
handene Wärme,  welche,  wie  ich  nachgewiesen  habe,  nur  von  der 
Temperatur  des  Körpers  und  nicht  von  der  Anordnung   seiner 

Bestandtheile  abhängt.     Hieraus -folgt,  dass   der  Ausdruck  -^ 

ein  vollständiges  Differential  ist,  und  dass  man  somit,  wenn  man 
für  den  üebergang  des  Körpers  aus  einem  im  Voraus  gewählten 
Anfangszustande  in  seinen  gegenwärtigen  Zustand  das  Integral 

■jff-  bildet,  dadurch  eine  Grösse  erhält,  welche  durch  den  ge- 
genwärtigen Zustand  des  Körpers  vollkommen  bestimmt  ist,  ohne 
dass  man  die  Art,  wie  der  Üebergang  in  diesen  Zustand  stattge- 
funden hat,  zu  kennen  braucht.  Diese  Grösse  habe  ich  aus  Grün- 
den, welche  in  der  genannten  Abhandlung  auseinandergesetzt 
sind,  den  VerwancUirngswerth  der  im  Körper  vorhandenen  Wärme 
genannt. 


/ 


;:^\ 
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.  Was  die  Wahl  des  Anfangszustandes  für  die  Integration  an- 
betrifft, so  würde  es  nahe  liegen,  von  dem  Zustande  auszugehen, 
bei  dem  H  =  0  ist,  also  von  dem  absoluten  Nullpunkte  der  Tem- 

/dlT 
-7jr  unendlich 

gross.  Man  muss  daher,  wenn  man  einen  endlichen  Werth  er- 
halten will,  von  einem  Anfangszustande  beginnen,  bei  welchem  dio 
Temperatur  schon  einen  angebbaren  Werth  hat.  Das  Integral 
stellt  dann  nicht  den  Verwandlungswerth  der  ganzen  im  Körper 
enthaltenen  Wärmemenge  dar,  sondern  nur  den  Verwandlungs- 
werth derjenigen  Wärmemenge ,  welche  der  Körper  in  seinem  ge- 
genwärtigen Zustande  mehr  enthält,  als  in  jenem  Anfangszustande, 
was  ich  dadurch  ausgedrückt  habe,  dass  ich  das  so  gebildete  In- 
tegral den  Verwandlungswerth  der  von  dem  gegebenen  Anfangs- 
zustande  an  gerechneten  Körperwärme  genannt  habe.  Wir  wollen 
diese  Grösse  der  Kürze  wegen  mit  Y  bezeichnen. 

Die  in  dem  zweiten  Integrale  vorkommende  Grösse  Z  habe 
ich  die  Disgregation  des  Körpers  genannt.  Sie  hängt  von  der 
Anordnung  der  Bestandtheile  des  Körpers  ab,  und  das  Maass 
einer  Disgregationsvermehrung  ist  der  Aequivalenzwerth  derjeni- 
gen Verwandlung  aus  Werk  in  Wärme,  welche  stattfinden  muss, 
um  die  Disgregationsvermehrung  wieder  rückgängig  zu  machen, 
welche  also  als  Ersatz  der  Disgregationsvermehrung  dienen  kann. 
Hiemach  kann  man  sagen,  die  Disgregation  sei  der  Verwand- 
lungswerth der  gerade  stattfindenden  Anordnung  der  Bestand- 
theile des  Körpers.  Da  man  bei  der  Bestimmung  der  Disgre- 
gation auch  von  irgend  einem  Zustande  des  Körpers  als  Anfangs- 
zustand ausgehen  muss,  so  wollen  wir  annehmen,  der  dazu  ge- 
wählte Anfangszustand  sei  derselbe,  wie  derjenige,  von  welchem 
man  bei  der  Bestimmung  des  Verwaudlungswerthes  der  im  Kör- 
per vorhandenen  Wärme  ausgegangen  ist. 

Bilden  wir  nun  aus  den  beiden  eben  besprochenen  Grössen 
Y  und  Z  die  Summe ,  so  ist  diese  die  vorher  genannte  Grösse  8. 
Gehen  wir  nämlich  zur  Gleichung  (61)  zurück,  und  nehmen  der 
Allgemeinheit  wegen  an,  der  Anfangszustand  der  Veränderung, 
auf  welche  sich  die  in  dieser  Gleichung  befindlichen  Integrale  be- 
ziehen, brauche  nicht  gerade  derselbe  zu  sein,  wie  derjenige  An- 
fangszustand, von  welchem  man  bei  der  Bestimmung  von  Y  und 
J?  ausgegangen  ist,  sondern  es  handele  sich  in  ihr  um  eine  Ver- 
änderung, deren  Anfang  ein  ganz  beliebiger  sei,  wie  er  sich  bei 

Clau8iu0,  mech.  Wftnnetheorie.  IT.  3 
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irgend  einer  speciellen  Untersuchung  gerade  dargeboten  hat,  so 
können  wir  für  die  an  der  rechten  Seite  stehenden  Integrale 
schreiben : 

f^=  r-  Found  fdZ=Z--Zo, 

worin  Yq  und  Zq  die  Werthe  von  Y  und  Z.sind,  welche  dem 
Anfangszustande  entsprechen.  Dadurch  geht  die  Gleichung  (61) 
über  in : 

(62)  f^  =.Y+Z-  (r,  +  Z,). 

Setzt  man  bierin: 

(63)  Y+Z^S 
und  entsprechend: 

Yq  -]-  Zq  =  Oq, 

so  erhält  man  die  Gleichung: 

(64)  f^  =  S-  So, 

welche,  nur  etwas  anders  geordnet,  dieselbe  ist,  wie  die  unter 
(60)  angeführte  zur  Bestimmung  von  S  dienende  Gleichung. 

Sucht  man  für  S  einen  bezeichnenden  Namen,  so  könnte 
man,  ähnlich  wie  von  der  Grösse  ü  gesagt  ist,  sie  sei  der  Wärme* 
und  Werkinhalt  des  Körpers,  von  der  Grösse  S  sagen ,  sie  sei  der 
Verwandlungsinhalt  des  Körpers.  Da  ich  es  aber  für  besser 
halte,  die  Namen  derartiger  für  die  Wissenschaft  wichtiger 
Grössen  aus  den  alten  Sprachen  zu  entnehmen,  damit  sie  unver- 
ändert in  allen  neuen  Sprachen  angewandt  werden  können,  so 
schlage  ich  vor,  die  Grösse  S  nach  dem  griechischen  Worte 
ri  zQonri^  die  Verwandlung,  die  Entropie  des  Körpers  zu  nennen. 
Das  Wort  Entropie  habe  ich  absichtlich  dem  Worte  Energie  mög- 
lichst ähnlich  gebildet,  denn  die  beiden  Grössen,  welche  durch 
diese  Worte  benannt  werden  sollen,  sind  ihren  physikalischen  Be- 
deutungen nach  einander  so  nahe  verwandt,  dass  eine  gewisse 
Gleichartigkeit  in  der  Benennung  mir  zweckmässig  zu  sein 
scheint. 

Fassen  wir,  bevor  wir  weiter  gehen,  der  Uebersichtlichkeit 
wegen  noch  einmal  die  verschiedenen  im  Verlaufe  der  Abhand- 
lung besprochenen  Grössen  zusammen,  welche  durch  die  mecha- 
nische Wärnietheorie   entweder  neu  eingeführt  sind    oder   doch 
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eine  veränderte  Bedeutung  erhalten  haben,  und  welche  sich  alle 
darin  gleich  verhalten,  dass  sie  durch  den  augenblicklich  statt- 
findenden Zustand  des  Körpers  bestimmt  sind,  ohne  dass  man  die 
Art,  wie  der  Körper  in  denselben  gelangt  ist,  zu  kennen  braucht, 
so  sind  es  folgende  sechs:  1)  der  Wärmeinhalt,  2)  der  WerMnhalt, 
3)  die  Summe  der  beiden  vorigen ,  also  der  Wärme-  und  Werk- 
Inhalt  oder  die  Energie,  —  4)  der  Verwandlungswerth  des  Wärme- 
Inhaltes,  5)  die  Disgregation ,  welche  als  der  Verwandlungswerth 
der  stattfindenden  Anordnung  der  Bestandtheile  zu  betrachten 
ist,  6)  die  Summe  der  beiden  vorigen,  also  der  Verwandlungs- 
inhalt oder  die  Entropie. 

§.  15.  Um  die  Energie  und  Entropie  für  besondere  Fälle  zu 
bestimmen,  hat  man  neben  den  Gleichungen  (57)  und  (59),  resp. 
(58)  und  (60),  die  verschiedenen  im  Obigen  für  d  ^  gegebeneu 
Ausdrücke  zu  benutzen.  Ich  will  hier  nur  einige  einüache  Fälle 
als  Beispiele  behandeln. 

Wenn  der  betrachtete  Körper  ein  homogener  Körper  von 
durchweg  gleicher  Temperatur  ist,  auf  welchen  als  einzige  fremde 
Kraft  ein  gleichmässiger  und  normaler  Oberflächendruck  wirkt, 
und  welcher  bei  Aenderung  der  Temperatur  und  des  Druckes  sein 
Volumen  ändern  kann,  ohne  dabei  eine  theilweise  Aenderung  des 
Aggregatzustandes  zu  erleiden,  und  wenn  dazu  noch  das  Gewicht 
des  Körpers  als  eine  Gewichtseinheit  vorausgesetzt  wird,  so  kann 
man  für  d  ^  die  in  §.  9  gegebenen  Gleichungen  (28),  (29)  und 
(32)  anwenden.  In  diesen  Gleichungen  kommt  die'  dort  mit  o 
bezeichnete  specifische  Wärme  bei  constantem  Volumen  und  die 
mit  C  bezeichnete  specifische  Wärme  bei  constantem  Drucke  vor, 
und  da  gewöhnlich  die  letztere  specifische  Wärme  diejenige  ist, 
welche  man  unmittelbar  durch  Beobachtungen  bestimmt  hat,  so 
wollen  vdr  die  Gleichung,  in  der  sie  vorkommt,  anwenden,  näm- 
lich (29),  welche  lautet: 

dQ=  CdT-AT^dp^). 


')  Ich  Bclireibe  hier  statt  des   in  (29)  angewandten  Zeichens  (777) 

d  V 
einfach  ^-^ ,  weil  in  einem  Falle ,   wo  nur  T  und  p  als  unabhängige  Ver- 
änderliche yorkommen,   es   sich  von  selbst  versteht,   dass  bei  der  Differen- 
fiation  nach  T  die  andere  Veränderliche' jp  als  constant  vorausgesetzt  ist. 

8* 
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Was  ferner  das  äussere  Werk  anbetrifft,  so  hat  man  für  eine 
unendlich  kleine  Zustandsänderung,  bei  welcher  das  Volumen 
sich  um  dv  ändert,  zu  setzen: 

dw  =  Apdv, 

und  wenn  man  T  und  p  als  unabhängige  Veränderliche  gewählt 
hat,  so  kann  man  dieser  Gleichung  folgende  Form  geben: 


,.  =  A,{liäT+pp) 


Wendet' man  diese  Ausdrücke  von  d  Q  und  d%c  auf  die  Glei- 
chungen (57)  und  (59)  an,  so  erhält  man : 


(65) 


.tr=(c-^.U).T-^(T|l  +  pg).^ 


dS^jdT-A^dp. 


Unter  Berücksichtigung  der  in  (33)  zu  unterst  stehenden  Glei- 
chung, nämlich 

dp  ~        ^^  dT^' 

überzeugt  man  sich  leicht,  dass  diese  beiden  vollständigen  Diffe- 
rentialgleichungen integrabel  sind,  ohne  dass  man  dazu  noch  eine 
weitere  Beziehung  zwischen  den  Veränderlichen  anzunehmen 
braucht.  Durch  Ausführung  der  Integration  gewinnt  man  Aus- 
drücke von  TJ  und  S,  deren  jeder  nur  noch  eine  unbestimmt  blei- 
bende Constante  enthält,  nämlich  den  Werth,  welchen  die  be- 
treffende Grösse  U  oder  S  in  dem  als  Ausgangspunkt  der  Inte- 
gration gewählten  Anfangszustande  des  Körpers  hat. 

Ist  der  Körper  ein  vollkommenes  Gas,  so  gestalten  sich  die 
Gleichungen  einfacher.  Man  kann  sie  entweder  dadurch  erhal- 
ten, dass  man  die  Gleichungen  (65)  mit  der  das  Mariotte'sche 
undGay-Lussac'sche  Gesetz  ausdrückenden  Gleichung^)«?  =  RT 
in  Verbindung  bringt,  oder  dadurch,  dass  man  auf  die  Glei- 
chungen (57)  und  (59)  zurückgeht,  und  darin  an  die  Stelle  von 
d  Q  einen  der  schon  oben  für  vollkommene  Gase  abgeleiteten 
und  in  den  Gleichungen  (42)  enthaltenen  Ausdrücke,  und  zugleich 

für  dw  einen  der  drei  Ausdrücke  AB  —  dv\  ARidT dp\\ 

Apdv  einsetzt.     Wählt  man  von  den  Gleichungen  (42)  die  zu 
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oberst  stehende,  welche  für  den  vorliegenden  Fall  die  bequemste 
ist,  80  kommt: 

ldU=cdT 

(66)                               ,  ^           dT   ,     .  r^rfv 
^  \  dS  :=  c -yjr -{- AM 

Die  Integration  dieser  Gleichungen  lässt  sich ,  da  c  und  A  R  con- 
stant  sind,  sofort  ausführen,  und  giebt,  wenn  man  die  Werthe 
von  CT  und  S  im  Anfangszustande,  in.  welchem  T=Tq  und  v  =  v^ 
ist,  mit   Uq    und  So  bezeichnet: 


(67) 


U=  üo  +  c(T-  2i) 

S=So  +clog5-+^iJlog~ 


Als  letzten  speciellen  Fall  wollen  wir  den  behandeln,  auf 
welchen  sich  die  §§.  12  und  13  beziehen,  wo  der  betrachtete 
Körper  eine  Masse  Jf  ist,  von  welcher  sich  der  Theil  M —  m  in 
einem  und  der  Theil  m  in  einem  anderen  Aggregatzustande  be- 
findet, und  wo  der  Druck,  unter  dem  die  ganze  Masse  steht,  nur 
von  der  Temperatur  abhängt. 

Wir  wollen  annehmen,  zu  Anfange  befinde  sich  die  ganze 
Masse  M  im  ersten  Aggregatzustande  und  habe  die  Temperatur 
To,  und  zugleich  stehe  sie  unter  dem  Drucke,  welcher  dieser  Tem- 
peratur entspricht.  Die  Werthe  der  Energie,  und  Entropie  in 
diesem  Anfangszustande  seien  mit  üo  und  So  bezeichnet.  Dann 
wollen  wir  uns  denken,  dass  der  Körper  auf  folgendem  Wege 
aus  diesem  Anfangszustande  in  seinen  Endzustand  gebracht  werde. 
Der  Körper  soll  zunächst,  während  die  ganze  Masse  immer  im 
ersten  Aggregatzustande  bleibt,  von  der  Temperatur  T«  auf  die 
Temperatur  T  gebracht  werden,  und  dabei  soll  der  Druck  sich  in 
der  Weise  andern ,  dass  er  in  jedem  Augenblicke  äie  Grösse  hat, 
welche  der  gerade  stattfindenden  Temperatur  entspricht.  Darauf 
soll  bei  der  Temperatur  T  ein  Theil  der  Masse,  nämlich  der  Theil 
m,  aus  dem  ersten  in  den  zweiten  Aggregatzustand  übergehen. 
Diese  beiden  Veränderungen  wollen  wir  einzeln  betrachten,  indem 
wir  dabei  die  in  §.  13  eingeführte  Bezeichnung  anwenden. 

Während  der  zuerst  erwähnten  Temperaturänderung  hat  man 
die  Gleichung: 

dQ  =  McdT 

anzuwenden.  Die  hierin  vorkommende  Grösse  c  ist  die  spectfische 
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Wärme  des  Körpers  im  ersten  Aggregatzustande  fiir  den  Fall,  wo 
der  Druck  während  der  Temperaturänderung  sich  in  der  oben 
angegebenen  Wefse  ändert.  Von  dieser  Grösse  ist  in  der  An- 
merkung zu  §.  13  die  Rede  gewesen,  und  man  kann  nach  dem, 
was  dort  nachgewiesen  ist,  für  den  Fall,  wo  der  erste  Aggregat- 
zustand der  flüssige  oder  feste  und  der  zweite  der  luftförmige 
ist,  für  c  in  num^schen  Rechnungen  ohne  Bedenken  die  speci- 
fische  Wärme  des  flüssigen  oder  festen  Körpers  bei  constantem 
Drucke  setzen.  Nur  wenn  es  sich  um  sehr  hohe  Temperaturen 
handelt,  bei  denen  die  Dampfspannung  mit  der  Temperatur  sehr 
schnell  wächst ,  kann  der  Unterschied  zwischen  der  specifischen 
Wärme  c  und  der  specifischen  Wärme  bei  constantem  Drucke  so 
erheblich  werden,  dass  man  ihn  berücksichtigen  muss.  Aus  der 
vorstehenden  Gleichung  folgt,  wenn  man  zugleich  bedenkt,  dass 

J    gm 

mit  der  Temperaturzünahme  d  T  eine  Volumenzunahme  M  -yy^^  d  T 

dl 

und  somit  das  äussere  Werk  MÄp  -pp  d  T  verbunden  ist: 

d0 


dU=M(^c-^  Äp^dT 


dS  =M^dT. 

Für    die    bei  Temperatur  T  stattfindende  Aenderung    des 
Aggregatzustandes  hat  man: 

d^  =  rdm. 

Hieraus  folgt,  da  die  Zunahme  des  im  zweiten  Aggregatzustande 
befindlichen  Theiles  um  dm  eine'Volumenzunabme  um  udm  und 
somit  ein  durch  Apudm  dargestelltes  äusseres  Werk  bedingt: 

dU  =  (r  —  Äpu)dm. 

Wendet  man  hierauf,  um  die  Grösse  u  durch  andere  experimentell 

besser  bekannte  Grössen  zu  ersetzen,  die  Gleichung  (54)  an,  nach 

welcher  man  hat: 

r 


Au  = 


dp' 


dT 
so  kommt: 

dü  =  r  f  1 ^\dm. 

dT 
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Zugleich  ergiebt  sich  für  dS  aus  jenem  Ausdrucke  von  d  Q  un- 
mittelbar: 

dS  =  -rp  dm. 

Die  beiden  auf  den  ersten  Process  bezüglichen  Differential- 
gleichungen müssen  nach  T  von  T^  bis  T,  und  die  auf  den  zwei- 
ten Process  bezüglichen  nach  m  von  0  bis  m  integrirt  werden, 
und  man  erhält  also : 

T 

P 


(68) 


U=  Uo  +  Mf(c  -  Ap^yT  + 


mr     1  — 


7 


7'„ 


§.  16.  Nehmen  wir  nun  an,  dass  auf  eine  der  vorstehend  an- 
gedeuteten Weisen  die  Grössen  U  und  8  für  einen  Körper  in 
seinen  verschiedenen  Zuständen  bestimmt  seien,  so  kann  man  die 
Gleichungen,  welche  für  nicht  umkehrbare  Veränderungen  gelten, 
ohne  Weiteres  hinschreiben: 

Die  erste  Hauptgleichung  (la.)  und  die  aus  ihr  durch  In- 
tegration hervorgegangene  Gleichung  (58),  welche  wir  jetzt  so 
ordnen  wollen: 

(69)  Q=U  -^  Uo^w, 

gilt  ebenso  gut  für  nicht  umkehrbare,  wie  für  umkehrbare  Ver- 
änderungen. Der  f^hterschied  besteht  nur  darin,  dass  von  den 
an  der  rechten  Seite  stehenden  Grössen  das  äussere  Werk  w  in 
dem  Falle,  wo  eine  Veränderung  in  nicht  umkehrbarer  Weise  vor 
sich  geht,  einen  anderen  Werth  hat,  als  in  dem  Falle,  wo  dieselbe 
Veränderung  in  umkehrbarer  Weise  geschieht.  In  Bezug  auf  die 
Differenz  ü  —  ü^  findet  eine  solche  Ungleichheit  nicht  statt. 
Sie  ist  nur  vom  Anfangs-  und  Endzustande  und  nicht  von  der 
Art  des  Ueberganges  abhängig.  Man  braucht  also  die  Art  des 
Ueberganges  nur  soweit  in  Betracht  zu  ziehen,  wie   nöthig  ist. 


1)  [Einige  etwas  vollständigere  mathematische  Entwickelangen  über  die 
JSnergie  und  Entropie  werden  in  einem  dieser  Abhandlung  beigefögten  Zu- 
sätze mitgetheilt  werden.] 
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um  das  dabei  gethane  äussere  Werk  zu  bestimmen,  und  indem 
man  dann  dieses  äussere  Werk  zu  der  Differenz  U  —  Uq  addirt, 
erhält  man  die  gesuchte  Wärmemenge  Q,  welche  der  Körper  wäh- 
rend des  Ueberganges  aufnehmen  muss. 

Was  ferner  die  bei  irgend  einer  nicht  umkehrbaren  Verände- 
rung eingetretene  uncompensirte  Verwandlung  anbetrifft,  so  erhält 
man  dieselbe  folgendermaassen. 

Der  Ausdruck  derjenigen  uncompensirten  Verwandlung, 
welche  in  einem  Kreisprocesse  eintreten  kann,  ist  in  meiner  Ab- 
handlung „über  eine  veränderte  Form  des  zweiten  Hauptsatzes 
der  mechanischen  Wärmetheorie"  in  Gleichung  (11)  gegeben  ^). 
Wenn  wir  in  dieser  Gleichung  dem  Differentiale  d  Q  das  ent- 
gegengesetzte Vorzeichen  geben,  weil  dort  eine  von  dem  Körper 
an  ein  Wärmereservoir  abgegebene  Wärmemenge  positiv  gerech- 
net ist,  während  wir.  hier  eine  von  dem  Körper  aufgenommene 
Wärmemenge  positiv  rechnen,  so  lautet  sie: 

'dQ 

T  ' 


(70)  N  =  ^ß 


Wenn  nun  der  Körper  eine  Veränderung  oder  eine  Reihe  von 
Veränderungen  erlitten  hat,  welche  nicht  einen  Kreisprocess  bil- 
den, sondern  durch  welche  er  in  einen  Endzustand  gelangt  ist, 
der  vom  Anfangszustande  verschieden  ist,  so  kann  man  aus  die- 
ser Reihe  von  Veränderungen  nachträglich  einen  Kreisprocess 
machen ,  wenn  man  noch  solche  Veränderungen  hinzufügt,  durch 
welche  der  Körper  wieder  aus  dem  erreichten  Endzustande  in 
seinen  Anfangszustand  zurückgeführt  wird.  Von  diesen  neu  hin- 
zugefügten Veränderungen,  welche  den  Kölf)er  in  den  Anfangs- 
zustand zurückführen,  wollen  wir  annehmen,  dass  sie  in  umkehr- 
barer Weise  stattfinden. 

Wenden  wir  auf  diesen  so  gebildeten  Kreisprocess  die  Glei- 
chung (70)  an,  so  können  wir  das  darin  vorkommende  Integral 
in  zweiTheile  theilen,  von  denen  sich  der  erste  auf  den  ursprüng- 
lich gegebenen  Hingang  des  Körpers  aus  dem  Anfangszustande 
in  den  Endzustand  und  der  zweite  auf  den  von  uns  hinzugefug- 
ten Rückgang  aus  dem  Endzustande  in  den  Anfangszustand  be- 
zieht   Wir  wollen  diese  beiden  Theile  als   zwei  getrennte  Inte- 


^)  Pogg.Ann.Bd.XGni,S.499jand  AbhandlangenBammlungTheüI,  S.U5. 
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grale  schreiben,  und  das  zweite,  nämlich  das  auf  den  Rückgang 
bezüghche,  dadurch  yom  ersten  unterscheiden,  dass  wir  an  das 
Integralzeichen  den  Buchsti^ben  r  als  Index  schreiben.  Dadurch 
geht  die  Gleichung  (70)  über  in 

r 

Da  nun  der  Rückgang  in  umkehrbarer  Weise  stattfinden  soll,  so 
können  wir  auf  das  zweite  Integral  die  Gleichung  (64)  anwenden, 
nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  wir,  wenn  Sq  die  Entropie  im 
Anfangszustande  und  S  die  Entropie  im  Endzustande  bedeutet« 
statt  der  Differenz  S  —  So  die  dem  Vorzeichen  nach  entgegen- 
gesetzte Differenz  So  —  S  setzen  müssen,  weil  das  hier  in  Rede 
stehende  Integral  rückwärts  vom  Endzustande  bis  zum  Anfangs- 
zustande zu  nehmen  ist    Wir  haben  also  zu  schreiben: 


/ 


•~m-  =  a3ö  —  ^• 


Durch  diese  Substitution  geht  die  yorige  Gleichung  über  in: 
(71)  N=S^So-f^' 

Die  auf  diese  Weise  bestimmte  Grösse  N  bedeutet  zunächst 
die  in  dem  ganzen  Kreisprocesse  eingetretene  uncompensirte  Ver- 
wandlung. Da  nun  aber  für  solche  Veränderungen,  die  in' um- 
kehrbarer Weise  geschehen,  der  Satz  gilt,  dass  die  Summe  der  in 
ihnen  vorkommenden  Verwandlungen  Null  ist,  also  keine  uncom- 
pensirte  Verwandlung  in  ihnen  entstehen  kann,  so  hat  der  als 
umkehrbar  vorausgesetzte  Rückgang  nichts  zur  Vermehrung  der 
uncompensirten  Verwandlung  beigetragen,  und  die  Grösse  N  stellt 
somit  die  uncompensirte  Verwandlung  dar,  welche  bei  dem  gege- 
benen üebergange  des  Körpers  aus  dem  Anfangszustande  in  den 
Endzustand  eingetreten  ist.  In  dem  gefundenen  Ausdrucke  ist 
wieder  die  Differenz  S  —  So  vollständig  bestimmt,  wenn  der  An^ 
fangs-  und  Endzustand  gegeben  ist,  und  nur  bei  der  Bildung  des 

Integrals  /  —^  muss  die  Art,  wie  der  Uebergang  aus  dem  einen 

in  den  anderen  stattgefunden  hat,  berücksichtigt  werden. 

§.  17.  Zum  Schlüsse  möchte  ich  mir  noch  erlauben,  einen 
Gegenstand  zu  berühren,  dessen  vollständige  Behandlung  hier 
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freilich  nicht  am  Orte  sein  würde,  indem  die  dazu  nöthigen  Aus- 
einandersetzungen zu  umfangreich  sein  würden,  von  dem  ich  aber 
doch  glaube,  dass  selbst  die  nachfolgende  kurze  Andeutung  nicht 
ohne  Interesse  sein  wird,  indem  sie  dazu  beitragen  kann,  die 
allgemeine  Wichtigkeit  der  Grössen,  welche  ich  bei  der  Formu- 
lirung  des  zweiten  Hauptsatzes  der  mechanischen  Wärmetheorie 
eingeführt  habe,  erkennen  zu  lassen. 

Der  zweite  Hauptsatz  in  der  Gestalt,  welche  ich  ihm  gegeben 
habe,  sagt  aus,  dass  alle  in  der  Natur  vorkommenden  Verwand- 
lungen in  einem  gewissen  Sinne,  welchen  ich  als  den  positiven 
angenommen  habe,  von  selbst,  d.  h.  ohne  Gompensation,  gesche- 
hen können,  dass  sie  aber  im  entgegengesetzten,  also  negativen 
Sinne  nur  in  der  Weise  stattfinden  können,  dass  sie  durch  gleich- 
zeitig stattfindende  positive  Verwandlungen  compensirt  werden. 
Die  Anwendung  dieses  Satzes  auf  das  gesammte  Weltall  führt  zu 
einem  Schlüsse,  auf  den  zuerst  W.  Thomson  aufmerksam  ge- 
macht hat  1) ,  und  von  dem  ich  schon  in  einer  vor  Kurzem  ver- 
öffentlichten Abhandlung  gesprochen  habe  2).  Wenn  nämlich  bei 
allen  im  Weltall  vorkommenden  Zustand sänderungen  die  Ver- 
wandlungen von  einem  bestimmten  Sinne  diejenigen  vom  ent- 
gegengesetzten Sinne  an  Grösse  übertreffen,  so  muss  der  Ge- 
sammtzustand  des  Weltalls  sich  immer  mehr  in  jenem  ersteren 
Sinne  ändern,  und  das  Weltall  muss  sich  somit  ohne  ünterlass 
einem  Grenzzustande  nähern. 

Es  fragt  sich  nun,  wie  man  diesen  Grenzzustand  einfach  und 
dabei  doch  bestimmt  charakterisiren  kann.  Dieses  kann  dadurch 
geschehen,  dass  man  die  Verwandlungen,  wie  ich  es  gethan  habe, 
als  mathematische  Grössen  betrachtet,  deren  Aequivalenzwerthe 
sich  berechnen  und  durch  algebraische  Addition  zu  einer  Summe 
vereinigen  lassen. 

Solche  Rechnungen  habe  ich  in  meinen  bisherigen  Abhand- 
lungen in  Bezug  auf  die  in  den  Körpern  vorhandene  Wärme  und 
die  Anordnung  der  Bestandtheile  der  Körper  ausgeführt.  Es 
haben  sich  dabei  für  jeden  Körper  zwei  Grössen  ergeben,  der 
Verwandlungswerth  seines  Wärmeinhaltes  und  seine  Disgregation, 


1)  Phil  Mag.  4<ä.  Ser.  Vol.  IV,  p,  304. 

^  Pogg.  Ann.  Bd.  GXXI,  S.  1  and  Abhandlangensammlung  Th.  I,  Ab- 
handlung vm. 
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deren  Summe  seine  Entropie  bildet.  Hiermit  ist  aber  die  Sache 
noch  nicht  erschöpft,  sondern  die  Betrachtung  muss  auch  noch 
auf  die  strahlende  Wärme,  oder,  anders  ausgedrückt,  auf  die  in 
der  Form  von  fortschreitenden  Schwingungen  des  Aethers  durch 
den  Weltenraum  verbreitete  Wärme,  und  ferner  auf  solche  Bewe- 
gungen, die  nicht  unter  dem  Namen  Wärme  zu  begreifen  sind, 
ausgedehnt  werden. 

Die  Behandlung  der  letzteren  würde  sich,  wenigstens  soweit 
es  sich  um  Bewegungen  ponderabler  Massen  handelt ,  kurz  ab- 
machen lassen,  indem  man  durch  nahe  liegende  Betrachtungen 
zu  folgendem  Schlüsse  gelangt.  Wenn  eine  Masse,  welche  so 
gross  ist,  dass  ein  Atom  dagegen  als  verschwindend  klein  be- 
trachtet werden  kann,  sich  als  Ganzes  bewegt,  so  ist  der  Ver- 
wandlungswerth  dieser  Bewegung  gegen  ihre  lebendige  Kraft 
gleichermaassen  als  verschwindend  klein  anzusehen;  woraus 
folgt,  dass,  wenn  eine  solche  Bewegung  sich  durch  irgend  einen 
passiven  Widerstand  in  Wärme  umsetzt,  dann  der  Aequivalenz- 
werth  der  dabei  eingetretenen  uncompensirten  Verwandlung 
einfach  durch  den  Verwandlungswerth  der  erzeugten  Wärme 
dargestellt  wird.  Die  strahlende  Wärme  dagegen  lässt  sich 
nicht  so  kurz  behandeln,  indem  es  noch  gewisser  besonderer 
Betrachtungen  bedarf,  um  angeben  zu  können ,  wie  ihr  Verwand- 
lungswerth zu  bestimmen  ist.  Obwohl  ich  in  der  vorher  er- 
wähnten, vor  Kurzem  veröffentlichten  Abhandlung  schon  von  der 
strahlenden  Wärme  im  Zusammenhange  mit  der  mechanischen 
Wärmetheorie  gesprochen  habe,  so  habe  ich  doch  die  hier  in 
Rede  stehende  Frage  dort  nicht  berührt,  indem  es  mir  dort  nur 
darauf  ankam,  nachzuweisen,  dass  zwischen  den  Gesetzen  der 
strahlenden  Wärme  und  einem  von  mir  in  der  mechanischen 
Wärmetheorie  angenommenen  Grundsatze  kein  Widerspruch 
besteht.  Die  speciellere  Anwendung  der  mechanischen  Wärme- 
theorie und  namentlich  des  Satzes  von  der  Aequivalenz  der 
Verwandlungen  auf  die  strahlende  Wärme  behalte  ich  mir  für 
später  vor. 

Vorläufig  will  ich  mich  darauf  beschränken,  als  ein  Resul- 
tat anzuführen,  dass,  wenn  man  sich  dieselbe  Grösse,  welche 
ich  in  Bezug  auf  einen  einzelnen  Körper  seine  EtUropie  ge- 
nannt habe,  in  consequenter  Weise  unter  Berücksichtigung  aller 
umstände   für    das   ganze  Weltall   gebildet   denkt,   und   wenn 
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man  daneben  zugleich  den  anderen,  seiner  Bedeutung  nach  ein- 
facheren Begriff  der  Energie  anwendet,  man  die  den  beiden 
Hauptsätzen  der  mechanischen  Wärmetheorie  entsprechenden 
Grundgesetze  des  Weltalls  in  folgender  einfacher  Form  aus- 
sprechen kann: 

1)  Die  Energie  der  Welt  ist  constant 

2)  Die  Entropie  der  Welt  strebt  einem  Maximum  bu. 


ZUSATZ  ZU  ABHANDLUNG  IX.    (1866.) 


Ueber  die  BestimmiiBg  der  Energie  und  Entropie  eines  Körpern^). 


Es  wird  vieUeicht  nicht  unzweckm&ssig  sein,  wenn  ich  als  Zusatz 
zu  der  vorstehenden  Abhandlung  noch  einige  Entwickelungen  mittheile, 
welche  erkennen  lassen,  wie  man  die  zur  Bestimmung  der  Energie  und 
Entropie  dienenden  Gleichungen  unmittelbar  aus  den  Fundamentalglei- 
chungen der  mechanischen  Wärmeiheorie  ableiten  kann. 

§.  1.  Die  erste  Fundamentalgleichung  wenden  wir  in  der  Form 
an,  welche  in  der  vorstehenden  Abhandlung  unter  (la.)  gegeben  ist, 
und  die  zweite  in  der  Form,  welche  unter  (59)  gegeben  ist,  wobei  wir 
in  der  letzteren  nur  die  äussere  Anordnung  etwas  ändern  wollen.  Wir 
haben  also: 

(A)  dQ  =  dU  +  dw 

(B)  dQ=T.d8. 

Die  erste  dieser  beiden  Gleichungen  kann  sowohl  auf  umkehrbare 
als  auch  auf  nicht  umkehrbare  Veränderungen  angewandt  werden,  die 
zweite  dagegen  gilt  nur  für  umkehrbare  Veränderungen.  Um  nun  beide 
Gleichungen  vereinigen  zu  können,  wollen  wir  voraussetzen,  dass  sie 
sich  beide  auf  eine  und  dieselbe  umkehrbare  Veränderung  eines  Körpers 
beziehen.     In  diesem  Falle  ist  das  Wärmeelement  d  Q  in  beiden  Glei- 


*)  Der  wesentliche^  Inhalt  dieses  Zusatzes  ist  einer  kürzlich  yon  mir  ver- 
öffentlichten Note  entnommen,  welche  sich  in  Schlömilch 's  Zeitschrift  für 
Mathematik  und  Physik  Bd.XI,  S.  31,  und  in  englischer  Uebersetsung  im  Phil. 
Mag.  S.  4,  Vol.  XXXII.  p.  1  befindet. 
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chungeD  dasselbe,  und  wir  können  es  daher  aus  den  Gleichungen  elimi- 
niren,  wodurch  wir  erhalten: 

(a)  T  -  dS  =  du  +  dw. 

Nun  wollen  wir  annehmen,  der  Zustand  des  Körpers  sei  durch  ir- 
gend zwei  Veränderliche  bestimmt,  welche  wir  vorläufig  allgemein  mitrr  und 
y  bezeichnen  wollen.  Nachträglich  können  wir  dann  für  diese  ihrer  Be- 
deutung nach  noch  unbestimmt  gelassenen  Veränderlichen  bestimmte 
Grössen,  wie  Temperatur,  Volumen,  Druck  oder  andere  in  der  gerade 
beabsichtigten  Untersuchung  zweckmässige  Grössen  einführen.  Wenn 
der  Zustand  des  Körpers  durch  die  Veränderlichen  x  und  y  bestimmt 
wird,  so  müssen  sich  alle  Grössen,  welche  durch  den  augenblicklich  statt- 
findenden Zustand  des  Körpers  bestimmt  sind,  ohne  dass  man  die  Art, 
wie  der  Körper  in  diesen  Zustand  gelangt  ist,  zu  kennen  braucht,  durch 
Functionen  dieser  Veränderlichen  darstellen  lassen,  in  denen  die  Verän- 
derlichen als  von  einander  unabhängig  betrachtet  werden  können.  Dem- 
nach sind  auch  die  Entropie  S  und  die  Energie  ü  als  Functionen  der 
unabhängigen  Veränderlichen  x  und  y  anzusehen.  Das  äussere  Werk 
w  dagegen  verhält  sich  in  dieser  Beziehung,  (wie  in  der  vorstehenden 
Abhandlung  mehrfach  besprochen  wurde),  wesentlich  anders.  Die  DifiFe- 
rentialcoefficienten  von  w  können  zwar,  sofern  es  sich  nur  um  umkehr- 
bare Veränderungen  handelt,  als  bestimmte  Functionen  von  x  und  y  be- 
trachtet werden,  w  selbst  aber  lässt  sich  nicht  durch  eine  solche  Func- 
tion darstellen;  sondern  kann  erst  dann  bestimmt  werden,  wenn  nicht 
nur  der  Anfangs-  und  Endzustand  des  Körpers,  sondern  auch  der  Weg, 
auf  welchem  er  aus  dem  einen  in  den  anderen  gelangte,  gegeben  ist. 

Wenn  man  nun  in  der  Gleichung  (a)  setzt: 

dx  dy    "^ 

du  du 

du  =  -=—dx  H — T—dy 
dx  dy 

dw  dw 

80  geht  sie  über  in: 

T^dx  +  T^dy  =  r^  +  ^)dx  +  (^+  ^)dy, 
dx       ^      dy^        \dx  ^  dx)       ^  \dy  ^  dy)    ^' 

Da  diese  Gleichung  für  beliebige  Werthe  der  Difierentiale  dx  und  dy 
richtig  sein  muss,  also  unter  andern  auch  für  die  Fälle,  wo  das  eine  oder 
das  andere  der  Differentiale  gleich  Null  gesetzt  wird,  so  zerüällt  sie  so- 
fort in  folgende  zwei  Gleichungen: 
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dS du       dw 

„ .  dx        dx        dx 

(b) 

j,dS_dü        dw 
dp        dy        dy' 

Aus  diesen  Gleichungen  kann  man  durch  zweite  Differentiation  eine 
der  Grössen  8  oder  U  eliminiren. 

§.  2.  Wir  wollen  zuerst  die  Grösse  U  eliminiren,  weil  die  dadurch 
entstehende  Gleichung  die  einfachere  ist. 

Wir  difPerentiiren  dazu  die  erste  der  Gleichungen  (b)  nach  y  und 
die  zweite  nach  x.  Dabei  wollen  wir  die  DifferentialcoefQcienten  zwei- 
ter Ordnung  von  £1  und  U  ganz  so,  wie  gewöhnlich,  schreiben.     Die 

dto  dw 

Differentialcoefficienten  von  -r—  und  -j—  dagegen   wollen   wir,    wie  es 

ax  ay 

schon  in  der  vorstehenden  Abhandlung  geschehen   ist,   um  äusserlich 

anzudeuten,  dass  es  nicht  DififerentialcoefQcienten  zweiter  Ordnung  einer 

^  .  .  d  /dw\         d  /dto\ 

Function  von  x  und  y  sind,  so  schreiben:  j~~(  T~)^>id -r-( -^  ]•  End- 
lich ist  noch  zu  beachten,  dass  die  in  den  Gleichungen  vorkommende 
Grösse  T,  nämlich  die  absolute  Temperatur  des  Körpers,  von  welcher 
wir  in  dieser  Entwickelung  annehmen,  dass  sie  in  allen  Theilen  des 
Körpers  gleich  sei,  ebenfalls  als  Function  von  x  und  y  anzusehen  ist. 
Wir  erhalten  also: 

dT  dS  d^8    _    dW         ^{^\ 

dy   dx  dxdy        dxdy        dy\dxj 

dT  dS  d^S    _    dW         J_  /dw\ 

dx    dy  dydx        dydx        dx\dy) 

Wenn  wir  die  zweite  dieser  Gleichungen  von  der  ersten  abziehen,  und 
dabei  bedenken,  dass 

d'^S  d^S        ^    d^U  d^U 

und 


dxdy        dydx  dxdy        dydx 

ist,  80  erhalten  wir: 

dT  d^  ^  dT  dS^_   d_  /dto\  _    d_  /div\ 
dy' dx        dx   dy        dy\dx)        dx\dy) 

Die  hierin  an  der  rechten  Seite  stehende  Differenz  habe  ich  in  der 
vorstehenden  Abhandlung  die  auf  xy  he/sügliche  Werkdifferenz  genannt, 
und  mit  Ex^  bezeichnet,  so  dass  zu  setzen  ist: 

d  /dw\  d  (dw\ 
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Hierdurch  geht  die  vorige  Gleichung  über  in: 

^  ^  dy   dx        dx   dy  '*'' 

Dieses  ist  die  aus  der  Gleichung  (a)  hervorgehende,  zur  Bestimmung  von  S 
dienende  DifferentisJgleichung. 

Um  femer  aus  den  beiden  Gleichungen  (b)  die  Grösse  8  zu  elimi- 
niren,  schreiben  wir  sie  in  folgender  Form: 

dx~  T'  dx  '^  T*  dx 

dy  ~  T' dy   ^  t'  dy 

Von  diesen  Gleichungen  dififerentiiren  wir  wieder  die  erste  nach  y  und 
die  zweite  nach  rc,  wodurch  kommt: 

dxdy  ~  T  dxdy        T^'  dy'  dx  '^  dy\T'  dx) 

d^8    _  1      d^U L  ^  ^  J_  A{L.^\, 

dydx  ~  T  dydx        T^' dx  "  dy  "*"  dx\T'  dy)' 

Subtrahirt  man  die  zweite  dieser  Gleichungen  von  der  ersten  und  bringt 
in  der  dadurch  entstehenden  Gleichung  die  Glieder,  welche  £7  enthalten, 
auf  die  linke  Seite,  und  multiplicirt  dann  noch  die  ganze  Gleichung  mit 
2^,  so  kommt: 

dy'dx         dx' dy  ~       ldy\T'dx)        dx\T' dy  )  ]' 

Für  die  hierin  an  der  rechten  Seite  stehende  Grösse  wollen  wir 
ebenfalls  ein  besonderes  Zeichen  einführen,  indem  wir  setzen: 

Dann  lautet  die  vorige  Gleichung: 

dT  du       dTdU_     , 
^^^  d^"di~d^'d^-^"- 

Dieses  ist  die  aus  der  Gleichung  (a)  hervorgehende,  zur  Bestimmung 
von  ü  dienende  Dififerentialgleichung. 

§.  3.  Bevor  wir  die  beiden  Differentialgleichungen  (d)  und  (£)  wei- 
ter behandeln,  wird  es  zweckmässig  sein,  die  Aufmerksamkeit  fär  einen 
Augenblick  auf  die  in  ihnen  vorkommenden  Grössen  Exp  und  If  ^^  zn 
richten. 

Zwischen  diesen  beiden  Grössen  findet  folgende  Beziehung  statt, 
welche  sich  aus  den  in  (c)  und  (e)  gegebenen  Ausdrücken  leicht  ergiebt: 


s/-':^ 
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,.  j^     _  ^P  dT  dw       dT  dw 

Beide  GrrösBen  Eg^  und  ^^y  sind  Functionen  von  x  und  y^  Wählt 
man  zur  Bestimmung  des  Körpers  statt  der  Yer&nderlicben  x  und  y  ir- 
gend zwei  andere  Yeränderliche,  welche  |  und  ri  heissen  mögen,  und 
bildet  mit  diesen  die  entsprechenden  Grössen  E^  jj  und  E^^  ,j ,  nämlich : 


(h) 


j^/dw\ d^/dto\ 


Bo  sind  diese  Grössen  natürlich  Functionen  von  |  und  17,  ebenso  wie  die 
vorigen  Grössen  Functionen  von  x  und  y.  Vergleicht  man  nun.  aber 
einen  dieser  beiden  letzten  Ausdrucke,  z.  B.  dei^jenigen  von  E^n  mit 
dem  Ausdrucke  der  entsprechenden  Grösse  Ex^,  so  findet  man,  daiss  sie 
nicht  bloss  zwei  auf  verschiedene  Veränderliche  bezogene  Ausdrücke  einer 
und  derselben  Grösse  sind,  sondern  dass  sie  wirklich  verschiedene  Grössen 
darstellen.  Aus  diesem  Grunde  habe  ich  Exp  nicht  kurzweg  die  Werk- 
dififerenz,  sondern  die  auf  xy  bezügliche  Werkdifferenz  genannt,  wo- 
durch sie  sofort  von  E^rj^  nämlich  von  der  auf  ^rj  bezüglichen  Werk- 
differeuz,  unterschieden  wird.  Ebenso  verhält  es  sich  mit^^y  und  Ef^n^ 
welche  gleichfalls  als  zwei  verschiedene  Grössen  anzusehen  sind. 

Die  Beziehung,  welche  zwischen  den  Grössen  Exf  und  Ei^  be- 
steht, findet  man  folgendermaassen.  Die  DifferentialcoefQcienten,  welche 
in  dem  in  (h)  gegebenen  Ausdrucke  von  Ei^  vorkommen,  können  in 
der  Weise  abgeleitet  werden,  dass  man  zuerst  die  DifferentisJcoefficien- 
ten  nach  den  Veränderlichen  x  und  y  bildet,  und  dann  jede  dieser  bei- 
den Veränderlichen  als  eine  Function  von  £  und  17  behandelt.  Auf  diese 
Art  erhält  man: 

dw dw  dx       dw  dy 

'dl~~di'di  ^  Wdi 

dw div  dx^       dw  dy^ 

dri        dx    dri        dy  dtf 

Von  diesen  beiden  Ausdrücken  soll  der  erste  nach  17  und  der  zweite 
nach  £  difEerentiirt  werden,  wodurch  man  unter  Anwendung  desselben 
Verfahrens  erhält: 


Cil»utiut,  meoh.  Wftrmetheorle.   IL 
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d  /dw 


)  = 
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d /dw\   dx   dx       d  /dw\   dx    dy      dw 

d  /dw\   dx^  (}y^i    d  /dfv\   dp    dy      dw 
'^di\dy)'dri'd^'^dy\dyj'dfd7i      dp 

d  /dw\   dx  ß^  j_  d  /dw\   dx    di/ 
\dxj  d^'df}      dy\dx)'dri 


dx 


+ 


dw 


d^x 
d^dfi 

d*9 
d^dfi 

d^x 


^/dw\   dx^  dy   ,    d  /dw\   dy    dy      dw 
^di\d^)"df"dv  '  dy\dy)'d^'d^^dy 


rf|      dx   d^di} 

d^y 
d^dfi 


Weun  man  die  sweite  dieser  Gleichungen  von  der  ersten  abzieht,  so  he- 
ben sich  an  der  rechten  Seite  die  meisten  Glieder  auf,  und  es  bleiben 
nur  vier  Glieder  übrig,  welche  sich  in  der  folgenden  Weise  in  ein  Pro- 
duct  aus  zwei  zweigliedrigen  Ausdrücken  zusammenziehen  lassen: 

d  /dw\        d  (dw\ fdx  ^  _  ^  ^\  M  (dw\ d^  /(iig\"] 

d^W/       ^W/       \^S*^~^^*^f/UyW/       dx\dy)\ 

Der  in  dieser  Gleichung  an  der  linken  Seite  stehende  Ausdruck  ist^i,^, 
und  der  an  der  rechten  Seite  in  der  eckigen  Klammer  stehende  Aus- 
druck ist  Exy*     Man  erhält  also  schliesslich: 

dx  dy         dx  dy^ 
di  dt]        drj  d^y 

Auf  gleiche  Art  findet  man  auch : 

dx   dy 
Tfdri 

Wenn  man  nur  Eine  der  Veränderlichen  durch  eine  neue  ersetzt, 

wenn  man  z.  B.  die  Veränderliche  x  beibehält,  während  man  statt  y  die 

neue  Veränderliche  17  einführt,  so  hat  man  in  den  beiden  vorigen  Glei- 

dx  dx 

chungen  a;  =  | ,  und  somit  yr  =  1  und  -=—  =  0  zu  setzen,  wodurch 


(i) 


JJf 


=(: 


:l-c«xic 


(iO 


J^in 


fdx  ^  _  d£  dy\  ^ 

—  \dt'dri        dn'äV     "'- 


sie  übergehen  in: 


Ex  71   


dy 
dri 


<?i 


JEjxv  und  E 


xy 


xtj 


drj 


—  ^y   TP» 

dfj        ^ 


Will  man  zwar  die  ui'sprün glichen  Veränderlichen  beibehalten,  aber 
ihre  Reihenfolge  ändern,  so  nehmen  dadurch  die  in  Rede  stehenden 
Grössen,  wie  man  sofort  aus  dem  blossen  Anblicke  der  Ausdrücke  (c) 
und  (e)  erkennt,  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  an,  also: 


(1) 


E 


yx 


—  Exy  und  Hyx  =  —  jE'; 


xy 


§.  4.    Wir  kehren  nun  wieder  zu  den  für  S  und  U  abgeleiteten 
Differentialgleichungen  (d)  und  (f)  zurück. 


.•T. 
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Dieselben  nehmen  besonders  einfache  Gestalten  an,  wenn  man  darin 

als    eine   der  unabhängigen  Veränderlichen   die  Temperatur  T  wählt. 

dT  dT 

Setzen  wir  z,  B.  T  =  «,  so  folgt  daraus  -7-  =  1  und  -7—  =  0,  und 

ay  d-x  ' 

angleich  haben   wir  dann   statt  E^y  und  Ifxy  zu  schreiben:  E^t  und 

£fxT'     Dadurch  gehen  die  Gleichungen  (d)  und  (f)  über  in: 

dx 


(m) 


=  ^xTi 


du 
dx 


E^xT' 


Diese  Gleichungen  können  wir  sofort  nach  x  integriren  und  erhalten 
dadurch: 


(n) 


S=   fExrdx  +  <p(T), 
U=  J ETxTdx-^^  tiT), 


worin  9  (T)  und  V'  (T)  zwei  willkürliche  Functionen  von  T  sind. 

Die  beiden  letzten  Gleichungen  kann  man  natürlich  leicht  wieder 
in  der  Weise  umgestalten,  dass  man  statt  der  Veränderlichen  T  eine 
beliebige  andere  Veränderliche  y  einführt.  Man  braucht  dazu  nur  für 
T  diejenige  Function  von  x  und  y,  welche  diese  Grösse  darstellt,  ein- 
zusetzen. Die  dadurch  entstehenden  Gleichungen  sind  dieselben,  zn 
welchen  man  gelangt,  wenn  man  von  den  allgemeineren  Differential- 
gleichungen (d)  und  (f)  ausgeht,  und  auf  diese  das  gewöhnliche  Inte- 
grationsverfahren anwendet,  und  dabei  zugleich  bedenkt,  dass  nach  (k) 
zu  setzen  ist: 

dy  —  dy 

—  Ex,  =  Ext  nud  — 


Ex,  =  ExT  und  -j^  E'xj/  ^E'xt* 


Wir  haben  also  im  Vorigen  mit  Hülfe  der  partiellen  Differential- 
gleichungen, welche  aus  der  Gleichung  (a)  abgeleitet  sind,  Ausdrücke 
von  S  und  ü  gewonnen,  deren  jeder  noch  eine  willkürliche  Function 
von  T  enthält.  Will  man  nun  auch  diese  dort  willkürlich  gebliebenen 
Functionen  bestimmen,  so  muss  man  auf  die  Gleichungen  (A)  und  (B), 
aus  denen  die  Gleichung  (a)  durch  Elimination  von  d  Q  hervorgegangen 
ist,  zurückgehen. 

§.  5.  Nehmen  wir  an,  der  Zustand  des  Körpers  sei  durch  seine 
Temperatur  T  und  eine  beliebige  andere  Veränderliche  x  bestimmt,  so 
können  wir  den  beiden  Gleichungen  (B)  und  (A)  folgende  Formen 
g'eben : 

4* 
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dS 

dT 

du 
dT 
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dQ 


^  dx  T  dT        ^  T 


dx 


dx. 


^   d9  \dT       dT)        ^\dx        dx) 


Da  diese  Gleichungen  für  beliebige  Werthe  der  Differentiale  dT  und 
dx  gelten  müssen,  so  zerfällt  jede  derselben,  wie  es  in  einem  ähnlichen 
Falle  schon  oben  zur  Sprache  gekommen  ist,  in  zwei  Gleichungen.  Wir 
wollen  hier  von  den  so  entstehenden  vier  Gleichungen  nur  die  beiden 


benutzen ,  welche  zur  Bestimmung  von   -zr:.  und 


dT 


dT 


dienen  können. 


n&mlich: 


(o) 


\d8 

1    dQ 

dT 

T  dT' 

du 

dQ       dw 

dT 

dT       dT 

Zur  Bestimmung  der  beiden  anderen  Differentialcoefficienten  - —  und  -; — 

dx  d  X 

wenden  wir  die  weiter  oben  abgeleiteten  Gleichungen  (m)  an.   Mit  Hülfe 

dieser  Ausdrücke  der  vier  Differentialcoefßcienten  können  wir  folgende 

vollständige  Differentialgleichungen  von  S  und  U  bilden: 


(p) 


1    dö 
dS  =-^-j^dT  +  E,Tdx, 


Da  die  Grössen  8  und  U  sich  durch  Functionen  von  T  und  x  dar- 
stellen lassen  müssen ,  in  welchen  die  beiden  Veränderlichen  T  ^und  x 
als  von  einander  unabhängig  angesehen  werden  können,  so  muss  foi* 
die  beiden  vorstehenden  Gleichungen  die  bekannte  Bedinguugsgleichnng 
der  Integrabilität  gelten«     Für  die  erste  Gleichung  lautet  diese: 

dx 


{1  ^^_ 

\T'dTj  ~ 


dT 


oder  anders  geschrieben: 


(q) 


m=T 


dx\dT, 


dE 


xT 


dT 


welches  die  Gleichung  (15)  der  vorstehenden  Abhandlung  ist.     Für  die 
zweite  Gleichung  lautet  die  Bedingunsgleichung: 

d^fdQ\ l/^\  _  dir:,T 

dxKdT)        dx\dT)  ~     dT   ' 


(0 


I 


iV-. 
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Diese  beiden  Bedingungsgleichuugen  hängen  so  unter  einander  zu- 
sammen, dass  sich  aus  der  einen  die  Nothwendigkeit  der  anderen  sofort 
ableiten  lässt.  Zwischen  den  beiden  in  ihnen  vorkommenden  Grössen 
£xT  und  £fxT  besteht  nämlich  folgende  Gleichung,  welclie  sich  aus  (g) 
ergiebt,  wenn  man  darin  T  =  y  setzt: 

dfo 

— ^—  • 

dx 


(ß)  E'j;T  =  TExT  — 


Differentiirt  man  diese  Gleichung  nach  T,  so  kommt: 


dE'xT rp^ExT    .     «  d  fdw^ 


dT  dT 

Bedenkt  man  nun,  dass 

_,      d  /dw\  d  /dw\ 

'''^  —  dT\dx)  ~  JxKdr) 

ist,  so  geht  die  vorige  Gleichung  über  in: 

.  dE^xT  _L.  rp  ^^xT  _  ±  (dw\ 

^^  dT  dT         dx\dT)' 

Mit  Hülfe  dieser  Gleichung  können  wir  von  den  beiden  Gleichungen  (q) 
und  (r)  sofort  die  eine  auf  die  andere  zurückführen. 

Durch  Integration  der  vollständigen  Differentialgleichungen  (p) 
lassen  sich  die  beiden  Grössen  S  und  C,  jede  bis  auf  eine  unbekannt 
bleibende  Constante,  bestimmen. 

Natürlich  kann  man  auch  in  diesen  vollständigen  Differentialglei- 
chungeil, wenn  es  für  besondere  Fälle  zweckmässig  erscheint,  statt  der 
Veränderlichen  T  irgend  eine  andere  Veränderliche  y  einführen,  was, 
wenn  T  als  Function  von  x  und  y  als  bekannt  vorausgesetzt  wird,  keine 
Schwierigkeit  hat,  und  daher  keiner  weiteren  Auseinandersetzung 
bedarf. 

§.  6.  Alle  vorigen  Gleichungen  sind  in  sofeher  Weise  entwickelt, 
dass  in  Bezug  auf  die  äusseren  Kräfte,  welche  auf  den  Körper  wirken, 
und  auf  welche  sich  das  äussere  Werk  bezieht,  keine  einschränkenden 
Bedingungen  gestellt  sind.  Wir  wollen  nun  den  besonderen  Fall  etwas 
näher  betrachten,  wo  die  einzige  fremde  Kraft,  welche  bei  den  Zustands- 
änderungen  des  Körpers  entweder  hindernd  oder  fördernd  wirkt,  und 
daher  ein  positives  oder  negatives  äusseres  Werk  bedingt,  ein  an  der 
Oberfläche  des  Körpers  stattfindender,  überall  gleicher  und  normal  gegen 
die  Oberfläche  gerichteter  Druck  ist. 

In  diesem  Falle  ist,  gemäss  den  Gleichungen  (17)  der  vorstehenden 
Abhandlung,  wenn  der  Druck  mit  j?  und  das  Volumen  mit  v  bezeichnet 
wird,  zu  setzen: 
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dw        ,     dv 
dx  dx 

'dw A     ^ 

dy  ^  dy 

Durch  Einsetzung  dieser  Werthe  in  die  in  (c)  und  (e)  gegebenen  Aus- 
drücke von  Exy  und  l!xy  erhält  man:     . 


E 


Xlß 


=-[!( 


dv\ 
P  —  )  —  —[P 


dx) 


d_/    dvy\ 

dxV  dy)y 


Efxv  =  A 


xy 


Vdy\T    dx)         dx\T   dyj] 


In  der  letzteren  dieser  Gleichungen  wollen  wir  zur  Abkürzung  setacn: 

P 


(u) 


Ä  = 


T' 


wodurch  sie  übergeht  in: 

Führt  man  nun  in  diesen  Ausdrücken  die  Differentiationen  der  Producta 


aus,  und  bedenkt  dabei,  dass 


d^v 


dH 


dx  dy        dy  dx 


ist,  so  erhält  man: 


(v) 


E 


xy 


E  ^y 


/dp   dv 

\dy   dx 

\ay    ax 


dp    dv\ 
dx  dy) ' 

dit  dt)\ 
dx   dy) 


Nimmt  man  an,  dass  eine  der  zur  Bestimmung  des  Körperzustandes 
dienenden  unabhängigen  Veränderlichen,  z.B.  die  bisher  mit  y  bezeich- 
nete Veränderliche,  die  Temperatur  des  Körpers  sei,  so  hat  man  nur 
st^tt  y  überall  T  2U  schreiben,  also: 

dp    dv 
.   V  .  y,^^    ^^        dx    d 

^      ''  \dT  dx         dx   dx) 

Wendet  man  nun  diese  Ausdrücke  auf  die  Gleichungen  (p)  an,  und 
setzt  darin  zugleich    .j^=zAp  -r-^,  so  kommt: 


/dp    dv         dp    dv\ 


w 
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''^=i'-^''^  +  ^(; 


dp   dv 
df'dx 


t) 


dXy 


l"''  =  (^-'"'f>+^< 


dp    dv 
dx  d 

dn   dv      du   dv 
f'Jx'~"dx'dT, 


■^dx. 


In  den  Paragraphen  12  und  13  und  am  Schlüsse  des  Pai*agraphen 
15  der  vorstehenden  Abhandlung  wurde  der  Fall  besprocheu,  wo  der 
betrachtete  Körper  sich  theils  in  einem,  theils  in  einem  anderen  Aggre- 
gatzustande befindet,  und  wo  die  Aenderungen,  welche  der  Körper  bei  con- 
stanter  Temperatur  erleiden  kann,  darin  bestehen,  dass  die  Grössen  der  in 
den  beiden  Aggregat  zuständen  befindlichen  Theile  sich  ändern,  womit  eine 
Veränderung  des  Volumens,  aber  keine  Veränderung  des  Druckes  ver- 
bunden ist.     Da  in  diesem  Falle  der  Druck  p  nur  von  der  Temperatur 

P 
abhängt,  und  demgemäss  auch  der  Bruch  -=,  welchen  wir  mit  ;r  bezeich- 
net haben,  nur  von  der  Temperatur  abhängen  kann,  so  haben  wir  zu 
setzen: 

;j^  =  0  und  —  =  0. 
ax  ax 

Demnach  gehen  die  Gleichungen  (^)  für  diesen  specieUen  Fall  über  in: 


(y) 


T  dT        ^       dT  dx     ' 


V"  -  (^T- '^  ri)"  ^ ''•  %-rJ- 


Wählt  man  als  zweite  unabhängige  Veränderliche  neben  der  Tem- 
peratur T  das  Volumen  v,  indem  man  x  =  v  setzt,  so  folgt  daraus: 

-  =  lund^=0, 

und   dadurch  nehmen  sowohl   die   allgemeineren  Gleichungen  (x),  als 
auch  die  specielleren  Gleichungen  (y)  folgende  gemeinsame  Form  an: 


(z) 


]^äU=^AdT^AT^^-^dv. 


dT 


dT 


Man  kann,  wie  leicht  zu  ersehen  ist,  die  obigen  Gleichungen  noch 
in  -verschiedenen  anderen  Weisen  specialisiren ,  indem  man  bestimmte 
Grössen  als  Veränderliche  wählt,  oder  die  Gleichungen  auf  bestimmte 
Körperclassen  anwendet     Indessen  will  ich  hierauf,  sowie  auf  die  Aus- 
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führung  der  Integration  der  vollständigen  Differentialgleichungen  hier 
nicht  weiter  eingehen,  weil  ich  schon  in  der  vorstehenden  Abhandlung 
einige  derartige  Fälle  als  Beispiele  behandelt  habe. 

Ich  hoffe,  dass  die  in  diesem  Zusätze  gegebene  übersichtliche  Zu- 
sammenstellung der  auf  die  Entropie  und  Energie  bezuglichen  Diffe- 
rentialgleichungen dazu  beitragen  kann,  die  Mathematiker  und  Physiker 
mit  diesen  beiden  Grössen,  welche  in  der  mechanischen  Wärmetheorie 
eine  so  bedeutende  Rolle  spielen,  näher  vertraut  zu  machen,  und  ihnen 
den  Gebrauch  derselben  zu  erleichtem. 


ABHANDLUNGEN 


UBEB  DIE 


ANWENDUNG  DER  MECHANISCHEN 

WÄRMETHEORIE 


AUF    DIE 


ELECTRISCHEN  ERSCHEmUNGEN. 


"n 


■i 


Einleitung 

in  die 

mathematische   Behandlung 

der 

Electricität 
(1866.) 


§.1.  In  den  mathematischen  Betrachtungen  über  Electricität 
handelt  es  sich  zunächst  darum,  zu  bestimmen,  in  welcher  Weise 
irgend  eine  Electricitätsmenge ,  welche  man  einem  leitenden  Kör- 
per mittheilt,  sich  in  oder  auf  demselben  anordnet,  sei  es,  dass  der 
Körper  von  allen  anderen  leitenden  Körpern  weit  entfernt  ist,  so 
dass  keine  fremden  electrischen  Kräfte  auf  ihn  einwirken  können, 
sei  es,  dass  er  sich  in  der  Nähe  anderer  leitender  Körper  befindet, 
die  entweder  ebenfalls  isolirt  und  mit  gegebenen  Electricitätsmen- 
'  gen  versehen  sein  oder  mit  dei>Erde  in  Verbindung  stehen  können. 
Diese  Bestimmung,  sowie  die  sonstigen  auf  das  Verhalten  derElec« 
tricität  bezüglichen  Rechnungen  werden  sehr  erleichtert  durch  die 
Einfahrung  einer  gewissen  Function,  welche,  nachdem  sie  schon 
früher  von  verschiedenen  Mathematikern,  wie  Laplace  und  Pois- 
son,  angewandt  war,  i.  J.  1828  von  George  Green  unter  dem 
Namen  Potentidlfunction  speciell  behandelt  i),  und  etwas  später 


^)   An  Eseay  on  the  Application  of  mathematical  Analysis  to  the  theo- 
ries  of  Electricity  and  Magnetisni;  by  George  Green.  Nottingham  1828, 
!  Wieder  abgedruckt  in  Cr  eile's  Joorn.  Bd.  44  und  i7. 
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auch  von  Gauss  zum  Gegenstände  sehr  werth voller  mathema- 
tischer Entwickelungen  gemacht  ist  ^). 

Ich  habe  über  diese  Function ,  welche  in  der  mathematischen 
Physik  von  ausserordentlicher  Wichtigkeit  ist,  eine  Schrift  veröffent- 
licht, welche  eben  jetzt  in  erneuter  und  an  verschiedenen  Stellen 
vermehrter  Auflage  erschienen  ist  2).  In  dieser  Schrift  habe  ich 
die  Haupteigenschaften  der  Function  und  einer  aus  ihr  durch  In- 
tegration abgeleiteten  Grösse,  nämlich  des  Potentials^  näher  be- 
sprochen. Ich  kann  mich  daher  hier  darauf  beschränken,  einige 
Sätze,  welche  zum  Verständnisse  dieser  Einleitung  und  der  folgen- 
den  Abhandlungen  nöthig  sind,  kurz  zu  erwähnen,  indem  ich  in 
Bezug  auf  die  Beweise  der  Sätze  und  ihre  weiteren  Ausführungen 
auf  jene  Schrift  verweisen  kann. 

Der  Einfachheit  wegen  werde  ich  die  Betrachtungen  hier  im- 
mer speciell  auf  Electricität  beziehen,  obwohl,  wie  man  leicht  se- 
hen wird,  das  Gesagte  sich  mit  geringen  Modificationen  auch  auf 
andere  Agentien,  die  nach  dem  umgekehrten  Quadrate  der  Ent- 
fernung anziehend  oder  abstossend  wirken,-  übertragen  lässt. 

§.  2.  Die  mathematischen  Untersuchungen  über  Electrostatik 
pflegen  von  der  Hypothese  auszugehen,  dass  es  zwei  verschiedene 
Electricitäten  gebe,  deren  Kräfte  darin  bestehen,  dass  zwei  Mengen 
von  gleichen  Electricitäten  sich  abstossen  und  zwei  Mengen  von 
entgegengesetzten  Electricitäten  sich  anziehen.  Damit  ist  aber 
nicht  gesagt,  dass  die  Resultate  dieser  Untersuchungen  in  solcher 
Weise  an  die  Hypothese  geknüpft  seien,  dass  sie  mit  derselben 
stehen  und  fallen ;  vielmehr  lässt  sich  mit  Bestimmtheit  sagen,  dass 
dieselben  Resultate  ihrem  AvesentUchen  Inhalte  nach  auch  gültig 
bleiben  müssen,  wenn  jene  Hypothese  durch  irgend  eine  andere 
ersetzt  wird,  welche  ebenfalls  geeignet  ist,  die  experimentell  be- 
kannten electrischen  Kräfte  zu  erklären.  Gerade  aus  diesem 
Grunde  haben  die  mathematischen  Physiker  kein  Bedenken  getra- 
gen, sich  dieser  Hypothese  zu  bedienen,  und  die  Untei-suchung,  ob 
die  Hypothese  wirklich  im  wörtlichen  Sinne  als  richtig  zu  betrach- 
ten ist,  der  Zukunft  zu  überlassen. 


^)  Allgemeine  Lehrsätze  in  Beziehung  auf  die  im  verkehrten  YerhältnisBe 
des  Quadrats  der  Entfernung  wirkenden  Anziehungs-  und  Abstossangskräfie. 
Resultate  aus  den  Beobachtungen  des  magnetischen  Vereins  im  Jahre  1839. 

^)  Die  Potentialfun'ction  und  das  Potential,  ein  Beitrag  zur  mathemati- 
sehen  Physik.    Leipzig  bei  J.  A.  Barth. 
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Es  mögen  nun  zwei  Electricitätsmengen  gegeben  sein,  die 
durch  q  und  ^  bezeichnet  werden  sollen,  in  der  Weise,  dass  diese 
Grössen  als  mathematisch  positiv  oder  negativ  betrachtet  werden, 
je  nachdem  die  Electricitätsmengen  der  einen  oder  anderen  Art 
angehören.  Denken  wir  uns  diese  beiden  Electricitätsmengen  in 
zwei  Puncten  cöncentrirt,  so  muss  die  Kraft,  welche  sie  auf  einan- 
der ausüben,  erstens  proportional  jeder  der  beiden  Mengen,  also 
proportional  dem  aus  den  beiden  Mengen  gebildeten  Producte  sein, 
und  zweitens  ist  sie,  wie  experiinentell  hinlänglich  festgestellt  ist, 
als  umgekehrt  proportional  dem  Quadrate  der  Entfernung  anzu- 
nehmen. Wir  können  also,  wenn  r  die  Entfernung  der  beiden 
Poncte  von  einander  bedeutet,  die  Kraft  durch  folgenden  Aus- 
druck darstellen: 

worin  s  einen  constanten  Factor  bedeutet,  welcher  von  dem  Maasse 
abhängt,  nach  dem  man  die  Electricitätsmengen  messen  will. 

Wir  wollen  für  unsere  Betrachtungen  folgendes  Maass  anneh- 
men. Als  Einheit  der  Electricität  soll  diejenige  Menge  gelten, 
welche  auf  eine  gleich  grosse  Menge  in  der  Einheit  der  Entfernung 
die  Einheit  der  Kraft  ausübt.  In  diesem  Falle  wird  der  constante 
Factor  seinem  absoluten  Werthe  nach  gleich  Eins.  Es  bleibt  aber 
noch  zu  entscheiden,  ob  wir  ihn  gleich  -|- 1  oder  gleich  —  1 
setzen  wollen.  Dazu  muss  der  Unterschied  zwischen  anziehender 
und  abstossender  Kraft  in  Betracht  gezogen  werden,  indem,  wenn 
die  eine  dieser  Kräfte  als  positiv  betrachtet  wird,  die  andere  als 
negativ  in  Rechnung  zu  bringen  ist.  Wir  wollen  uns  in  dieser 
Beziehung  dahin  entscheiden,  eine  Anziehung  als  positiv  und  eine 
Abstossung  als  negativ  zu  rechnen.  Dann  müssen  wir  bei  der  Be- 
trachtung von  Electricität,  weil  gleichartige  Electricitätsmengen 
sich  abstossen,  den  constanten  Factor  negativ  machen,  und  haben 
ihn  also  nach  der  obigen  Feststellung  seines  absoluten  Werthes 
gleich  —  1  zu  setzen.  Der  Ausdruck  der  Kraft,  welchen  die  Men- 
gen q  und  ^  auf  einander  ausüben,  wird  somit: 

§.  3.  Nun  möge  weiter  angenommen  werden,  dass  nicht  bloss 
Eüne  in  einem  Puncto  concentrirte  Eiectricitätsmenge  q'  auf  die 
Menge  q  wirke,  sondern  dass  beliebig  viele  in  verschiedenen  Punc- 
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ten  concentrirte  Electricitätsmengeii  g',  ^/,  q<i  etc.  gegeben  seien, 
welche  gemeinsam  auf  g  wirken,  oder  auch,  dass  die  die  Wirkung 
ausübende  Electricität,  anstatt  in  einzelnen  Puncten  concentrirt 
zu  sein,  übei^ine  Linie,  eine  Fläche  oder  einen  körperlichen  Raum 
stetig  verbreitet  sei.  Um  in  diesem  Falle  die  betreffende  Kraft 
nach  Stärke  und  Richtung  in  möglichst  einfacher  Weise  bestimmen 
zu  können,  bilden  wir  zunächst  eine  Grösse,  welche  folgender- 
maassen  definirt  werden  möge. 

Der  Punct,  wo  sich  die  Electricitätsmenge  g  befindet,  welche 
die  Wirkung  erleidet,  sei  mit  ^g  bezeichnet,  und  die  Abstände  die- 
ses Punctes  von  den  Puncten,  wo  die  Electricitätsmengen  ^',  g,', 
g./  etc.  concentrirt  sind,  mögen  r,  rj,  r^  et<;.  heissen.  Dann  wird 
die  in  Rede  stehende  Grösse,  welche  mit  F bezeichnet  zu  werden 
pflegt,  durch  folgende  Gleichung  bestimmt: 

0)  ^=-(^  +  ^'  +  f  +  *-) 

oder,  wenn  man  die  Summe  durch  ein  Summenzeichen  andeutet: 

(2)  '^=-Sf 

Wenn  die  die  Wirkung  ausübende  Electricität  picht  in  einzelnen 
Puncten  concentrirt,  sondern  über  eine  Linie,  eine  Fläche  oder 
einen  körperlichen  Raum  stetig  verbreitet  ist,  so  denke  man  sich 
dieselbe  in  Elemente  äg'  zerlegt,  bezeichne  mit  r  den  Abstand 
eines  Elementes  vom  Puncto  p  und  bilde  dann  statt  der  in  der 
vorigen  Gleichung  angedeuteten  Summe  das  entsprechende  Integral, 
nämlich : 

Dieser  letztere  Ausdruck  von  F  ist  der  allgemeinere,  und  schliesst 
auch  den  vorigen  in  sich  ein,  denn  man  kann  offenbar  auch  in  dem 
Falle,  wo  endliche  Electricitätsmengen  in  einzelnen  Puncten  con- 
centrirt sind,  eine  Integration  ausführen. 

Es  versteht  sich  übrigens  dem  Obigen  nach  von  selbst,  dass 
man  nicht  nur  für  Electricität,  sondern  auch  für  jedes  andere 
nach  dem  umgekehrten  Quadrate  der  Entfernung  anziehend  oder 
abstossend  wirkende  Agens  einen  Ausdruck  dieser  Art  bilden  kann, 
wobei  man  den  in  der  allgemeinen  Eraftformel  vorkommenden 
Coefficienten  £,  dessen  Werth  von  der  für  das  Agens  gewählten 
Maasseinheit  abhängt,  und  den  wir  bei  der  Electricität  durch  —  1 
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ersetzt  haben,   der  Allgemeinheit   wegen   vorläufig   beibehalten 
kann. 

Die  80  bestimmte  Grösse  Fist  es,  welche  Green  die  Poten- 
tidlfundion  genannt  hat.  Gauss  hat  später  dieselbe  Grösse  ein- 
fach Potential  genannt;  indessen  ist  diese  Benennung  mit  einem 
Uebelstande  behaftet.  VjS  giebt  nämlich  noch  eine  andere  sehr 
mrichtige  Gl*össe,  von  der  weiter  unten  die  Rede  sein  wird,  welche 
man  das  Potential  einer  Menge  auf  eine  andere  oder,  nach  Umstän- 
den, das  Potential  einer  Menge  auf  sich  selbst  nennt.  Man  würde 
also  bei  der  Annahme  der  Gauss'schen Benennungsweise  für  zwei 
Begriffe,  die  zwar  verwandt,  aber  nicht  gleich  sind,  dasselbe  Wort 
Potential  gebrauchen.  Aus  diesem  Grunde  habe  ich  in  meinen 
auf  Electricität  bezüglichen  Abhandlungen  und  in  der  oben  citirten 
Schrift  für  die  durch  die  Gleichung  (3)  definirte  Grösse  wieder 
den  von  Green  vorgeschlagenen  Namen  Po^en^ml/une^ion  gewählt, 
und  den  Namen  Potential  nur  für  jene  andere,  aus  der  Potential- 
function  durc|(  Integration  abgeleitete  Grösse  angewandt 

§.  4.  Mit  Hülfe  der  im  vorigen  Paragraphen  besprochenen 
Function  bestimmt  sich  nun  die  in  irgend  einem  Puncte  p  wirkende 
Kraft  folgendermaassen. 

Wir  wollen  zunächst  annehmen,  die  im  Puncte  p  gedachte 
Electricitätsmenge,  welche  die  Wirkung  erleidet,  und  welche 
oben  mit  q  bezeichnet  wurde,  sei  eine  positive  Electricitätseinheit 
Die  auf  diese  Electricitätseinheit  ausgeübte  Kraft  denken  wir 
uns  in  drei  in  die  Richtungen  dreier  rechtwinkliger  Goordinaten 
fallende  Componenten  zerlegt,  welche  mit  X,  F,  Z  bezeichnet 
werden  mögen.  Wenn  wir  dann  V  (die  Potentialfunction  der  die 
Wirkung  ausübenden  Electricität  an  dem  betreffenden  Puncte) 
als  Function  der  Goordinaten  x^y^  0  des  Punctes  betrachten,  so 
haben  wir: 

^  ^  dx  dy  de 

Eben  so  einfach,  wie  die  Kraftcomponenten  nach  den  drei 
Coordinatenrichtungen  lässt  sich  auch  die  Eraftcomponente  nach 
irgend  einer  beliebigen  anderen  Richtung  ausdrücken.  Denken 
wir  uns  durch  den  Punct  p  eine  beliebige  Linie  gezogen,  und 
bezeichnen  den  auf  dieser  Linie  gemessenen  Abstand  des  Punctes 
p  von  irgend  einem  anderen  als  Anfangspunct  gewählten  Puncte 
der  Linie  mit  s,  und  dem  entsprechend  die  unendlich  kleine  Zu- 


•"■'  .A' 
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nähme y  welche    V  erleidet,  wenn  der  betrachtete  Punct  p  sich 

dV 

auf  dieser  Linie  um  das  Wegelement  ds  fortbewegt,  mit  -j-  ds, 

80  wird  die  in   die  Richtung  dieser  Linie  fallende  Kraftcompo- 
nente,  welche  S  heissen  möge,  bestimmt  durch  die  Gleichung: 

m  »=37- 

Sollte  sich  im  Puncte  p  nicht  gerade  eine  Electricitäts^'nAetY, 
sondern  eine  beliebige  andere  Electricitätsmenge  befinden,  welche 
die  Wirkung  erleidet,  und  welche,  wie  früher,  mit  q  bezeichnet 
werden  möge,  in  der  Weise,  dass  q  sowohl  eine  positive  als  auch 
eine  negative  Grösse  darstellen  kann,  so  lauten  die  Ausdrücke 
der  Kraftcomponenten,  welche  diese  Electricitätsmenge  nach  den 
Coordinatenrichtungen  x^y^  e  und  nach  der  beliebigen  Richtung 
s  erleidet: 

dV       dV       dV      .     dV 

Wenn  man  in  der  eben  angegebenen  Weise  die  in  die  drei 
Coordinatenrichtungen  fallenden  Kraftcomponenten  ausgedrückt 
hat,  so  kann  man  daraus  natürlich  auch  die  ganze  Kraft  nach 
Grösse  und  Richtung  leicht  bestimmen. 

§.  5.   Bildet  man  eine  Gleichung  von  der  Form 

worin  A  eine  Constante  bedeutet,  so  ist  dieses  die  Gleichung 
einer  Fläche,  welche  die  Eigenschaft  hat,  dass  für  jeden  in  ihr 
liegenden  Punct  die  Kraft,  welche  eine  dort  gedachte  Electrici- 
tätsmenge erleiden  würde,  auf  der  Fläche  senkrecht  ist  Die 
Fläche  hat  also  in  Bezug  auf  die  hier  betrachtete  electrische 
Kraft  dieselbe  Bedeutung,  wie  die  Oberfläche  einer  ruhenden 
Flüssigkeit  in  Bezug  auf  die  Schwerkraft,  und  man  nennt  daher 
eine  solche  Fläche  eine  Niveaufläche. 

Nimmt  man  für  die  Potentialfdnction  einen  anderen  constan- 
ten  Werth  an,  indem  man  z.  B.  setzt: 

so  wird  dadurch  eine  andere  Niveaufläche  bestimmt,  und  auf 
diese  Weise  kann  man  unendlich  viele  Niveauflächen  erhalten. 
Wir  wollen  demgemäss  den  Werth,  welchen  die  Potentialfunctioii 
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in  irgend  einem  Puncte  des  Raumes  hat,  und  durch  welchen  die 
durch  diesen  Punct  gehende  Niveaufläche  bestimmt  wird,  kurz 
das  Potenttalniveau  dieses  Punctes  nennen. 

Bei  der  Electricität  (und  ebenso  bei  jedem  anderen  Agens, 
welches  theils  anziehende,  theils  abstossende  Eräfte  ausübt)  kön- 
nen die  Potentialniveaux  sowohl  positiv  als  negativ  sein,  und  die 
Räume,  in  denen  das  Eine  und  das  Andere  stattfindet,  werden 
durch  eine  Niveaufläche  mit  dem  Potentialniveau  Null  von  ein- 
ander getrennt 

Denken  wir  uns  nun  in  irgend  einem  Puncte  des  Raumes 
eine  positive  Electricitätseinheit  concentrirt,  und  betrachten  die 
Kraft,  welche  auf  diese  wirkt,  in  der  Weise,  dass  vnr  für  jede 
von  dem  Puncte  ausgehende  Richtung  die  in  dieselbe  fallende 
Eraftcomponente  bestimmen,  so  lässt  sich  allgemein  Folgendes 
sagen.  Nach  den  Richtungen ,  nach  welchen  das  Potentialniveau 
zunimmt,  ist  die  Eraftcomponente  positiv,  und  nach  den  Richtun- 
gen, nach  welchen  das  Potentialniveau  abnimmt,  ist  die  Eraft- 
componente negativ,  und  dem  absoluten  Werthe  nach  ist  die 
Eraftcomponente  um  so  grösser,  je  schneller  in  der  betrachteten 
Richtung  das  Potentialniveau  sich  ändert,  da  dem  Obigen  nach 
die  Eraftcomponente  durch  den  betrefi^enden  Differentialcoeffi- 
denten  des  Potentialniveaus  dargestellt  wird. 

§.  6.  Ausser  der  Eigenschaft,  die  Eraftcomponenten  auf  eine 
80  einfache  Art  darzustellen,  hat  die  Potentialfunction  noch  eine 
andere  sehr  wichtige  Eigenschaft,  welche  hier  zunächst  für  ein 
beliebiges  nach  dem  umgekehrten  Quadrate  der  Entfernung  an- 
ziehend oder  abstossend  wirkendes  Agens  ausgesprochen,  und 
dann  sofort  speciell  auf  Electricität  angewandt  werden  soll. 

Wenn  der  Punct  p  in  einem  Räume  gelegen  ist,  in  welchem 
sich  von  dem  Agens,  dessen  Potentialfunction  durch  V  darge- 
stellt wird,  nichts  befindet,  so  gilt  die  Gleichung: 

Wenn  dagegen  der  Punct  p  sich  in  einem  Räume  befindet,  wel- 
cher von  dem  wirksamen  Agens  oder  von  einem  Theile  desselben 
stetig  erfüllt  ist,  so  nimmt  die  Gleichung  eine  andere  Gestalt 
an.  Wir  wollen  die  Dichtigkeit  des  Agens  an  der  betreffenden 
Stelle  des  Raiunes  mit  Je  bezeichnen  (so  dass  die  in  einem  Raum- 

Olantivt,  meoh.  Wftnnetbeoria.  IL  5 
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elemente  dz  befiudliche  Menge  des  Agens  durch  kdt  dargestellt 
wird),  dann  gilt  die  Gleichung: 

^  ^  dx^  ^    dy^    ^     d0^ 

Diese  letztere  Gleichung  ist  die  allgemeinere  und  umfasst 
die  vorige,  denn,  wenn  der  Punct  p  sich  ausserhalb  des  von  dem 
wirksamen  Agens  erfüllten  Raumes  befindet,  so  ist  dort  k  =  0, 
und  dadurch  geht  die  Gleichung  (7)  in  (6)  über.  Aus  der  Glei- 
chung (7)  ergiebt  sich,  dass  man  vermöge  der  Potentialfunction 
nicht  nur  die  Kräfte,  welche  das  wirksame  Agens  ausübt,  son- 
dern auch  die  Vertheilung  des  Agens  selbst  bestimmen  kann. 

Setzt  man  für  den  Coefficienten  s  den  Werth  —  1,  welchen 
wir  bei  der  Elcctricität,  gemäss  der  für  dieselbe  gewählten  Maass- 
einheit, in  Anwendung  gebracht  haben,  so  geht  die  Gleichung  (7) 
über  in: 

/QN  d^r  .d^v  ,.d^r     .   , 

(^>  T^  +  'd^  +  'dF  =  ^''^- 

§.  7.  Es  möge  nun,  wie  es  im  Anfange  dieser  Einleitung  ge- 
sagt wurde,  angenommen  werden,  es  sei  irgend  ein  aus  einem 
leitenden  Stofie  bestehender,  aber  von  Nichtleitern  umgebener 
Körper  gegeben,  und  demselben  sei  eine  beliebige  Electricitäts- 
menge  mitgetheilt,  die  sich  entweder  für  sich  allein,  oder  unter 
dem  Einflüsse  fremder,  auf  anderen  Körpern  befindlicher  Elec- 
tricitätsmengen.in  das  Gleichgewicht  zu  setzen  habe.  Es  fragt 
sich  dann,  wie  man  die  für  dieses  Gleichgewicht  zu  erfüllende 
Bedingung  am  einfachsten  mathematisch  ausdrücken  kann,  und 
wo  sich  dabei  die  getrennt  vorhandene  Electricität  befinden 
muss.  Dabei  mag  bemerkt  werden,  dass  man  voraussetzt,  im  un- 
electrischen  Zustande  enthalte  ein  Körper  in  jedem  seiner  Ele- 
mente gleiche  Mengen  positiver  und  negativer  Electricität,  während 
im  electrischen  Zustande  in  oder  an  dem  Körper  Stellen  vorkom- 
men, wo  ein  üeberschuss  an  positiver  oder  negativer  Electricität 
vorhanden  sei.  Einen  solchen  irgendwo  vorhandenen  Üeberschuss 
an  positiver  oder  negativer  Electricität  wollen  wir,  wie  es  vorher 
geschehen  ist,  getrennte  Electricität  nennen. 

Wenn  in  dem  leitenden  Körper  Gleichgewicht  sein  soll,  so 
müssen  im  Innern  desselben  an  jeder  Stelle  die  von  den  ver- 
schiedenen Theilen  der  vorhandenen  Electricität  ausgeübten  Kräfte 


Mathematische  Behandlung  der  Electricität         67 

sich  gegenseitig  aufheben,  so  dass  ihre  Resultante  Null  ist,  denn 
wenn  an  irgend  einer  Stelle  eine  Resultante  von  angebbarem 
Werthe  bestände,  so  würde  sich  die  hier  vorhandene  positive 
Electricität  in  der  Richtung  der  Resultante  und  die  negative 
Electricität  in  der  entgegengesetzten  Richtung  bewegen,  was  der 
gemachten  Voraussetzung,  dass  Gleichgewicht  stattfinden  soll, 
widerspräche.  In  der  Bedingung,  dass  die  Resultante  Null  sein 
mnss,  ist  zugleich  mit  einbegriffen,  dass,  wenn  man  sich  die  Re- 
sultante in  drei  nach  den  Coordinatenrichtungen  gehende  Gompo- 
nenten  zerlegt  denkt,  auch  diese  Componenten  einzeln  Null  sein 
müssen.  Es  müssen  also  überall  im  Innern  des  leitenden  Körpers 
folgende  drei  Gleichungen  gelten: 

dV      ^  dV       ^  dV       ^ 

dx  dy  dz 

und  hieraus  ergiebt  sich  als  Gleichgewichtsbedingung,  äass  die 
Potentialfimctian  V  innerhalb  des  leitenden  Körpers  einen  constanr 
ten  Werth  haben  muss. 

Dem  eben  Gesagten  nach  lassen  sich  auch  die  folgenden  drei 
Gleichungen  bilden: 

dx'  ~"'  dy«        "'  dz^  —^' 

und  wenn  man  diese  auf  die  Gleichung  (8)  anwendet,  so  findet 
man,  dass  im  Innern  des  leitenden  Körpers  überall 

k  =  0 

sein  muss.  Man  gelangt  also  auf  diese  Weise  zu  dem  wichtigen 
Schlüsse,  dass  im  Gleichgewichtszustande  sich  in  dem  Körper,  so- 
weit er  leitend  ist,  nirgends  getrennte  Electricität  befinden  kann^ 
sondern  dass  nt^r  an  der  Oberfläche,  wo  der  leitende  Körper  von 
Nichtleitern  begrenzt  ist,  getrennte  EHectridtät  angehäuft  sein 
kann. 

Man  muss  sich  also  an  der  Oberfläche  eine  sehr  dünne 
Schicht  mit  der  getrennten  Electricität  erfüllt  denken.  Eine  ge- 
naue Bestinmiimg  der  Dicke  dieser  Schicht  würde  sich  ohne 
*  näheres  Eingehen  auf  das  Wesen  der  Electricität  und  auf  die  Na- 
tur der  leitenden  und  nichtleitenden  Medien,  an  deren  Trennungs- 
fläche die  Electricität  angehäuft  ist,  nicht  wohl  ausfuhren  lassen. 
Man  pflegt  sich  daher  mit  dem  Resultate,  dass  die  Dicke  sehr  ge- 
ring sein  musSy  zu  begnügen,  und  bei  den  meisten  Betrachtungen 


68  Einleitung. 

sieht  man  von  der  Dicke  der  Schiebt  ganz  ab,  und  betrachtet 
einfach  die  Electricität  als  auf  einer  Fläche  befindlich. 

§.  8.  Da  man  es  in  der  Electricitätslehre,  wie  eben  erwähnt 
wurde,  mit  einem  Falle  zu  thun  hat,  wo  man ,  wenigstens  bei  ma- 
thematischen Untersuchungen,  anzunehmen  pflegt,  dass  das  wirk- 
same Agens  (nämlich  die  getrennte  Electricität)  nicht  einen  kör- 
perlichen Raum  ausfüllt ,  sondern  sich  auf  einer  Fläche  befindet, 
so  muss  hier  noch  ein  auf  diesen  Fall  bezüglicher  wichtiger  Satz 
angeführt  werden. 

Durch  einen  Punct  einer  solchen  Fläche ,  welche  das  Agens 

enthält,  sei  eine  senkrecht  gegen  die  Fläche  gerichtete  Gerade 

gezogen ,  und  auf  dieser  Geraden  denke  man  sich  den  Punkt  p, 

auf  welchen  die  Potentialfunction  sich  bezieht,  beweglich.     Der 

Abstand  des  Punctes  p  von  der  Fläche,  welcher  an  der   einen 

Seite  der  Fläche  als  positiv  und  an  der  anderen  Seite  als  negativ 

zu  betrachten  ist,  sei  mit  n  bezeichnet.    Wenn  wir  nun  den  auf 

dV 
diese  Gerade  bezüglichen  Differentialcoefficienten  ^ —  bilden,  wel- 

an 

eher  die  in  die  Normalrichtung  fallende  Gomponente  der  Kraft 
darstellt,  so  hat  derselbe  an  den  beiden  Seiten  der  Fläche  ver- 
schiedene Werthe,  indem  er  beim  EUndurchgehen  des  Punctes 
durch  die  Fläche  eine  sprungweise  Aenderung  seines  Werthes  er- 
leidet, deren  Grösse  von  der  an  der  betreffenden  Stelle  der  Ober- 
fläche stattfindenden  Dichtigkeit  abhängt.  Sei  die  Fiächendich- 
tigkeit  an  dieser  Stelle  mit  h  bezeichnet  (so  dass  ein  dort  befind- 
liches Flächenelement  d(B  die  Menge  hdfo^Aes  Agens  enthält), 
und  seien  ferner  die  beiden  Werthe ,  welche  der  Differentialcoeffi- 

dV 
cient  T —  annimmt,  wenn  der  Punct  p  an  der  positiven  und  an 

der   negativen  Seite   bis  dicht   an   die  Fläche   heranrückt,   mit 

( j— )       und  (^— )       bezeichnet,  so  gilt  die  Gleichung: 


(9) 


(§£),,- (^)-.= "'"'*• 


Wendet  man  diese  Gleichung  speciell  auf  Electricität  an ,  so 
ist  wieder,  wie  bisher,  s  =  —  1  zu  setzen,  und  es  kommt: 


Anh. 
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Wenn  die  betrachtete  Fläche  die  Grenzfläche  eines  leitenden  Kör- 
pers bildet,  so  weiss  man,  dass  im  Inneren  eines  leitenden  Körpers 
bis  dicht  an  die  Oberfläche  die  Potentialfunction  V  constant  ist. 
Demnach  hat  man,  wenn  die  Normale  nach  Aussen  positiv  und 
nach  Innen  negativ  gerechnet  wird, 

und  die  vorige  Gleichung  geht  daher  über  in : 

Hierdurch  ist  die  Beziehung  zwischen  der  dicht  an  der  Oberfläche 
eines  leitenden  Körpers  wirkenden  Normalkraft  und  der  daselbst 
stattfindenden  electrischen  Dichtigkeit  gegeben. 

§.  9.  Wir  wollen  nun  für  einzelne  Fälle  betrachten,  in  wel- 
cher Weise  die  Electricität  sich  auf  der  Oberfläche  eines  leiten- 
den Körpers  anordnet  i). 

Die  Bedingung,  aus  welcher  diese  Anordnung  zu  bestimmen 
ist,  ist  immer  die,  dass  die  Potentialfunction  der  gesammten  Elec- 
tricität in  jedem  leitenden  Körper  constant  sein  muss,  woraus 
dann  folgt,  dass  die  Resultante  der  electrischen  Kräfte  Null  ist. 

Als  einfachsten  Fall  wollen  wir  annehmen,  es  sei  ein  leiten- 
der Körper  von  der  Gestalt  einer  Kugel  gegeben,  diesem  sei  eine 
gewisse  Electricitätsmenge  Q,  die  positiv  oder  negativ  sein  kann, 
mitgetheilt,  und  ausser  dieser  Electricitätsmenge  seien  in  der 
Nähe  keine  getrennten  Electricitäten  vorhanden ,  welche  auf  die- 
selbe einwirken  könnten. 

In  diesem  Falle  kann  man  sofort  daraus,  dass  die  Kugel  nach 
allen  Seiten  symmetrisch  ist,  schliessen,  dass  die  Electricität  sich 
ffleichfömiig  über  die  Oberfläche  verbreiten  muss.  Da  die  Grösse 
der  Oberfläche,  wenn  a  den  Radius  der  Kugel  bedeutet,  durch 
4n:a^  dargestellt  wird,  so  erhalten  wir  für  die  mit  h  bezeichnete 
Flächendichtigkeit  der  Electricität  die  Gleichung: 


1)  Manche  der  im  Folgenden  entwickelten  Gleichungen  finden  sich 
schon ,  wenn  auch  zum  Theil  in  etwas  anderer  Form,  in  einem  von  mir 
im  Jahre  1852  veröffentlichten  Aufsätze:  „Ueber  die  Anordnung  der  Elec- 
tricität auf  einer  einzelnen  sehr  dünnen  Platte  und  auf  den  beiden  Bele- 
gan^en  einer  Franklin 'sehen  Tafel."    Pogg.  Ann.  Bd.  LXXXVI,  S.  161. 
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Ein  zweiter  etwas  allgemeinerer  Fall,  welcher  den  vorigen 
als  speciellen  Fall  in  sich  schliesst,  und  welcher  ebenfalls  zu  einem 
sehr  einfachen  Resultate  führt,  ist  der,  wenn  der  leitende  Kör- 
per die  Gestalt  eines  Ellipsoids  hat.  Für  diesen  Fall  hat  Poisson 
zur  Bestimmung  der  electriscben  Dichtigkeit  an  den  verschiede- 
nen Puncten  der  Oberfläche  folgende  Regel  gegeben,  deren  Rieh« 
tigkeit  sich  leicht  nachweisen  lässt., 

Man  denke  sich  um  das  gegebene  Ellipsoid  ein  zweites  ähn- 
liches und  concentrisches  Ellipsoid  mit  gleichgerichteten  Axen  be- 
schrieben, welches  seiner  Grösse  nach  nur  sehr  wenig  von  dem  ge- 
gebenen verschieden  sei,  so  dass  zwischen  beiden  Ellipsoidflächen 
eine  sehr  dünne  Schicht  eingeschlossen  sei,  und  diese  Schicht  denke 
man  sich  gleichförmig  mit  Electricität  ausgefüllt.  Die  unter  diesen 
Umständen  über  irgend  einem  Oberflächenelemente  befindliche 
Electricitätsmenge  ist  gleich  derjenigen,  welche  im  Gleichgewichts- 
zustande auf  dem  Oberflächenelemente  vorhanden  sein  muss. 

Aus  dieser  Regel  lässt  sich  der  mathematische  Ausdruck  der 
Flächendichtigkeit  an  verschiedenen  Stellen  leicht  ableiten.  Be- 
trachten wir  irgend  ein  Element  d  g}  der  Oberfläche  des  gegebe- 
nen EUipsoids,  und  nennen  die  Dicke  der  Schicht  an  dieser  Stelle 
y^  so  ist  yda  der  unendlich  kleine  Theil  der  Schicht,  welcher 
sich  über  diesem  Oberflächenelemente  befindet.  Femer  wollen 
wir  die  Raumdichtigkeit,  welche  man  erhält,  wenn  man  sich  die 
Schicht  gleichförmig  von  der  gegebenen  Electricitätsmenge  er- 
füllt denkt,  mit  k  bezeichnen.  Dann  befindet  sich  über  dem 
Flächenelemente  dio  die  Electricitätsmenge  hydat.  Nun  wird 
aber  andererseits,  wenn  wir  mit  h  die  Flächendichtigkeit  der  Elec- 
tricität an  der  betreffenden  Stelle  bezeichnen,  die  auf  dem 
Flächenelemente  ä  (»^^befindliche  Electricitätsmenge  durch  hda 
dargestellt.  Aus  der  Vergleichung  dieser  beiden  Ausdrücke  folgt, 
dass  man  zu  setzen  hat: 

h  =  ky. 

Seien  nun  a,  6,  c  die  Ilalbaxen   des   gegebenen  Ellipsoids, 

und  a  (1'  +  *)>  ^  (1  +  *)>  ^  (1  "h  *)i  worin  d  eine  sehr  kleine 
Grösse  ist,  die  Halbaxen  des  construirt  gedachten  concentrischen 
EUipsoids.  Wenn  man  dann  nach  dem  betrachteten  Puncto  der 
Oberfläche  vom  Mittelpuncte  aus  einen  Leitstrahl  zieht,  dessen 
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Länge  u  heissen  möge,  und  diesen  Leitstrahl  bis  zur  concentri- 
schen  Ellipsoidfläche  fortgesetzt  denkt,  so  wird  seine  Länge  bis 
zum  Durchschnitte  mit  dieser  zweiten  Fläche  durch  w  (1  +  Ä) 
dargestellt.  Das  zwischen  beiden  Flächen  liegende  Stück  des 
Leitstrahles  hat  also  die  Länge  d  .  u.  Multiplicirt  man  diese 
Grösse  mit  dem  Cosinus  des  Winkels ,  welchen  der  Leitstrahl  mit 
der  an  der  betreffenden  Stelle  auf  der  Oberfläche  errichteten 
Normale  bildet,  so  erhält  man  die  dort  stattfindende  Dicke  der 
Schicht  Es  kommt  also,  wenn  man  diesen  Winkel  mit  (p  be- 
zeichnet: 

y  =  d  .  ucosq>. 

Dieses  in  die  vorige  Gleichung  eingesetzt,  giebt: 
(13)  h  =  hd  ,  uco8(p. 

Hierin  kann  man  zunächst  das  Product  k  Ö  bestimmen.  Das 
Volumen  des  gegebenen  Ellipsoids  ist  ^nahc.  Entsprechend  ist 
das  Volumen  des  construii't  gedachten  concentrischen  Ellipsoids 
\nabc  (1  -f-  Sy^  wofür  man,  da  8  als  sehr  klein  vorausgesetzt 
ist,  schreiben  kann :  \nahc  (1  -|-  3 d).  Zieht  man  nun  das  erste 
Volumen  vom  zweiten  ab,  so  erhält  man  das  Volumen  der  zwi- 
schen beiden  Flächen  befindlichen  Schicht,  nämlich: 

^nabc  .  8. 

Da  nun  die  Raumdichtigkeit  innerhalb  dieser  Schicht  mit  Ic  be- 
zeichnet ist,  so  kann  man,  wenn  die  gegebene,  unserem  EUipsoid 
mitgetheilte  Electricitätsmenge  Q  heisst,  schreiben: 

Q  =  Anabc.8,1c, 
und  daraus  folgt: 

^nabc 
Dieses  in  den  in  (13)  gegebenen  Ausdruck  von  h  eingesetzt,  giebt: 

Q 

(14)  Ä  = -2 — ^T-WC0S9). 

Es  bleibt  nun  nur  noch  das  Product  ucostp  auszudrücken. 
Seien  a:,  y,  a  die  Coordinaten  des  betrachteten  Oberfläclieupunctes, 
wo  man  die  Dichtigkeit  bestimmen  will,  so  werden  die  Cosinus 
der  Winkel,  welche  der  Leitstrahl  mit  den  Coordinatenaxen  bil- 
det, ausgedrückt  durch 


i'^ 
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Ferner  werden  die  Cosinus  der  Winkel,  welche  die  Normale  mit 
den  Coordinatenaxen  bildet,  ausgedrückt  durch: 

X  y  js 

a«  b^  c^ 


Vx^        t/*        0^  ^  \  /x^        y^        z'^  '  \  i^        v^        J^ 

Hieraus  folgt,  dass  man  für  den  Cosinus  des  Winkels  9),  den  der 
Leitstrahl  mit  der  Normale  bildet,  folgenden  Ausdruck  erhalt: 

a»  "f"  6^  "^   c« 


^  +  fr  +  ^ 

Der  Zähler  dieses  firuches  hat  einen  sehr  einfachen  Werth.  Es 
gilt  nämlich  für  einen  Punct  der  Oberfläche  eines  Ellipsoids  mit 
den  Halbaxen  a,  6,  c  bekanntlich  die  Gleichung : 

(16)  4+yi  +  4=i. 

Setzen  wir  diesen  Werth  ein,  und  multipliciren  ausserdem  die 
Gleichung  durch  u,  so  kommt: 

1 

ucosq)  = 


l/fl  J-  11  4-  il 
K   a*  ^  6*  ^  c* 


Durch  Anwendung  dieses  Werthes  auf  die  Gleichung  (14)  erhal- 
ten wir  den  gesuchten  mathematischen  Ausdruck  der  Flächen- 
dichtigkeit hy  nämlich: 

(16)  h=       ^  ^ 


^nabc 


V^'  _L  y^  o.  ^' 

K  "S^  ■+•  "6^  +  "^ 


Aus  diesem  Ausdrucke  kann  man  noch  mit  Hülfe  der  Glei- 
chung (15)  eine  der  Coordinaten  eliminiren.  Man  kann  z.  B. 
nach  (15)  setzen: 

£^ -  _^  ^  _  y! 

c2  ~  a»  ■"*  fe2' 


'4:-* 


.-.*•  t 
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wodurch  die  vorige  Gleichung  übergeht  in : 

(17)         h  =  j^'      ^  ^  ^ 

§.  10.  Aus  dem  vorigen  Besultate  lässt  sich  als  specieller 
Fall  noch  ein  Resultat  ableiten,  welches  von  besonderem  Inter- 
esse ist 

Man  betrachtet  oft  den  Fall,  wo  der  leitende  Körper,  dem 
man  Electricität  mittheilt,  die  Form  einer  dünnen  Platte  hat,  wo- 
bei man  als  Grenzfall  auch  die  Platte  als  unendlich  dünn  anneh- 
men  kann.  Es  fragt  sich  dann ,  wie  sich  auf  einer  solchen  Platte 
die  Electricität  vertheilt.  Für  Platten  von  elliptischer  Gestalt 
kann  man  nun  die  Vertheilung  der  Electricität  dem  Vorigen  nach 
ohne  Weiteres  hinschreiben,  wenn  man  eine  elliptische  Platte  als 
ein  sehr  flaches  Ellipsoid  ansieht. 

Sei  die  Halbaxe  c  als  diejenige  angenommen,  welche  sehr 
klein  geworden  ist,  so  wollen  wir  die  Gleichung  (17)  in  folgender 
Form  schreiben: 

Q  1 


(18)       h  = 


ixab 


v^-i-^+"{i+^) 


Hierin  ist  von  den  beiden  unter  dem  Wurzelzeichen  stehenden 
Grössen 

im  Allgemeinen  die  letztere  gegen  die  erstere  als  sehr  klein  anzu- 
sehen, und  nur  in  der  Nähe  des  Bandes,  wo  die  erstere  sich  dem 
Werthe  Null  nähert,  gewinnt  dadurch  die  letztere  an  Bedeutung, 
Nimmt  man  die  Platte  als  unendlich  dünn  an,  so  dass  die 
mit  dem  Factor  c^  behaftete  Grösse  als  ganz  verschwindend  zu 
betrachten  sei,  so  hat  man  zu  setzen: 

(19)  A  =  — ^-  ^ _. 

In  diesem  extremen  Falle  würde  die  Dichtigkeit  am  Rande  unend.* 
lieh  gross  werden. 


V».    .J 
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Ist  die  Platte  kreisförmig,  so  moss  man  b  =  a  setzen.  Zu- 
gleich kann  man  dann,  wenn  r  den  Abstand  des  betrachteten 
Punctes  vom  Mittelpuncte  bedeutet,  schreiben:  x^  -^  y^  =  r^ 
wodurch  die  Gleichungen  (18)  und  (19)  übergehen  in: 

(20)  h  =  :^ ^ 


(21)  A 


*  1  A~7»~£»r« 

V  a*~^   a* 

Q  1 


4na^ 


V--S 


§.  11.  Nach  diesen  Betrachtungen  über  einzelne  leitende  Kör- 
per, wollen  wir  uns  zur  Betrachtung  eines  anderen  Falles  wenden, 
welcher  für  dje  Praxis  von  grosser  Wichtigkeit  ist,  nämlich  dessen, 
wo  zwei  leitende  Körper  gegeben  sind,  die  solche  Gestalt  und 
Lage  haben,  dass  ein  grosses  Stückder  Oberfläche  des  einen  einem 
entsprechenden  Stücke  der  Oberfläche  des  anderen  angenähert  pa- 
rallel ist,  und  ihm  sehr  nahe  gegenüber  liegt  Es  ist  dieses ,  wie 
man  leicht  sieht,  der  Fall  des  Candensators ,  der  FranklifC sehen 
Tafel  und  der  Leidener  Flasche. 

Ich  will  in  Bezug  auf  diesen  Fall  zuerst  die  Entwickelung  von 
Green  mittheilen,  und  dann  den  Gleichungen  eine  etwas  erwei- 
terte Gestalt  geben. 

Der  eine  Körper  sei  mit  Ki  und  der  in  ihm  stattfindende 
constante  Werth  der  Potentialfunction  mit  Vi  bezeichnet,  und 
entsprechend  möge  der  andere  Körper  K^  und  der  in  ihm  statt- 
findende constante  Werth  der  Potenfialfunction  Fj  heissen.  Zwi- 
schen beiden  Körpern  ist  die  Potentialfunction  veränderlich,  und 
sie  soll  hier  einfach  mit  V  bezeichnet  werden. 

Nun  wählen  wir  irgend  einen  Punct  an  der  Oberfläche  des 
Körpers  K^  zur  Betrachtung  aus,  und  machen  ihn  zum  Anfangs- 
puncte  eines  rechtwinkligen  Goordinatensystemes,  dessen  jer-Axe 
die  in  dem  Puncto  errichtete  Normale  (und  zwar  nach  Aussen  hin 
positiv  gerechnet)  und  dessen  x-  und  j/-Axen  irgend  zwei  in  der 
Tangentialebene  gelegene  auf  einander  rechtwinklige  Gerade  seien. 
Da  dieser  als  Anfangspunct  gewählte  Punct  noch  zum  Körper  K^ 
gehört,  so  hat  die  Potentialfunction  in  ihm  den  Werth  Fi,  welcher 
im  Körper  Ki  überall  bis  zur  Oberfläche  hin  gültig  ist  Gehen 
wir  aber  von  diesem  Puncto  aus  in  der  Richtung  der  «r-Axe  vor- 
wärts, so  ändert  sich  die  Potentialfunction,  und  an  der  Stelle,  wo 


V/ 
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die  jßf-Axe  die  Oberfläche  des  Körpers  K^  schneidet,  hat  sie  den 
Werth  ]^.  Wir  können  also ,  wenn  wir  den  Abstand  der  zweiten 
Fläche  von  der  ersten  mit  c  bezeichnen,  nach  dem  Tailor'schen 
Lehrsatze  folgende  Gleichung  bilden: 

Da  nun,  wenn  wir  als  Längeneinheit  eine  Grösse  wählen,  welche 
den  Dimensionen  der  gegebenen  Körper  entspricht,  der  Abstand  c 
eine  kleine  Grösse  sein  soll,  so  können  wir  uns  in  dieser  nach  stei- 
genden Potenzen  von  c  geordneten  Reihe  auf  die  Betrachtung  we- 
niger Glieder  beschränken ,  und  wir  wollen  dieses  in  der  Weise 
thun,  dass  wir  die  Glieder  von  höherer  als  zweiter  Ordnung  ver- 
nachlässigen, also  nur  die  drei  ersten  Glieder  an  der  rechten  Seite 
berücksichtigen.  Wenn  wir  dann  noch  das  erste  Glied  von  der 
rechten  Seite  auf  die  linke  schafiPen,  so  können  wir  die  Gleichung 
so  schreiben: 

Hierin  können  wir  die  beiden  an  der  rechten  Seite  vorkom- 
menden Diflferentialcoefficienten  auf  Einen  reduciren,  wenn  wir  die 
für  den  ganzen  zwischen  beiden  Körpern  liegenden  Raum  geltende 
Gleichung 

^2  Y      di  V       d^V 

in  Anwendung  bringen.  Diese  Entwickelung  will  ich  in  etwas  an-* 
derer  und,  wie  es  mir  scheint,  bequemerer  Weise,  als  Green,  aus- 
führen. 

Man  denke  sich,  dass  man  von  dem  in  der  Oberfläche  des 
Körpers  Ki  liegenden  Anfangspuncte  der  Coordinaten  aus,  in  der 
xjs-Ehene  nach  einem  anderen  ausserhalb  des  Körpers  oder  in  des- 
sen Oberfläche  gelegenen  unendlich  nahen  Puncto  fortschreite, 
dessen  Coordinaten  dx  und  djs  sein  mögen.  Die  dadurch  entste- 
hende kleine  Aenderung  der  Potentialfunction  V  wird  durch  fol- 
gende Gleichung  bestimmt: 

^T^        dF,      ,    dV.     .   d^V  dx^    ,     ^'F   ,    ,      ,   d^r    dz^ 
dV=   -^-da;  + -5— d^r -f- -=-—.— — ^-   j     ,   dxda  4-  -5-5-  ♦  -77- 
dx         ^    dz         '    dx^    2      ^    dxdz  '   dz^      2 

4-  etc. 

Nimmt   man  nun  bestimmter  an,  dieser  andere  Punct  sei,   wie 
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der  Anfangspunct  der  Coordinaten,  in  der  Oberfläche  des  Körpers 
Kl  gelegen,  so  hat  die  Potentialfunction  hier  ebenfalls  den  Werth 
Vi  und  das  an  der  linken  Seite  stehende  Differential  d  V  ist  somit 
gleich  Null  zu  setzen.  Zugleich  lässt  sich  fiir  diesen  Fall  aus  der 
Gestalt  der  Gurre,  in  welcher  die  ^^gr-Ebene  die  Oberfläche  des 
Körpers  schneidet,  die  Beziehung  zwischen  den  DifTerentialen  dx 
und  dz  ableiten.  Da  die  a;-Axe  die  in  dem  betreffenden  Punqte 
an  die  Gurve  gelegte  Tangente  ist,  so  erhalten  wir,  wenn  wir  den 
Krümmungsradius  der  Gurve  in  diesem  Puncto  mit  B  bezeichnen, 
die  Gleichung: 

1 
d^er  =  qi  2^  da;»  +  etc., 

worin  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  wählen  ist,  jenachdem 
die  Gurve,  von  der  Seite  der  positiven  jer,  d.  h.  von  der  Aussenseite 
des  Körpers  betrachtet,  convex  oder  concav  ist.  Setzen  wir  diesen 
Werth  von  da  m  die  vorige  Gleichung  ein,  und  setzen  zugleich  die 
linke  Seite  gleich  Null,  so  kommt: 

^=d^^^+2(di^  +  ^-dj)^^'  +  '''- 

Da  diese  Gleichung  für  beliebige  Werthe  von  dx  richtig  sein  muss, 
so  folgt,  dass  die  Coefficienten  der  verschiedenen  Potenzen  von  dx 
einzeln  gleich  Null  sein  müssen,  woraus  sich  ergiebt: 

dV_  d«F      J_  dF_o 

dx  ~"'  dx^^  B'  dz~ 

Die  zweite  dieser  Gleichungen  wollen  wir  in  folgender  Form 
schreiben : 

(24)  ^-+1.4?. 

^    '  dx*       ^  B    dz 

Ebenso  erhält  man  für  die  y  ^r-Ebene,  wenn  die  Curve,  in  wel- 
cher diese  Ebene  die  Oberfläche  schneidet  den  Erümmungsradias 
IS  hat: 

<25)  -dyi  =  ~W-di- 

d^V         d^V 
Diese  Werthe  von  -5—-  und  3—  in  die  Gleichung  (23)  einge- 

dx^  dy^ 

setzt,  giebt: 


( 


-  B^  B)  de  ^  dä^ 
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oder: 

Wendet  man  diesen  Werth  von  ^-^  auf  die  Gleichung  (22)  an,  so 
kommt: 

dV 
Hierin  kann  noch  für  den  Differentialcoefficienten  -^r-  ein  an- 

de 

derer  Ausdruck  gesetzt  werden.  Nach  Gleichung  (11)  ist  nämlich, 
wenn  hi  die  Dichtigkeit  der  Electricität  an  dem  betrachteten  Puncte 
der  Oberfläche  des  Körpers  Ki  bedeutet,  zu  setzen : 

^^  A      V 

wodurch  die  vorige  Gleichung  übergeht  in: 

(28)  F,  ~  F,  =  4«Äic[l  +  |(+lq:^)]. 

§.  12.  Eine  ganz  entsprechende  Gleichung  kann  man  bilden, 
wenn  man  von  einem  Puncte  der  Oberfläche  des  Körpers  K^  aus- 
geht, und  sich  denkt,  dass  man  in  der  dort  errichteten  Normale 
bis  zur  Oberfläche  des  Körpers  Kx  fortschreite. 

Dabei  hat  man  statt  der  Differenz  F^  —  Fi  die  Differenz 
Fi  —  Fj  und  statt  der  Grösse  /^  die  Grösse  Äj  ,  welche  die  Dich- 
tigkeit der  Electricität  auf  der  Oberfläche  des  Körpers  K^  bedeu- 
tet, zu  setzen. 

Femer  ist  in  dieser  neuen  Gleichung  an  die  Stelle  von  c  die 
Strecke  zu  setzen ,  um  welche  man  in  der  auf  der  Oberfläche  des 
Körpers  K^  errichteten  Normale  fortschreiten  muss,  um  zur  Ober- 
fläche des  Körpers  Kx  zu  gelangen.  Wenn  die  beiden  Oberflächen 
an  der  betrachteten  Stelle  genau  parallel  sind ,  so  ist  die  auf  der 
einen  errichtete  Normale  auch  auf  der  anderen  normal,  und  man 
kann  daher  beide  Betrachtungen  an  einer  und  derselben  Normale 
anstellen.  Sollten  dagegen  die  Flächen  an  der  betrachteten  Stelle 
nicht  genau  parallel  sein,  so  fallen  die  an  zwei  einander  gegenüber 
liegenden  Puncten  errichteten  Normalen  nicht  genau  zusammen, 
und  die  auf  ihnen  gemessenen  Abstände  sind  nicht  genau  gleich. 
Wenn  man  indessen  voraussetzt,  dass  die  Abweichung  vom  Pa« 
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rallelismus  so  gering  ist,  dass  der  Winkel  zwischen  beiden  Norma- 
len nur  eine  Grösse  von  derselben  Ordnung  wie  c  ist,  so  läset  sich 
leicht  ersehen ,  dass  der  Unterschied  zwischen  den  auf  den  beiden 
Normalen  gemessenen  Abständen  so  gering  sein  muss,  dass  man, 
nachdem  der  eine  mit  c  bezeichnet  ist,  den  anderen  durch  einen 
Ausdruck  von  der  Form  c  -^  mc^  darstellen  kann.  Der  Unterschied 
ist  also  eine  Grösse  von  dritter  Ordnung  in  Bezug  auf  c,  und  kann 
somit  in  unseren  Gleichungen,  die  nur  bis  zur  zweiten  Ordnung 
richtig  sein  sollen,  vernachlässigt  werden. 

Endlich  kommen  in  der  neuen  Gleichimg  statt  der  Krüm- 
mungsradien der  Oberfläche  des  Körpers  Ki  diejenigen  der  Ober- 
fläche des  Körpers  K2  vor.  Wenn  die  beiden  Flächen,  soweit 
wir  sie  betrachten,  einander  überall  parallel  sind,  oder  we- 
nigstens vom  Parallelismus  nur  so  wenig  abweichen,  wie  Torher 
vorausgesetzt  wurde,  so  können  die  Krümmungsradien  der  zweiten 
Fläche  an  der  gegenüber  liegenden  Stelle  und  in  den  entspre- 
chenden Ebenen  von  den  Krümmungsradien  der  ersten  Fläche 
nur  um  Grössen  von  der  Ordnung  c  verschieden  sein,  und 
da  der  von  diesen  Krümmimgsradien  abhängige  Theil  der  Formel 
schon  den  Factor  c^  hat,  so  würden  durch  die  Unterschiede  der 
Krümmungsradien  nur  Verschiedenheiten  von  der  dritten  Ordnung 
entstehen,  die  wieder  vernachlässigt  werden  können.  Eine  andere 
Verschiedenheit  aber  ist  zu  beachten.  Die  beiden  Curven,  in  wel- 
chen irgend  eine  senkrechte  Ebene  die  beiden  Oberflächen  schnei- 
det, verhalten  sich  in  der  Beziehung  entgegengesetzt,  dass,  wenn 
die  eine  nach  aussen  convex  ist,  dann  die  andere  nach  aussen 
concav  ist,  und  umgekehrt.  Wir  können  also  in  der  zweiten  Glei- 
chung zwar  für  die  Krümmungsradien  dieselben  Weilhe  anwenden, 
wie  in  der  ersten,  müssen  aber  die  vor  den  betreffenden  Brüchen 
stehenden  Vorzeichen  umkehren. 

Aus  allen  diesen  Betrachtungen  ergiebt  sich,  dass  die  zweite 
Gleichung  folgendermaassen  lautet: 

(29)  F,-F,  =  4«m[i+|(±^±-^)]- 

Die  Gleichungen  (28)  und  (29)  können  auch,  unter  entspre- 
chender Vernachlässigung  der  Glieder  höherer  Ordnungen,  so  ge- 
schrieben werden: 


^». 
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Man  sieht  hieraus,  dass  die  electrische  Dichtigkeit  auf  jeder  der 
beiden  Flächen  in  dem  ersten  und  bedeutendsten  Gliede  nur  von 
der  Difi'erenz  der  beiden  Werthe  der  Potentialfunction  (oder,  kür- 
ser  gesagt,  von  der  Potentidlniveaudifferenß  der  beiden  Körper) 
und  von  dem  Abstände  der  Flächen  abhängt.  Daraus  folgt,  dass, 
wenn  ein  Stück  der  einen  Oberfläche  dem  gegenüberliegenden 
Stücke  der  anderen  parallel  ist,  so  dass  c  einen  constanteu  Werth 
hat,  dann  auf  diesen  Flächenstücken  auch  die  electrische  Dichtig- 
keit angenähert  constant  ist.  Ferner  sieht  man,  dass  die  Dichtig- 
keiten auf  den  beiden  einander  gegenüberliegenden  Flächen  nahe 
gleich  und  entgegengesetzt  sind,  in  der  Weise,  dass  die  Abweichung 
von  der  Gleichheit  im  Verhältnisse  zu  den  ganzen  Werthen  nur 
eine  Grösse  von  der  Ordnung  c  ist.  Man  kann  nämlich  aus  den 
beiden  vorigen  Gleichungen  (wieder  unter  Vernachlässigung  der 
Glieder  höherer  Ordnungen)  die  folgende  ableiten: 

(32)  Ä,  =  -Ä.  [l+c(+lTir)]- 

.  Noch  grösser  wird  die  lieber  einstimmun  g,  wenn  man  die  Ver- 
gleichung  in  etwas  anderer  Weise  anstellt.  Wir  wollen  auf  der 
Oberfläche  des  Körpers  Ki  ein  Flächenelement  d(Oi  betrachten. 
Am  Umfange  desselben  wollen  wir  uns  unendlich  viele  Normalen  :iuf 
der  Fläche  errichtet  denken,  die  auf  der  Oberfläche  desKörpeisÄS? 
ein  Element  abgrenzen,  welches  wir  als  das  entsprechende  ansehen 
und  mit  dca^  bezeichnen  wollen.  Die  auf  diesen  beiden  Elementen 
befindlichen  Electricitätsmengen  sind  hi  doh  und  hq  dc^Q.  Nun  er- 
giebt  sich  aber  aus  ein&chen  geometrischen  Betrachtungen,  dass 
die  beiden  Flächenelemente,  unter  Vernachlässigung  von  Gliedern 
höherer  Ordnungen,  in  folgender  Beziehung  zu  einander  stehen : 

(33)  da,,  =  do),  [l  +  (,  (±  ^  -i)  ]• 

Wenn  man  nun  die  Gleichungen  (32)  und  (33)  mit  einander 
mnltiplicirt  und  dabei  das  mit  dem  Factor  c'  behaftete  Glied  fort> 
lässt,  so  kommt: 

(34)  '  Ägdos  =  —  hidcoi 

d.  h.  die  Electricitätsmengen,  welche  sich  auf  zwei  entsprechenden 
Flächenelementen  befinden,  sind,  abgesehen  vom  Vorzeichen,  ein- 
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ander  so  nahe  gleich,  dass  die  Abweichung  im  Verhältnisse  zum 
ganzen  Werthe  nur  eine  Grösse  von  der  Ordnung  c^  ist 

Dasselbe,  was  hier  von  zwei  entsprechenden  Flächenelementen 
gesagt  ist,  muss  natürlich  auch  von  endlichen  Ilächenstücken  gel- 
ten, welche  so  begrenzt  sind,  dass  die  an  der  einen  Grenzlinie  auf 
der  Fläche  errichteten  Normalen  sämmtlich  die  andere  Grenzlinie 
treffen.  Auch  auf  diesen  endlichen  Flächenstiicken  müssen  dieEIec- 
tricitätsmengen  einander  so  nahe  gleich  sein,  dass  die  Abweichung 
im  Verhältnisse  zur  ganzen  Menge  nur  von  zweiter  Ordnung  in  Be- 
zug auf  c  ist 

« 

§.  13.  Die  in  den  beiden  vorigen  Paragraphen  entwickelten 
Gleichungen  sind  es,  welche  Green  abgeleitet  und  auf  die  Leide- 
ner Flaschen  angewandt  hat,  indem  die  beiden  Belegungen  einer- 
Flasche  die  beiden  in  Betracht  kommenden  Körper  sind,  welche 
sich  gegenseitig  ausgedehnte ,  angenähert  parallele  und  in  gerin- 
gen Entfernungen  von  einander  befindliche  Flächen  zuketiren.  Bei 
näherer  Betrachtung  findet  man  aber,  dass  diese  Gleichungen  noch 
nicht  alles  enthalten,  was  man  bei  der  Leidener  Flasche  und  in 
entsprechender  Weise  bei  der  Franklin'schen  Tafel  und  dem  Gon- 
densator  zu  berücksichtigen  hat 

Wir  wollen  im  Folgenden  der  Kürze  wegen  immer  von  der 
Leidener  Flasche  sprechen,  weil  das,  was  von  dieser  gilt,  auch  auf 
die  FranUin'sche  Tafel  und  den  Condensator  Anwendung  findet,  und 
sogar,  wenn  man  bei  den  letzteren  die  beiden  Metallplatten  als 
eben,  parallel,  gleich  und  einander  genau  senkrecht  gegenüberste- 
hend voraussetzt,  noch  einfacher  wird. 

Es  handelt  sich  bei  der  mathematischen  Betrachtung  dieser 
Apparate  vorzugsweise  darum,  wenn  die  Potentialniveaux  der  bei- 
den Belegungen  (d.  h.  die  auf  den  Belegungen  stattfindenden  Werthe 
der  Potentialfunction)  gegeben  sind,  dann  die  auf  ihnen  befindli- 
chen Electricitätsmengen  zu  bestimmen,  oder,  allgemeiner  ausge- 
drückt, die  Gleichungen,  welche  zwischen  den  beiden  Potential- 
niveaux imd  den  beiden  Electricitätsmengen  stattfinden,  aufzustellen. 

Die  Green'schen  Gleichungen  (30)  und  (31)  geben  uns  die 
electrischen  Dichtigkeiten  hi  und  h^  auf  den  beiden  einander  zu- 
gewandten Flächen  der  Belegungen,  und  wenn  man  imter  Anwen- 
dung dieser  Werthe  die  Producte  hi  d(Oi  und  %,  dc^i  bildet,  worin 
d(Oi  und  doi2  Elemente  der  beiden  Flächen  bedeuten,  und  dann 
die  Differentialausdrücke  über  endliche  Flächenstücke  integrirt, 
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80  erhält  man  die  auf  diesen  Flächenstficken  befindlichen  Electri- 
citätsmengen.  Nun  ist  aber  zu  bemerken,  dass  die  Gleichungen 
(30)  und  (31)  doch  nicht  ganz  allgemein  gültig  sind.  Es  ist  schon 
pben  gesagt,  dass  diese  Gleichungen,  weil  in  ihnen  Glieder  höherer 
Ordnungen  in  Bezug  auf  c  vernachlässigt  wurden,  nur  dann  an- 
wendbar sind,  wenn  der  Abstand  der  Oberflächen  an  der  betrach- 
teten Stelle  gegen  die  Dimensionen  der  Körper  klein  ist  Im  Tor- 
liegenden  Falle  kommt  aber  noch  ein  anderer  Umstand  ixl  Betracht 
Die  Belegungen  einer  Leidener  Flasche  sind  dünne  Metallblätter, 
die  von  scharfen  Rändern  begrenzt  sind.  An  einem  solchen  Rande 
tritt  nun  in  Bezug  auf  die  Electricität  ein  eigentbümliches  Verhal- 
ten ein,  indem  sich  bei  gleichem  Werthe  der  Potentialfunction  am 
Rande  die.  Electricität  viel  stärker  anhäuft,  als  an  den  vom  Rande 
entfernten  Flächentheilen.  Man  darf  daher  die  Gleichungen  nur 
auf  die  Partien  der  einander  zugewandten  Flächen  der  Belegungen 
anwenden,  welche  von  den  Rändern  der  Belegungen  so  weit  ent- 
fernt* sind,  dass  man  die  Entfernung  vom  Rande  gegen  den  Abstand 
der  Belegungen  von  einander,  oder,  wie  wir  bei  Leidener  Flaschen 
etwas  kürzer  sagen  können,  gegen  die  Qlasdicke  als  gross  betrach- 
ten kann.  Auf  diesen  Partien  ist,  sofern  die  Glasdicke  als  con- 
stant  vorausgesetzt  wird,  auch  die  electrische  Dichtigkeit  als  sehr 
nahe  ,constant  zu  betrachten.  In  der  Nähe  der  Ränder  aber  hat 
die  electrische  Dichtigkeit  andere,  und  zwar  grössere  Werthe. 

Man  sieht  hieraus,  dass  die  Integrale,  welche  man  erhält, 
wenn  man  für  Ai  und  h^  einfach  die  Werthe  (30)  und  (31)  anwen- 
det, und  damit  die  Integrationen  über  die  ganzen  Flächen  der  Be- 
legungen ausfuhrt,  mit  einer  Ungenauigkeit  behaftet  sein  müssen, 
deren  Grösse  von  der  Grösse,  Gestalt  und  Lage  der  Ränder  ab- 
hängt. Ausserdem  ist  noch  zu  bemerken,  dass  man  bei  den  Inte- 
grationen über  die  Flächen  der  Belegungen  stillschweigend  voraus- 
zusetzen pflegt,  dass  beide  Belegungen  genau  gleich  weit  reichen, 
so  dass  ihre  Ränder  sich  senkrecht  gegenüberstehen.  In  der  Wirk- 
lichkeit aber  ist  dieses  nicht  immer  genau  erfüllt,  und  es  kann 
auch  dieser  Umstand  einen,  wenn  auch  in  der  Regel  nur  geringen 
Einfluss  auf  das  Resultat  haben. 

Eine  andere  wesentliche  Vernachlässigung  besteht  darin,  dass 
Green  nur  diejenigen  Electricitätsmei^gen  betrachtet,  welche  sich 
auf  den  einander  zugewandten  flächen  der  beiden  Belegungen  be- 
finden, auf  die  Electricitätsmengen  dagegen,  welche  sich  auf  den 
von    einander   abgewandten  Flächen   befinden,    keine  Rücksicht 

01*aiiut,  meoh.  WftniMtlMOTte.  II.  6 
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nimmt.  Diese  letzteren  Electricitätsmengen  sind  zwar  bei  der  ge- 
wöhnlichen Art  der  Ladung  viel  kleiner,  als  die  ersteren,  indessen 
sind  sie  doch  bei  manchen  Betrachtungen  von  Bedeutung,  weil  vor- 
zugsweise sie  es  sind,  welche  die  Verschiedenheit  der  auf  den  bei- 
den Belegungen  befindlichen  Electricitätsmengen  verursachen. 

Man  muBs  demnach  zu  den  aus  den  Gre^n'schen  Gleichungen 
sich  ergebenden  Grrössen  noch  ergänzende,  auf  die  erwähnten  Um- 
stände bezügliche  Grössen  hinzufügen,  wenn  man  die  auf  den  Be- 
legungen befindlichen  Electricitätsmengen  genau  darstellen  will 

In  meiner  schon  oben  citirten  Abhandlung  „über  die  Anordnung 
der  Electricität  auf  einer. einzelnen  sehr  dünnen  Platte  und  auf  den 
beiden  Belegungen  einer  Franklin'schen  TafeP'^)  habe  ich  versucht 
für  eine  kreisförmige  Franklin'sche  Tafel  nicht  nur  die  Grösse  der 
auf  den  beiden  Belegungen  befindlichen  Electricitätsmengen,  sondern 
auch  die  Anordnung  derselben,  nämlich  die  Art,  wie  die  Dichtigkeit 
nach  dem  Bande  hin  zunimmt,  möglichst  genau  zu  bestimmen.  Auf 
diese  speciellen  Untersuchungen  will  ich  hier  jedoch  nicht  eingehen, 
sondern  die  Sache  von  einem  allgemeineren  Gesichtspuncte  aus 
betrachten,  wobei  sich,  wenn  auch  nicht  die  bestimmten  Werthe 
der  einzelnen  Ergänzungsgrössen,  so  doch  gewisse  unter  ihnen 
stattfindende  Beziehungen  ergeben  werden,  welche  zur  Verein- 
fachung der  Formeln  beitragen. 

§.  14.  Bei  den  Betrachtungen,  um  die  es  sich  handelt,  kommt 
ein  Satz  zur  Anwendung,  den  ich  vor  einiger  Zeit,  als  ich  damit 
beschäftigt  war,  den  ersten  mathematischen  Entwurf  dieser  Einlei- 
tung zu  machen,  aus  einem  bekannten  geometrischen  Satze  abge- 
leitet hatte,  der  aber,  wie  ich  seitdem  aus  einer  neuerlichst  er- 
schienenen Schrift  von  Betti')  ersehen  habe,  schon  vorher  von 
Biemann  ausgesprochen  sein  muss.  Wo  Riemann  den  Satz 
ausgesprochen  hat,  sagt  Betti  nicht,  und  ich  habe  ihn  in  Rie- 
mann^ s  Schriften  nicht  finden  können.  Der  Satz  lautet  folgender- 
maassen: 

Es  seien  jswei  leitende  Körper  Ä  und  B  gegeben^  welche  isolirt 
oder  mit  der  Erde  leitend  verbtmden  werden  können  ^  und  in  deren 
Nähe  sich  noch  beliebige  andere  mit  der  Erde  in  leitender  Verbin- 


^)  Poggendorffß  Annalen  Bd.  LXXXVI,  S.  161. 
^  Teorica  delle  forze  che  agisoono  Beoondo  la  legge  di  Newton, 
1866,  p.  88. 
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düng  stehenfle  leitende  Körper  befinden  dürfen.  Es  möge  nun^  wäh- 
rend B  mür  der  Erde  verbunden  und  A  isolirt  ist,  der  letztere  Kör- 
per bis  zu  irge^id  einem  Potentidniveau  K  mit  Electricität  geladen 
werden.  Die  unter  diesen  Umständen  auf  B  durch  Influenz  ange- 
sammelte Eledricitätsmenge  heisse  Q^.  Darauf  werde  umgekehrt 
A  mit  der  Erde  verbunden,  B  dagegen  isolirt  und  bis  zu  demselben 
PatentiaJniveau  K  mit  Electricität  geladen.  Die  unter  diesen  Um- 
ständen auf  A  durch  Influenz  angesammelte  Ekdridtätsmenge  heisse 
Qa.    Dann  muss  sein:  Qa  =  Qö* 

Den  Beweis,  welchen  ich  yon  diesem  Satze  geführt  hatte,  und 
welcher,  wie  ich  nicht  zweifele,  im  Wesentlichen  dieselben  Betrach- 
tungen wiedergeben  wird,  durch  die  Riemann  zu  dem  Satze  ge- 
langt ist,  sowie  er  auch  mit  den  in  anderer  Form  von  Betti  aus- 
geführten Entwickelungen  übereinstimmt,  will  ich,  um  den  Gang  der 
hier  beabsichtigten  Untersuchung  nicht  zu  sehr  zu  unterbrechen, 
erst  am  Ende  dieser  Einleitung  in  §.  20  mittheilen. 

Diesen  Satz  wollen  wir  nun  zunächst  allgemein  auf  zwei  be- 
liebig gestaltete  Körper  anwenden,  um  die  Gleichungen,  welche 
zwischen  ihren  Potentialniveaux  und  den  auf  ihnen  befindlichen 
Electricitätsmengen  gelten  müssen,  aufzustellen.  Den  so  gewon- 
nenen Gleichungen  können  wir  dann  nachträglich  die  specielleren 
Formen  geben,  welche  sie  für  die  beiden  Belegungen  einer  Leidener 
Flasche  anzunehmen  haben. 

§.  15.   Von  den  beiden  leitenden  Körpern  A  und  B  (in  deren 
Nähe  sich,  wie  oben  gesagt  wurde,  noch  beliebige  andere  mit  der 
Erde  leitend  verbundene  Körper  befinden  dürfen)  möge  A  mit  der 
Erde  in  leitende  Verbindung  gesetzt  und  B  isolirt  werden,  und 
unter  diesen  Umständen  lade  man  B  bis  zum  Potentialniveau  K 
mit  Electricität.  Auf  dem  Körper  4)  dessen  Potentialniveau  wegen 
seiner  Verbindung  mit  der  Erde  Null  bleiben  muss,  wird  dann 
durch  Influenz  eine  gevrisse  Electricitätsmenge  angesammelt,  welche 
jedenfalls  dem  Potentialniveau  K  proportional  ist,   und  welche 
wir  daher  jetzt  mit  aK  bezeichnen  wollen.    Die  gleichzeitig  auf  B 
befindliche  Electricitätsmenge,  welche  auch  dem  Potentialniveau 
K  proportional  und  von  entgegengesetztem  Vorzeichen  sein  muss, 
wollen  wir  durch  —  bK  darstellen.     Die  in  diesen  beiden  Aus- 
drücken vorkommenden  Factoren  a  und  b  sind  zwei  positive  Con- 
stante,  welche  von  der  Grösse  und  Gestalt  der  Körper  A  und  B 
und    von  ihrer  Lage  zu  einander  und  zu  den  übrigen  im  Bereiche 

6* 


'■  •  J^ 
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der  Influenz  befindlichen  (mit  der  Erde  verbundenen)  leitenden 
Körpern  abhängen. 

Nachdem  diese  Ladung  geschehen  ist,  denke  man  sich  die 
leitende  Verbindung  zwischen  dem  Körper  Ä  und  der  Erde  unter- 
brochen, so  dass  nun  beide  Körper  Ä  und  B  isolirt  sind.  Unter 
diesen  Umständen  theile  man  beiden  Körpern  soviel  gleichartige 
Electricität  mit,  dass  sich  auf  beiden  das  Potentialniveau  um  den 
Betrag  K  ändere.  Die  dazu  nöthigen  Electricitätsmengen  sind 
dieselben,  wie  die,  welche  man  anwenden  müsste,  wenn  die  beiden 
isolirten  Körper  anfangs  unelectrisch  wären,  und  man  sie  dann 
auf  das  gleiche  Potentialniveau  K'  bringen  wollte.  Da  diese  Elec- 
tricitätsmengen dem  Potentialniveau  K'  proportional  und  von  ent- 
gegengesetztem Vorzeichen,  als  dieses,  sein  müssen,  so  wollen  wir 
sie  mit  —  aK*  und  —  ß]C  bezeichnen,  worin  a  und  ß  wieder  zwei 
positive  von  der  Grösse,  Gestalt  und  Lage  der  Körper  abhängige 
Constante  sind. 

Die  durch  diese  beiden  auf  einander  folgenden  Operationen 
entstandenen  Zustände  der  beiden  Körper  lassen  sich  folgender- 
maassen  ausdrücken: 

^..     .       .  (  Potentialniveau:  K' 

^  \  Electricitätsmenge:  aK  —  aK' 

^..  jj  \  Potentialniveau:  K -\- £7 

^  \  Electricitätsmenge:  —  bK —  ßK' 

Nehmen  wir  nun  als  speciellen  Fall  an,  es  sei: 

und  somit: 

E!=  —  K 

so  sind  die  Zustände,  welche  die. Körper  nach  den  beiden  Opera- 
tionen haben,  dieselben,  wie  die,  welche  sie  angenommen  haben 
würden,  wenn  einfach  der  Körper  B  mit  der  Erde  in  leitende  Ver- 
bindung gesetzt  und  dadurch  auf  dem  Potentialniveau  Null  erhal- 
ten wäre,  während  man  den  Körper  A  isolirt  und  bis  zum  Poten- 
tialniveau —  K  mit  Electricität  geladen  hätte.  Die  unter  diesen 
Umständen  auf  B  durch  Influenz  angesanmielte  Electricitätsmenge 
muss  dem  obigen  Satze  nach  der  mit  aK  bezeichneten  Electrici- 
tätsmenge, welche  dei*  Körper  A  aufnimmt,  wenn  er  mit  der  Erde 
verbunden  ist,  während  B  bis  zum  Potentialniveau  K  geladen  wird, 
gleich  und  entgegengesetzt  sein.    Wir  können  also,  wenn  wir  in 
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dem   Ausdrucke  der  auf  B  befindlichen  Electricitätsmenge   die 
Grösse  E^  durch  —  K  ersetzen,  folgende  Gleichung  bilden: 

woraus  folgt: 

(35)  b  =  a  +  ß. 

Hierdurch  ist  eine  der  yier  oben  eingeführten  Constanten  be- 
stimmt, und  wir  können  nun  wieder  zu  dem  allgemeineren  Falle, 
wo  f  nicht  gleich  —  K  zu,  sein  braucht,  zurückkehren,  und  in 
den  Ausdrücken,  welche  die  Zustände  der  beiden  Körper  darstellen, 
für  b  den  gefundenen  Werth  einsetzen.    Dadurch  erhalten  wir : 

^..  .  f  Potentialniveau:  E7 

^  [  Electricitätsmenge:  aK  —  uK* 

«...  ^  f  Potentialniveau:  K  -^  K 

^  I  Electricitätsmenge:  —  aK  —  ß  (-K^  +  ^' 

Das  in  diesen  Ausdrücken  enthaltene  fergebniss  der  vorste- 
henden Betrachtung  wollen  wir  nun  noch  in  etwas  bequemere  Form 
bringen.  Anstatt  die  auf  die  beiden  einzelnen  Operationen  bezüg- 
lichen Potentialniveaux  in  den  Formeln  zu  behalten,  wollen  wir 
die  schliesslich  stattfindenden  Potentialniveaux  der  beiden  Körper 
durch  einÜEiche  Buchstaben  darstellen.  Das  schliessliche  Poten- 
tialniveau des  Körpers  A  möge  mit  F,  und  dasjenige  des  Körpers 
B  mit  G  bezeichnet  werden.    Dann  haben  wir  zu  setzen : 

Kf  =  F 

K  +  K'=  G 

and  somit: 

K=G-F.     ' 

Ferner  wollen  wir  die  schliesslich  auf  den  beiden  Körpern  befind- 
lichen Electncitätsmengen  mit  M  und  N  bezeichnen.  Dann  kön- 
nen wir  dem  Vorigen  nach  folgende  zwei  Gleichungen  bilden,  welche 
für  jede  zwei  unter  gegenseitiger  Influenz  stehende  leitende  Körper 
gelten ,  wenn  alle  anderen  im  Bereiche  der  Influenz  befindlichen 
leitenden  Körper  mit  der  Erde  in  leitender  Verbindung  stehen : 

\M=a{G  —F)^  aF 

N:=a(F—G)-'  ßG. 


(36) 


§.  16.  Wenn  wir  diese  Gleichungen  auf  die  beiden  Belegun- 
gen einer  Leidener  Flasche  anwenden,  so  können  wir  die  Grössen 
a,  a  und  ß  näher  bestimmen.    Wir  wollen  dabei  die  innere  Bele« 
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gung  der  Flasche  als  den  Körper  A  und  die  äussere  Belegung  als 
den  Körper  B  betrachten. 

Zunächst  möge  angenommen  werden,  dass  die  äussere  Bele- 
gung bis  zum  Potentialniveau  G  geladen  sei,  während  die  innere 
Belegung  mit  der  Erde  in  Verbindung  stehe.  Die  unter  diesen 
Umständen  auf  der  inneren  Belegung  befindliche  Electricitätsmenge 
kann  man  durch  die  erste  der  Gleichungen  (36)  ausdrücken,  wenn 
man  darin  f  =  0  setzt,  also : 

(37)  M=aQ. 

Ausserdem  kann  man  in  diesem  Falle  die  Electricitätsmenge  M 
auch  durch  directe  Betrachtungen  bis  auf  einen  gewissen  Grad 
der  Genauigkeit  bestimmen. 

Da  sich  nämlich  auf  der  inneren  Belegung,  welche  mit  der 
Erde  leitend  verbunden  ist,  nur  so  viel  Electricität  befindet,  wie 
durch  die  Anziehung  deijenigen  Electricität,  mit  welcher  die  äus- 
sere Belegung  geladen  ist,  festgehalten  wird,  so  kann  man  schlies- 
sen ,  dass  die  auf  der  inneren  Belegung  befindliche  Electricität 
ganz  auf  der  der  äusseren  Belegung  zugewandten  Fläche  der  in- 
neren Belegung  gelagert  ist.  Zur  Bestimmung  der  Dichtigkeit  der 
Ele<^ricität  auf  dieser  Fläche  kann  man  die  tjleichung  (30)  an- 
wenden ,  wenn  man  darin  V^  :=  Q  und  Fi  =  0  setzt  Zugleich 
wollen  wir  dabei  statt  hi  einfach  h  schreiben.  Dann  lautet  die 
Gleichung : 

Es  sei  nun  doi  ein  Element  der  nach  Aussen  gewandten 
Fläche  der  inneren  Belegung  oder,  wie  man  kürzer  zu  sagen 
pflegt,  ein  Flächenelement  der  inneren  Belegung,  indem  man  die 
nach  Aussen  gewandte  Fläche  und  die  nach  Innen  gewandte 
Fläche  einer  und  derselben  Belegung  als  gleich  gross  betrachtet. 
Mit  diesem  Flächenelemente  multiplicire  man  die  vorige  Glei- 
chung an  beiden  Seiten  und  integrire  die  dadurch  entstehenden 
Differentialausdrücke  über  die  ganze  Fläche  der  inneren  Bele- 
gung, wodurch  folgende  Gleichung  entsteht: 

Von  den  an  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  in  der  ecki- 
gen Klammer  stehenden  Integralen  kann  man  das  erste  für  den 
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Fall,  dass  die  Glasdicke  e  constant  ist,  sofort  ausfuhren.  Sei  näm- 
lich mit  8  die  Fläche  der  inneren  Belegung  bezeichnet,  so  ist: 

W  /t  =  7- 

Sollte  die  Glasdicke  c  nicht  constant  sein,  so  wollen  wir  einen 
mitÜereh  Werth  c^  einführen ,  welcher  durch  folgende  Gleichung 
bestimmt  sein  soll: 

s 


<«)  /t  = 


'm 


Durch  Einsetzung  dieses  Bruches  für  das  betreffende  Integral  geht 
die  Gleichung  (38)  aber  in: 

oder  anders  geschrieben: 

(41)  /m.  =  o  j^  [,  +  Ii  /(±  ^  +^)  i„] . 

Dieses    so  ausgedrückte   Integral  /  hdm  ist  nun  zwar  nicht 

vollkommen  identisch  mit  der  ganzen  unter  den  genannten  Um- 
ständen auf  der  inneren  Belegung  befindlichen  Electricitätsmenge 
Jlf,  sondern  weicht  ein  Wenig  von  derselben  ab,  weil  in  der  Nähe 
des  Randes  die  electrische  Dichtigkeit  grösser  ist,  als  der  obige 
Ausdruck  von  h  angiebt.  Die  Abweichung  kann  aber  nach  dem, 
was  in  §.  13  gesagt  ist,  nur  eine  solche  Grösse  sein,  die,  wenn  man 
sie  als  Bruchtheil  des  ganzen  Integralwerthes  ausdrückt,  mit  ab- 
nehmender Glasdicke  in  der  Weise  abnimmt,  dass  sie  mit  unend- 
lich klein  werdender  Glasdicke  (yorausgesetzt  dass  das  Glas  ohne 
Beeinträchtigung  seines  Isolationsvermögens  unendlich  dünn  ge- 
macht werden  könnte)  ebenfalls  unendlich  klein  wird.  Da  nun 
in  der  eckigen  Klammer  der  vorigen  Gleichung  sich  schon  ein  Glied 
befindet,  welches  mit  dem  Factor  Cm  behaftet  ist,  und  daher  die 
Eigenschaft  hat,  mit  der  Glasdicke  zugleich  abzunehmen  und 
unendlich  klein  zu  werden,  so  können  wir  die  vorgenannte  Ab- 
weichung mit  diesem  Gliede  zusammenfassen,  und  wir  wollen  die 
dadurch  entstehende  Grösse,  welche  innerhalb  der  Klammer  zu  1 
addirt  werden  muss,  mit  d  bezeichnen.  Dann  können  wir  schreiben : 

(42)  M=a^Jl+ö). 
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Da  nun  nach  Gleichung  (37)  für  M  das  Product  a  Q  gesetzt 
werden  kann,  so  geht  die  Yorige  Gleichung  über  in : 

«^  =  ^4^(1+*) 

und  wenn  wir  hieraus  noch  die  Grösse  G  fortheben,  so  erhalten 
wir  die  Gleichung: 

Hierdurch  ist  der  Coef&cient  a  soweit  bestimmt,  dass  nur  noch  die 
im  Verhältnisse  zu  1  kleine  Grösse  d  unbestimmt  gelassen  ist 

§.  17.  Wir  wenden  uns  nun  zu  den  beiden  Goefficientena  und  |3, 
um  zu  sehen,  in  wie  weit  sich  diese  bestimmen  lassen. 

Gemäss  dem,  was  oben  über  diese  beiden  Coefficienten  gesagt 
ist,  können  wir  sie  für  eine  Leidener  Flasche  folgendermaassen 
definiren:  Wenn  beide , Belegungen  der  Flasche  so  geladen  werden 
soUen,  dass  die  Potentiälfunction  auf  ihnen  den  gemeinsamen  Werth 
—  1  hatj  so  sind  die  dazu  nöthigen  iSledricitätsmengen  a  und  ß. 

Denken  wir  uns,  nachdem  diese  Ladung  beider  Belegungen 
zu  einem  gemeinsamen  Potentialniveau  stattgefunden  hat,  zwischeo 
beiden  Belegungen  eine  leitende  Verbindung  hergestellt,  z.  B.  mit« 
telst  eines  durch  die  isolirende  Schicht  hindurchgehenden  sehr 
dünnen  Drahtes,  so  wird  dadurch  in  der  Vertheilung  der  Electri- 
cität  und  im  Potentialniveau  keine  Aenderung  veranlasst  werden. 
Denken  wir  uns  ferner,  dass  die  Metallplatten,  welche  die  Bele- 
gungen bilden,  einander  mehr  und  mehr  genähert  werden,  so  dass 
sie  endlich  zur  Berührung  kommen,  und  zusammen  als  eine  ein- 
fache Metallplatte  von  der  Form  einer  der  Belegungen  zu  betrach- 
ten sind,  so  wird  auch  dadurch  das  gemeinsame  Potentialniveau 
sich  nur  um  eine  Grösse  ändern  können,  welche  im  Verhältnisse 

zum  ursprünglichen  Werthe  —  1  von  der  Ordnung  -==  ist,  d.  h. 

V  s 

von  der  Ordnung  des  Verhältnisses,  in  welchem  der  Abstand  der 
Platten  von  einander  zu  ihren  Dimensionen  steht.  Sollte  das  Po- 
tentialniveau  bei  der  Annäherung  bis  zur  Berührung  ungeändert 
gleich  —  1  erhalten  werden,  so  würde  dazu  eine  kleine  Aenderung 
der  gesammten  Electricitätsmenge  a  '\-  ß  erforderlich  sein,  welche 
Aenderung  aber  im  Verhältnisse  zum  ursprünglichen  Werthe  eben- 
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'falls  nur  Yon  der  Ordnung     , sein  würde.     Da  nun  aber   die 

V  s 

Grösse  a  4*  Z'  selbst  schon  gegen  die  Grösse  a  klein  ist,  indem 
ihr  Ausdruck  nicht,  wie  derjenige  von  a,  den  Abstand  c  im  Nen- 
ner hat,  so  wollen  wir  eine  Aenderung,  die  im  Verhältnisse  zum 

ganzen  Werthe  von  cc  -{-  ß  von  der  Ordnung  -==  ist,  vernachläs- 

V  s 

sigen,  und  uns  mit  dem  folgenden  angenäherten  Satze  begnügen: 
Denkt  man  sich,  dass  nwr  Eine  der  beiden  Belegimgen  vorhanden 
wäre,  so  ist  a  '■\-  ß  angenähert  gleich  der  Electricitätsmenge^  welche 
man  dieser  einen  Belegtmg  mittheilen  müsste,  um  sie  bis  zum  Poten- 
tialniveau —  \  siu  laden. 

Hierdurch  ist  die  Summe  der  beiden  Goefficienten  a  und  /3, 
wenn  auch  nicht  wirklich  bestimmt,  so  doch  auf  einen  einfache- 
ren  Fall  zurückgeführt,  aus  dem  man  selbst  dann,  wenn  man  die 
weitere  Rechnung  nicht  ausführt,  schon  eine  Vorstellung  von  der 
Art  der  Grösse,  um  die  es  sich  handelt,  gewinnen  kann. 

Was  nun  noch  das  Verhältniss  der  beiden  einzelnen  Coefü- 
cienten  a  und  ß  zu  einander  anbetrifft,  so  hängt  dieses  vorzugs- 
weise davon  ab,  wie  die  Belegungen  gekrümmt  sind.  Sind  beide 
Belegungen  eben,  wie  bei  einer  Franklin'schen  Tafel,  und  nehmen 
wir  dazu  noch  an,  dass  sie  vollkommen  gleich  gross  sind,  und  dass 
die  beiden  Bänder  sich  überall  senkrecht  gegenüberstehen,  so  sind 
die  beiden  Goefficienten  a  und  ß  unter  einander  gleich.  Sind  die 
Belegungen  so  gekrümmt,  dass  die  eine  die  andere  ganz  um- 
Bchliesst,  so  ist  der  auf  die  innere  Belegung  bezügliche  Goeffi- 
cient  a  gleich  Null,  und  der  auf  die  äussere  Belegung  bezügliche 
Coefficient  ß  hat  den  ganzen  Werth,  welcher  vorher  für  die  Summe 
beider  bestimmt  wurde.  Wenn  endlich,  wie  es  bei  gewöhnlichen 
Leidener  Flaschen  der  Fall  ist,  eine  Belegung  die  andere  zwar  theil- 
weise,  aber  nicht  vollständig  umschliesst,  so  ist  aus  der  Verglei- 
chung  mit  den  beiden  vorigen  Fällen  leicht  ersichtlich,  dass  der 
auf  d[e  innere  Belegung  bezügliche  Goefficient  a  kleiner  sein  muss, 
als  der  auf  die  äussere  Belegung  bezügliche  Goefficient  /3. 

§.  18.  Wir  kehren  nun  zu  den  Gleichungen  (36)  zurütk.  Für 
den  Goefficienten  a  setzen  wir  den  in  (43)  gegebenen  Ausdruck, 
worin  wir  aber  statt  c^  einfach  c  schreiben  wollen,  indem  wir 
im  Folgenden  unter  c  die  durch  Gleichung  (40)  bestimmte  mitt- 
lere Glasdicke  verstehen.  Die  beiden  anderen  Goefficienten  a  und 
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ß  behalten  wir  unyerändert  bei.  Dann  lauten  die  für  eine  gela* 
dene  Leidener  Flasche  geltenden  Gleichungen: 


(44) 


^=:^(^  +  »)((^'-F)^aF 


s 


N=-^^(l+ff)(F-G)-ßG. 


(45) 


X 


Zur  Abkürzung  wollen  wir  noch  setzen:    , 

4»c 

woraus  sich  ergiebt,  dass  die  neu  eingeführte  Grösse  x  vorzugs- 
weise von  der  Glasdicke  abhängt,  und  angenähert  gleich  4x€  itL 
Dadurch  nehmen  die  Gleichungen  folgende  etwas  einfachere  Ge- 
stalt an : 


(46) 


M=-^(G-  F)  —  aF 
I  N=±(F-G)-ßQ. 


Bei  der  Anwendung  der  Leidener  Flaschen  ist  der  gewöhnlichste 
Fall  der,  wo  di^  äussere  Belegung  mit  der  Erde  in  leitender  Ver- 
bindung steht.  In  diesem  Falle  ist  G  =  0  zu  'setzen ,  und  die 
Gleichungen  gehen  dadurch  über  in: 


(47) 


M 


=  -(|+-«)^ 


s 


N=~F. 


Da  es  in  dem  zuletzt  genannten  Falle  bequem  ist,  wenn  man 
die  auf  der  inneren  Belegung  befindliche  Electricitätsmenge  M  mit 
dem  auf  derselben  Belegung  stattfindenden  Werthe  F  der  Poien- 
tialfunction  in  möglichst  einfacher  Weise  vergleichen  kann,  so 
wollen  wir  neben  dem  griechischen  Buchstaben  x  noch  den  latei- 
nischen Buchstaben  k  einführen,  dessen  Bedeutung  durch  folgende 
Gleichung  bestimmt  wird: 

(48)  '  ■    ^^^ 


*  = 


l  -f  «  -f  a 


4tnc 


1    I       * 
1  +  a  — 

'       s 


woraus  hervorgeht,  dass  %,  ebenso  wie  x,  nur  wenig  verschieden 
von  iTCc  ist.    Gemäss  dieser  Gleichung  kann  man  setzen: 
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s_ s_ 

X        k 


und  dadurch  gehen  die  allgemeinen  Gleichungen  (46)  über  in : 
und  die  speciellen  Gleichungen  (47)  gehen  über  in: 


(49) 


(50) 


Mit  Hülfe  der  unter  (46)  und  in  veränderter  Form  unter  (49) 
angeführten  Gleichungen  kann  man,  wenn  von  den  vier  Grössen 
M^  Nt  J^und  G  irgend  zwei  gegeben  sind,  die  beiden  anderen 
bestimmen.  Ebenso  kann  man  in  dem  speciellen  Falle,  wo  die 
äussere  Belegung  mit  der  E]:de  in  leitender  Verbindung  steht, 
mit  Hülfe  der  unter  (47)  und  in  veränderter  Form  unter  (60)  an- 
geführten Gleichungen  aus  jeder  der  drei  Grössen  Jf,  N  und  F^ 
die  beiden  anderen  berechnen. 

§.  19.  In  allen  vorstehenden  Betrachtungen  ist  stillschwei- 
gend vorausgesetzt,  dass  die  zwischen  den  Belegungen  befindliche 
Glasschicht  nur  als  ein  Isolator,  und  zwar  als  ein  vollkommener 
Isolator  wirke.  Dasselbe  ist  auch  in  der  nachstehenden  Abhand- 
lung vorausgesetzt. 

Nun  gehen  aber  wahrscheinlich  bei  der  Ladung  einer  Lei- 
dener Flasche  auch  im  Inneren  des  Glases  gewisse  Veränderun- 
gen in  Bezug  auf  den  electrischen  Zustand  vor  sich,  welche  wie- 
derum eine  Bückwirkung  auf  die  Belegungen  üben.  In  wie  weit 
dadurch  die  Besultate,  welche  man  ohne  Berücksichtigung  dieses 
Umstandes  gefunden  hat,  modificirt  werden  können,  soll  weiter 
unten  in  einem  der  nachstehenden  Abhandlung  beigefügten  Zu- 
sätze besprochen  werden.  Man  wird  dort  sehen,  dass  diese  im 
Glase  stattfindenden  Veränderungen  recht  gut  noch  nachträglich 
in  Rechnung  gebracht  werden  können,  so  dass  die  Gleichungen, 
welche  ohne  Berücksichtigung  dieses  Umstandes  abgeleitet  sind, 
trotz  dieser  Vernachlässigung  doch  ihren  vollen  Werth  be- 
halten. 
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§.  20.  Zum  Schlüsse  dieser  Einleitung  will  ich  noch,  wie  es 
in  §.  14  angekündigt  wurde,  den  Beweis  des  dort  angeführten 
Satzes  mittheilen.  Der  Satz  lautet:  Es  seien  ewei  leitende  Kör- 
per Ä  und  B  gegeben,  welche  isolirt  oder  mit  der  Erde  leitend  ver- 
bunden werden  können ,  und  in  deren  Nähe  sich  noch  beliebige  an- 
dere mit  der  Erde  in  leitender  Verbindung  stehende  leitende  Kor- 
per befinden  dürfen.  Es  möge  nun,  während  B  mit  der  Erde  ver- 
bunden und  A  isolirt  ist,  der  letztere  Körper  bis  zu  irgend  einem 
Potentiälniveau  K  mit  Electricität  geladen  werden.  Die  unter  die- 
sen Umständen  auf  B  durch  Influenz  angesammelte  Electricitäts- 
menge  heisse  Qf^,  Darauf  werde  umgekehrt  A  mit  der  Erde  ver- 
bunden, B  dagegen  isolirt  und  bis  zu  demselben  Potentialniveau 
K  mit  Electricität  geladen.  Die  unter  diesen  Umstunden  auf  A 
durch  Influenz  angesammelte  Eledricitätsmenge  heisse  Qa-  Dann 
muss  sein:  Qa  =  Qb» 

Der  Beweis  dieses  Satzes  stützt  sich  auf  eine  aus  denGreen"- 
schen  Untersuchungen  sehr  bekannte  Gleichung,  deren  Richtig- 
keit ich  hier  nicht  zu  beweisen  brauche,  sondern  die  ich  nur  mit 
den  zum  Verständnisse  nöthigen  Erläuterungen  anführen  wilL 
Die  Gleichung  ist  folgende: 

(61)  fu .  ^  Vdt  +  fUj^ d(o  =  fv.JUdt+f  r^do. 

Hierin  bedeuten  U  und  V  zwei  Functionen  der  Raumcoordinaten, 
und  zwar  wollen  wir,  weil  unser  gegenwärtiger  Zweck  dadurch 
nicht  beeinträchtigt  wird,  voraussetzen,  dass  innerhalb  eines  zur 
Betrachtung  gegebenen  geschlossenen  Raumes  weder  die  Functio- 
nen selbst,  noch  ihre  ersten  und  zweiten  Differentialcoefficienten 
irgendwo  unendlich  gross  werden.  J  U  und  J  V  sind  abge- 
kürzte Zeichen  für  Differentialausdrücke  von  der  in  §.  6  be- 
sprochenen Form,  nämlich: 

,  _  d^   ,    diu   ,    d^ 
^  ~  dx^  '^  dy^  "^  dz^ 

^„       d^V    ,    d^V   ,    d^V 
dx^  ~  dy^  ~  dz^ 

Unter  d  t  ist  ein  Raumelement  verstanden ,  und  die  beiden  Inte- 
grale, welche  dt  enthalten,  erstrecken  sich  über  den  ganzen  zur 
Betrachtung  gegebenen  Raum.  Unter  d(o  dagegen  ist  ein  Ele- 
ment der  Oberfläche  dieses  Raumes  verstanden,  und  n  bedeutet 
die  auf  diesem  Flächenelemente  errichtete  Normale.    Dabei  soll 


x..rr 
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die  Normale  nach  der  iDsenseite-  der  Oberfläche  poBÜiy  gerechnet 

J  TT  fj  V 

werden,  und  unter  -3—  und  -3—  sollen  diejenigen  Wertjie  der  nach 

der  Normale  genommenen  Differentialcoefficienten  von  TJ  und  V 
verstanden  werden,  welche  diese  Differentialcoefficienten  an  der 
Innenseite  dicht  an  der  Oberfläche  haben.  Die  Integrale ,  welche 
do  enthalten,  erstrecken  sich  über  die  ganze  Oberfläche  des  ge- 
gebenen Raumes. 

Diese  Gleichung  wollen  wir  nun  in  folgender  Weise  anwen- 
den. Zu  den  im  obigen  Satze  genannten  leitenden  Körpern  A 
und  B  und  den  anderen  möglicherweise  in  ihrer  Nähe  noch  yor- 
handenen  (mit  der  Erde  leitend  yerbundenen)  leitenden  Körpern 
denken  wir  uns  noch  um  irgend  einen  in  ihrer 'Nähe  liegenden 
Punkt  mit  einem  sehr  grossen  Radius  jß  eine  Kugelfläche  geschla- 
gen, und  sehen  nun  den  zwischen  dieser  Kugelfläche  und  jenen 
leitenden  Körpern  eingeschlossenen  Raum  als  den  zur  Betrach- 
tung gegebenen  Raum  an,  so  dass  die  Oberflächen  der  leitenden 
Körper  und  die  Kugelfläche  zusammen  die  Oberfläche  unseres 
Raumes  bilden. 

Unter  U  verstehen  wir  die  Potentialfunction,  welche  man 
erhält,  wenn  der  Körper  A  bis  zum  Potentialniveau  K  mit  Elec- 
tricität geladen  wird,  während  alle  anderen  leitenden  Körper  mit 
der  Erde  in  leitender  Verbindung  stehen,  und  unter  F  verstehen 
wir  die  Potentialfunction,  welche  man  erhält,  wenn  der  Körper  B 
bis  zum  Potentialniveau  JT  mit  Electricität  geladen  wird,  während 
alle  anderen  leitenden  Körper  mit  der  Erde  in  leitender  Yerbin- 
duBg  stehen. 

Bei  diesen  Bedeutungen  der  Functionen  ü  und  V  kann^man 
in  Folge  dessen,  was  in  §.  6  gesagt  ist,  sofort  schliessen,  dass  in 
dem  von  uns  betrachteten  Räume  überall  sein  muss: 

^ü'=Ound^F=0, 

weil  bei  beiden  Arten  der  Ladung  der  betrachtete  Raum  frei  von 
£lectricität  bleibt.  Die  Integrale,  welche  d  U  und  ^  V  enthal- 
ten, fallen  also  aus  der  Gleichung  (51)  fort,  und  diese  reducirt 
sich  auf: 

Die  beiden  hierin  vorkommenden  Integrale  müssen  über  die  ganze 
Oberfläche    des   betrachteten    Raumes    ausgeführt  werden,  also 
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über  die  grosse  Kugelfläche  und  über  die  Oberflächen  der  gege- 
benen leitenden  Körper. 

Wir  wollen  nun  zuerst  den  Theil  der  beiden  Integrale  be- 
trachten, welcher  sich  auf  die  grosse  Kugelfläche  bezieht 

Die  gesammte  Electricitätsmenge ,  welche  sich  bei  der  ersten 
Art  der  Ladung  auf  allen  vorhandenen  leitenden  Körpern  zusam- 
men befindet,  werde  mit  M^  und  die  Electricitätsmenge,  welche 
sich  bei  der  zweiten  Art  der  Ladung  auf  allen  leitenden  Körpern 
befindet,  mit  JVbezeichnet.  Betrachten  wir  nun  irgend  einen  Punct  p^ 
welcher  von  dem  Mittelpuncte  der  Kugel  und  somit  auch  von  den 
leitenden  Körpern  sehr  weit  entfernt  ist,  und  bezeichnen  seine  Ent- 
fernung Tom  Mittelpuncte  mit  r,  so  gelten  in  diesem  Puncte  an- 
genähert (und  zwar  um  so  genauer,  je  grösser  r  ist)  die  Glei- 
chungen : 


und  daher: 


?7=-.^;  F=-^ 


dr  ~  r^'        dr  ~  r« 


Denken  wir  uns  nun,  dass  der  Punct  p  auf  unserer  grossen  Kugel- 
fläche liege,  so  haben  wir  daselbst  r  =  jß  zu  setzen.    Ferner  ist 

JJT  UV 

in  Bezug  auf  die  Oifferentialcoefficienten  -=—  und  -?—  zu  bemer- 
°  dr  dr 

ken,  dass  die  Gerade,  auf  welcher  die  Länge  r  gemessen  wird,  die 
Richtung  eines  Eadius  hat  und  somit  auf  der  Kugelfläche  normal 
ist  Da  aber  die  in  Gleichung  (52)  in  den  Differentialcoefficien- 
ten  vorkommende  Normale  n  von  der  Fläche  aus  nach  Innen  po- 
sitiv gerechnet  werden  soll,  also  nach  der  Seite,  nach  welcher  r 
abninmit,  so  haben  wir  an  =  — •  dr  zu  setzen,  woraus  folgt,  dass 
die  nach  n  genommenen  Differentialcoefficienten  den  nach  r  ge- 
nommenen gleich  und  entgegengesetzt  sind.  Wir  haben  also  für 
einen  auf  der  Kugelfläche  liegenden  Punct  zu  setzen : 

du M,     dr__N^ 

dn  ~       ^'     dn  ~       i?»* 

Zugleich  wollen  wir  noch,  um  den  Theil  des  Integrales,  welcher 
aich  auf  die  Kugelfläche  bezieht,  Ton  dem  ganzen   Integrale  n 
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unterscheiden,  statt  da  schreiben  c2o,,  indem  wir  unter  dcD^  ein 
Element  der  Eugeliläche  verstehen.    Dann  erhalten  wir: 

MN 


JXJj^da.=-^Jda.=^n 
Pj^dU  .  NM  r. 


R 

NM 
B 


Diese  Ausdrücke,  welche  um  so  genauer  richtig  sind,  je 
grösser  der  Radius  R  angenommen  wird,  werden  erstens  beide 
für  sehr  grosse  Werthe  von  R  sehr  klein,  und  ausserdem  sind  sie 
unter  einander  gleicb,  so  dass  sie  sich  bei  Einsetzung  in  die  Glei- 
chung (52)  gegenseitig  aufheben.  Da  wir  nun  den  Eadius  R  be- 
liebig gross  und  daher  auch  unendlich  gross  annehmen  können, 
so  fallen  diese  Theile  der  beiden  Integrale  aus  der  Gleichung 
fort. 

Es  bleiben  also  nur  die  Theile  der  Integrale  zu  betrachten, 
welche  sich  auf  die  Oberflächen  der  gegebenen  leitenden  Körper 
beziehen. 

Betrachten  wir  zuerst  das  an  der  linken  Seite  stehende 
Integral 


/ 


an 


so  ist  zu  bedenken,  dass  U  die  Potentialfunction  für  den  Fall  ist, 
wo  der  Körper  A  bis  zum  Potentialniveau  K  geladen  ist,  während 
alle  anderen  leitenden  Körper  mit  der  Erde  in  Verbindung  ster 
ben.  U  ist  also  an  der  Oberfläche  des  Körpers  A  constant  gleich 
K  und  an  den  Oberflächen  aller  anderen  Körper  gleich  Null. 
Wir  brauchen  also  die  Integration  nur  für  die  Oberfläche  des 
Körpers  A  auszuführen.  Dieses  wollen  wir  dadurch  andeuten, 
dass  wir  das  allgemeine  Zeichen  d(o  durch  das  specielle  Zeichen 
dfOa  ersetzen,  worunter  ein  Element  der  Oberfläche  des  Körpers 
A  verstanden  werden  soll.  Setzen  wir  dabei  zugleich  U  =  K 
und  nehmen  S^  weil  es  constant  ist,  aus  dem  Integralzeichen  her- 
aus ,  so  reducirt  sich  das  an  der  linken  Seite  stehende  Integral 
auf: 

dcOa. 


■f¥- 

J  dn 


Ebenso  reducirt  sich  das  an  der  rechten  Seite  stehende  Integral 
aus  ganz  entsprechenden  Gründen  auf: 


t<  ■ 
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J  an 


worin  da?»  ein  Element  der  Oberfläche  des  Körpers  B  bedeutet 
Die  Gleichung  (62)  geht  somit,  indem  sich  noch  der  an  beiden 
Seiten  vorkommende  Factor  JT  aufhebt,  über  in: 

Nun  ist  in  §.  8  gesagt,  dass  fiir  einen  mit  Electricität  gelade- 
nen leitenden  Körper  folgende  dort  unter  (11)  gegebene  Glei- 

Hierin  bedeutet  %  die  electrische  Dichtigkeit  an  irgend  einer 
Stelle  der  Oberfläche  des  Körpers.  V  ist  die  Potentialfunction 
und  n  die  an  der  betreffenden  Stelle  der  Oberfläche  errichtete 
nach  Aussen  hin  positiv  gerechnete  Normale,  und  der  an  den 
Differentialcoe£ficienten  gesetzte  Index  -f-  0  soll  andeuten,  dass 
es  sich  um  denjenigen  Werth  handelt,  welchen  der  Differential* 
coefflcient  an  der  positiven  (also  äusseren)  Seite  der  Oberfläche 
in  ihrer  unmittelbaren  Nahe  hat 

Von  den  beiden  in  der  Gleichung  (53)  vorkommenden  Diffe* 

J  TT  UV 

rentialcoefficienten  -5 —  und  -= —  ist  jeder  für  eine  der  beiden  La- 

dn  an       "* 

dungsarten  der  auf  die  Normalrichtung  bezügliche  Differential- 
coefficient  der  Potentialfunction,  und  die  Seite  der  Oberdäche, 
auf  welche  sich  dieser  Differentialcoefficient  bezieht  (nämlich  die 
Innenseite  des  zwischen  den  leitenden  Körpern  und  der  Kugel- 
fiäche  liegenden  Baumes),  ist  für  den'  leitenden  Körper  die  Aussen- 
Seite.  Man  ersieht  daraus,  dass  die  in  der  Gleichung  (53)  vor- 
kommenden Differentialcoefficienten  -z-^  und  -7—  für  die   beiden 

an  an 

angenommenen  Ladungsarten   dieselbe    Bedeutung   haben,    wie 
in  der  vorstehenden  Gleichung.    Bezeichnen  wir  also  die 


\dn)^ 


electrische  Dichtigkeit,  welche  bei  der  ersten  Ladungsart  (A  gela- 
den während  B  mit  der  Erde  verbunden  ist)  an  einer  Stelle  der 
Oberfläche  des  Körpers  B  stattfindet,  mit  A^,  und  die  Dichtigkeit, 
welche  bei  der  zweiten  Ladungsart  (B  geladen  während  A  mit 
der  Erde  verbunden  ist)  an  einer  Stelle  der  Oberfläche  des  Kör- 
pers Ä  stattfindet,  mit  Aa,  so  haben  wir  zu  setzen: 


•i..^5«* 
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du 


=  inhh'i 


dV 


=  4nha- 


dn       .■'•^"«»'  j^ 

Wenn  man  diese  Ausdrücke  in  die  Gleichung  (53)  einfuhrt,  und 
dann  noch  den  an  beiden  Seiten  vorkommenden  Factor  ixe  fort- 
hebt, so  kommt: 


(54) 


I    hadG}a^=     I  hbdfO},, 


Von  den  beiden  in  'dieser  Gleichung  vorkommenden  Integra- 
len ist  nun  offenbar  das  erste  der  Ausdrack  der  Electricitäts- 
menge,  welche  sich  bei  der  zweiten  Ladungsart  auf  dem  Körper 
A.  befindet,  und  das  zweite  der  Ausdruck  der  EJiectricitätsmenge, 
welche  sich  bei  der  ersten  Ladungsart  auf  dem  Körper  B  befin- 
det, frir  welche  Klectricitätsmengen  wir  die  Zeichen  Qa  und  Q^ 
eingeführt 'haben,  und  somit  erhalten  wir  die  zu  beweisende 
Gleichung: 
(55)  Qa  =  ^6. 


CL»u«iui,  meob.    Wftxm0t£«ori«.  II. 


ABHANDLUNG  X, 


üeber  das  mechanisohe  Aequivalent  einer  eleetrischen 
Entladung  und  die  dabei  stattfindende  Erwärmung  des 

Leitungsdrahtes. 

Vorgetragen  in  der  Berliner  Acad.  Mai  1852 ,   abgedruckt  in  Poggendorflfs  An- 

nalen  Juliheft  1852,  3d.  LXXKVI,   S.  337,  und  in  Scientific  Memoirs,  Natural 

Philosophy,  edited  by  John  Tyndall  and  William  Francis,  p.  l. 


In  ähnlicher  Weise,  wie  durch  Anwendung  von  Wärme  me- 
chanische Arbeit  vollbracht  werden  kann ,  lassen  sich  bekannt- 
lich auch  durch  electrische  Ströme  theils  mancherlei  mechanische 
Wirkungen,  theils  Wärme  hervorrufen.  Alle  diese  Erscheinungen 
bieten  schon  an  sich  ein  grosses  Interesse  dar ,  welches  durch  die 
practischen  Anwendungen ,  die  man  von  ihnen  gemacht  hat,  oder 
möglicher  Weise  machen  kann,  noch  bedeutend  erhöht  wird; 
dazu  kommt  aber  noch,  dass  gerade  diese  Wirkungen  einer  streng 
mathematischen  Behandlung  fähig  sind,  und  daher  zu  einer  Un- 
tersuchung ihres  inneren  Zusammenhanges  unter  sich  und  mit 
der  wirkenden  Ursache  besonders  geeignet  erscheinen. 

Auch  sind  sie  in  der  That  schon  mehrfach  zum  Gegenstande 
solcher  Untersuchungen  gemacht.  Dabei  hat  man  gewöhnlich  die 
galvanische  Electricität  und  den  Eledromagnetismus  y  welche  zu 
jenen  Wirkungen  am  häufigsten  und  im  grössten  Maassstabe  an- 
gewandt werden,  auch  am  speciellsten  ins  Auge  gefasst.  Es 
scheint  mir  indessen  zweckmässiger  zu  sein,  dergleichen  Unter- 
suchungen mit  der  Maschiiieneledricität  zu  beginnen,  denn,  wenn 
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diese  auch  für  die  mathematische  Behandlung  mehr  Schwierigkei- 
ten darbietet,  so  ist  sie  doch  dem  Principe  nach  einfacher,  da 
man  es  bei  ihr  nur  mit  Electricität ,  ohne  Nebenwirkungen  von 
chemischer  Action  und  Magnetismus,  zu  thun  hat. 

Ich  habe  im  Nachfolgenden  versucht,  die  durch  eine  electri- 
sehe  Entladung  hervorgebrachten  Wirkungen  auf  ein  bestimmtes 
durch  die  Brandsätze  der  Mechanik  gebotenes  Maass  zu  bringen, 
und  habe  das  so  gefundene  Besultat  für  einige  einfache  Fälle  mit 
der  Erfahrung  verglichen.  Dabei  hat  sich,  wie  man  sehen  wird, 
eine  so  genügende  Uebereinstimmung  ergeben,  dass  dadurch  mei- 
ner Ansicht  nach  der  aufgestellte  Satz  nicht  nur  für  die  Elec- 
tricitätslehre  unzweifelhaft  wird,  sondern  auch  eine  neue  Bestäti- 
gung  der  mechanischen  Wärmetheorie  darbietet. 

Sei  irgend  ein  System  materieller  Puncte  mit  den  Massen 
w,  wt',  m"  etc.  gegeben,  welche  zu  einer  bestimmten  Zeit  t  in 
einem  rechtwinkligen  Coordinatensysteme  die  Coordinaten  x^  y,  z ; 
:r',  y', ./;  af\  \f\  s/^   etc.   haben.     Auf  diese  Massen  wirke  ein 
System  gegebener  Kräfte,  und  es  seien  die  Componenten  der  auf 
m  wirkenden  Gesammtkraft  mit  X,  F,  -^,  ebenso  für  wl  mit  X*, 
1^,  Z  u.  s.  f.  bezeichnet.     Die  Puncte  seien  entweder  ganz  frei 
beweglich,  oder  in  ihrer  Bewegung  beschränkt,  welches  letztere 
sowohl  dadurch  bewirkt  sein  kann,  dass   die  Puncte  irgend  wie 
untereinander  in  Verbindung  stehen,  als  auch  dadurch,  dass  für 
ihre  Bewegungen  von  aussen  her  gewisse  Bedingungen  gegeben 
sind,  wie  z.  B.  wenn  einer  der  Puncte  gezwungen  wäre,  in  einer 
bestimmten  Fläche  oder  Linie  zu  bleiben.     Nur  dürfen  die  Be- 
dingungen nicht  der  Art  sein,  dass  durch  sie  allein  ohne   eine 
der  gegebenen  Kräfte  schon    eine  Bewegung   entstehen   müsste, 
was  z.  B.  der  Fall  sein  würde,  wenn  die  vorher  erwähnte  Fläche 
oder  Linie,  welche  der  eine  Punct  nicht  verlassen  kann,  selbst  in 
Bewegung  wäre ;  oder  der  Art,  dass  durch  die  Bewegung  der  ge- 
gebenen Massen  auch  andere,  nicht  in  dem  Systeme  mit  einbe- 
griffene materielle  Massen  mit  in  Bewegung  gesetzt  würden.  D.  h. 
mit   anderen    Worten:    es  nmssen  alle   bewegenden  Kräfte   und 
cUle  durch  diese  Kräfte  bewegten  Massen  explicite  gegeben  sein. ,  Be- 
zeichnet man  dann  endlich  noch  die  Geschwindigkeiten  der  Mas- 
III,  m'.  Hl"  etc.  zur  Zeit  t  mit  v,  v',  v"  etc.,  so  gilt  folgender 
;6meiner  Satz: 

(1>  '^Smdiv^)  =  2(Xdx  4-  Tdy  +  Zdz), 

7* 
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worin  die  Summenzeichen  S  sich  auf  alle  in  dem  Systeme  ent- 
haltenen Massen  mit  den  dazu  gehörigen  Goprdinäten,  Kraften 
und  Geschwindigkeiten  beziehen. 

In  dieser  Gleichung  ist  die  linke  Seite  sogleich  integrabel, 
und  auch  die  rechte  Seite  wird,  wenn  sie  es  in  ihrer  gegenwärti- 
gen Form  noch  nicht  sein  sollte ,  jedenfalls  dadurch  integrabel, 
dass  man  die  Grössen  x;  y^  z\oi!^]f^  ^  etc.  nicht  als  unabhängig 
Veränderliche,  sondern,  wie  sie  es  in  der  That  sind,  sämmtlich  als 
Functionen  einer  und  derselben  Veränderlichen^  nämlich  der  Zeit 
t  betrachtet.    Man  erhält  also 

\Zmv^  =  f^iXdx  +  Ydy  -f  Zd;^)  +  Const., 

oder,  wenn  man  die  zu  irgend  einer  Anfangszeit  ^  vorhandenen 
Geschwindigkeiten  mit  vq^  v'o,  v"o  etc.  bezeichnet,  und  diese  An- 
fangszeit auch  als  untere  Grenze  für  das  Integral  nimmt: 

t 

(2)       l^Jmv^  —  l2Jmv\  =  CsiXdx  +  Ydy  +  Zdz). 

k 

Die  in  diesen  Gleichungen  vorkommenden  Grössen  sind  in 
der  Mechanik  sehr  gebräuchlich,  und  haben  daher  besondere  Na^ 
men  erhalten.  Was  die  auf  der  linken  Seite  befindliche  anbe- 
trifft, so  nennt  man  bekanntlich  das  Product  mv^  die  lebendige 
Kraft  der  Masse  m,  und  demnach  würde  27  mt?^  die  lebendige  Kraft 
des  ganzen  Systemes  sein.  Es  kommt  aber  hier  nur  die  Hälfte 
dieser  Grösse  vor,  und  da  dasselbe  auch  im  Folgenden  immer 
stattfinden  wird,  und  ebenso  in  den  meisten  sonstigen  mechani- 
schen Betrachtungen  stattfindet,  so  wollen  wir,  wie  esuuch  schon 
von  anderen  Autoren  geschehen  ist,  die  Grösse  \Smv^  die  lehem- 
dige  Kraft  des  Systemes  nennen. 

Die  Grösse  auf  der  rechten  Seite  können  wir  zunächst  auf  eine 
etwas  einfachere  Form  bringen.  Sei  ds  das  Bahnelement,  welches 
die  Masse  m  während  der  Zeit  dt  beschreibt,  und  von  welchem 
dx^  dyy  dz  die  senkrechten  Prqjectionen  auf  die  drei  Goordinaten- 
axen  sind ,  sei  ferner  8  die  in  die  Richtung  dieser  Bewegung  &1- 
lende  Gomponente  der  aufm  wirkenden  Gesammtkraft,  so  ist: 

Sds  =  Xdx  +  Ydy  -|-  Zdz, 

und  diese  Grösse  Sds  nennt  man  bekanntlich  in  der  Mechanik  die 
von  der  auf  m  wirkenden  Kraß  währet^  der  Zeit  dt  geleistete  Ar- 
beitj  wobei  zu  bemerken  ist,  dass  diese  Arbeit  als  positiv  oder  ne- 
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gatiy  betrachtet  werden  muss,  je  nachdem  das  Bahnelement  ds 
mit  der  Kraft  S  gleichgerichtet  oder  ihr  entgegengerichtet  ist. 

Unter  Anwendung  dieser  Namen  lässt  sich  die  Bedeutung  der 
vorigen  Gleichungen  folgendermaassen  aussprechen:  die  während 
irgend  einer  Zeit  in  dem  Systeme  entstcmdene  Vermehrung  der  leben- 
digen Kraß  ist  gleich  der  während  derselben  Zeit  in  dem  Systeme 
geleisteten  Arbeit. 

Die  BestimmuDg  der  Arbeit  lässt  sich  in  besonderen,  aber  sehr 
häufig  vorkommenden  Fällen  bedeutend  vereinfachen. 

Es  möge  nämlich  ein  Theil  der  gegebenen  Kräfte  aus  während 
der  ganzen  Zeit  gleichbleibenden  Anziehungen  oder  Abstossungen 
bestehen,  welche  die  gegebenen  materiellen  Puncte  entweder  von 
fremden  Puncten  erleiden,  welche  letzteren  dann  aber  unbeweg- 
lich sein  müssen*,  oder  unter  einander  ausüben,  und  jede  dieser 
Kräfte  möge  ihrer  Stärke  nach  nur  von  der  Entfernung  und  nicht 
von  der  sonstigen  Lage  der  wirksamen  Puncte  abhängen,  übrigens 
aber  eine  beliebige  Function  der  Entfernung  sein.  Alsdann  ist  der 
auf  diese  Kräfte  bezügliche  Theil  der  ganzen  Summe,  welcher  mit 

Si  (Xdx  +  Ydy  +  Zda) 

bezeichnet  werde ,  nicht  bloss  dadurch  ein  vollständiges  Di£feren- 
tial,  dass  man  alle  darin  vorkommenden  Grössen  als  Functionen 
der  einen  Veränderlichen  t  betrachten  kann,  sondern  bleibt  es 
auch,  wenn  man  die  einzelnen  Grössen  x,  y,  is\  x\  y,  sf  etc.,  soweit 
es  die  oben  erwähnten  beschränkenden  Bedingungen,  denen  das 
System  in  seiner  Bewegung  überhaupt  unterworfen  ist,  gestatten, 
als  imabhängige  Veränderliche  betrachtet.  Daraus  folgt,  dass  der 
Werth  des  Integrals 

Ce^  {Xdx  +  Ydy  -f  Zdz) 

vollkommen  bestimmt  ist,  wenn  man  die  Anfangs-  und  Elndwerthe  von 
^,  y^  z\  xf^  y',  /etc.  kennt,  ohne  dass  man  die  Art  der  Bewegung,  durch 
welche  die  Massen  m,  m'  etc.  aus  der  einen  Stellung  in  die  andere 
gelangt  sind,  näher  zu  kennen  braucht. 

Sei  ferner  noch  specieller  angenommen,  dass  die  äusseren 
Kräfte  zum  Theil  von  einem  Systeme  feststehender  Massen  ft,  ft',  /x"  etc. 
ausgehen  und  den  Quadraten  der  EtUfemu/ngen  umgekehrt  pro- 
portional seien,  so  dass,  wenn  q  den  Abstand  der  Massen  m  und  fi 

von  einander  bedeutet,  i.  -—-  die  zwischen  ihnen  wirksame  Kraft 

ist,  welche  positiv  oder  negativ  gesetzt  wird,  je  nachdem  sie  in  An- 
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Ziehung  oder  Abstoßsung  besteht.  Alsdann  ist  für  diesen  Theil 
2?3  der  ganzen  Summe: 

(3)  fu^  (Xdx  +  Ydy  +  Zdz)  =  2;  ±  ^  +  Const, 

wobei  das  Summenzeichen  der  rechten  Seite  sich  auf  alle  mögli- 
chen Combinationen  von  je  einer  Masse  des  gegebenen  mit  einer 
Masse  des  fremden  Systems  bezieht. 

Sei  ebenso  für  einen  Theil  der  gegenseitigen  Einwirkungen  der 
Massen  des  gegebenen  Systems  angenommen,  dass  sie  den  Qua- 
draten der  Entfernungen  umgekehrt  proportional  seien  ^  so  dass, 
wenn  r  den  Abstand  der  "Massen  m  und  m'  von  einander  bedeutet, 

^mm_  j.^  zwischen   ihnen    stattfindende    Anziehung    oder    Ab- 

—   r2 

stossung  ist.    Alsdann  ist  für  diesen  Theil  -T^  der  ganzen  Summe: 

(4)  [2:^  {Xdx  +  Ydy  +  Zdz)  =  E  ±~-  +  Const., 

wobei  das  Summenzeichen  der  rechten  Seite  sich  auf  alle  Combi- 
nationen der  gegebenen  Massen  zu  je  zweien  bezieht. 

Nun  ist  aber  2J  dl— ^   das    Potential   des  fremden   Idassen- 


mm 


I 


systemsauf  das  gegebene  ^),unA  £  z: das  Potmtiai.  des  geg^- 

nen  Massensystems  auf  sich  selbst,  und  somit  besCehen  die  beiden 
zuletzt  erwähnten  Theile  der  Arbeit  einfach  in  der  Vergrösserung 
dieser  Potentiale. 


1)  Man  bezeichnet  gewöhnlich  nach  Gauss  die  Grösse  ±  ^^  wenn    g 

der  Abstand  der  Masse  /u  von  einem  Puncte  0  ist,  als  datf  Potential  jener 
Masse  auf  diesen  Punct,  d.  h.  man  bezieht  das  Potential  nicht  auf  die  in 
0  etwa  wirklich  befindliche  Masse  m,  sondern  auf  eine  dort  gedachte  Mas- 

Beneinheit,     Diese   Grösse   ±  —  ist  allerdings   von   solcher  Wichtigkeit  in 

der  Mechanik,  dass   sie  einen  eigenen  Namen   erhalten  mnsste;  ebenso  ist 

M^t  MM 

aber  auch,  wie  man  sieht,  die  Grösse  ±  — —  von    grosser  Bedeutung,   so 

dass  auch  für  sie  das  Bedürfniss  einer  kurzen  Bezeichnung  stattfindet,  und 
sie  wird  daher  zuweilen  ebenfalls  Potential  genannt.  Dieser  doppelte  Ge- 
brauch desselben  Wortes  kann  indessen  leicht  zu  Miss  Verständnissen  fuh- 
ren, und  ich  habe   daher   zur   Unterscheidung  schon  in  meinem  früheren 

Aufsatze   |Pogg.   Ann.   Bd.    LXXXVI,    S.   1631  für  ±  -^  den  älteren,  von 
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Zu  diesen  Sätzen,  welche  zwar  aus  der  Mechanik  bekannt  sind, 
hier  aber  doch  im  Zusammenhange  voraufgeschickt  werden  muss- 
ten,  fügen  wir  noch  den  hinzu,  dass  die  Wärme  in  einer  Bewegung 
der  kleinsten  Theilchen  der  Körper  bestehe  und  das  Maass  der  le- 
bendigen Kraß  dieser  Bewegung  sei,  so  dass  wir  also,  wenn  irgend 
wo  in  dem  gegebenen  Systeme  Wärme  erzeugt  ¥rird,  dieses  als  eine 
Vermehrung  der  lebendigen  Kraft  in  Rechnung  bringen  können; 
und  damit  wenden  wir  uns  nun  zur  Betrachtung  der  Electricität. 

Es  unterliegt  wohl  keinem  Zweifel,  dass  die  Gleichung  (2), 
welche  ursprünglich  für  die  Bewegungen  materieller  ^)  Massen  aufge- 
stellt ist,  sich  auch  auf  die  Bewegung  der  Electricität  innerhalb  der 
materiellen  Massen  anwenden  lässt,  wie  dieses  schon  von  Helmholtz 
sehr  allgemein  ausgesprochen  und  zumTheil  auch  ausgeführt  ist>). 
Um  aber  der  in  dieser  Gleichung  vorkommenden  Grösse  \Zmv^ 
eine  ganz  allgemein  gültige,  die  Bewegung  der  materiellen  Massen 
und  der  Electricität  zugleich  umfassende  Bedeutung  zu  geben, 
müssten  wir  zunächst  darüber  entscheiden,  ob  die  Electricität  Be- 
harrungsvermögen besitze,  so  dass  man  der  bewegten  Electricität 
auch  lebendige  Kraft  zuschreiben  könne.  Diese  Frage  ist  olBfenbar 
für  die  ganze  Elcctricitätslehre  von  grosser  Wichtigkeit;  dessenun- 
geachtet wollen  wir  sie  an  dieser  Stqlle  unerörtert  lassen,  weil 
ihre  Beantwortung  auf  die  hier  beabsichtigte  Untersuchung  ohne 
Einfluss  ist 

Vergleicht  man  nämlich  die  Arbeit,  welche  die  Electricität 


Green   eingeführten  Ausdruck   Potentialfunction   beibehalten,  so  dass  der 

Ausdruck  Potential  ausschliesslich  für  die  Grösse  ±  — —  bleibt.    FVon  dem 

Q 
Inhalte  des   vorher  citirten   früheren  Aufsatzes  ist  ein  Theil  in  der  vorste- 

henden  Einleitung  wiedergegeben.    Eine   vollständigere  Behandlung  der  in 

Bede  stehenden  Grössen  findet  man,  wie  schon  erwähnt,  in  meinem  Buche 

„Die  Potentialfunction  und  das  Potential".  1866.] 

1)  f  Statt  des  Wortes  materiell  würde  hier  dM  Yf ort  ponderabel  geeigne- 
ter sein.    1866.] 

2)  üeber  die  Erhaltung  der  Kraft,  eine  physikalische  Abhandlung  von 
Dr.  H.  Helmholtz.  Berlin  bei  G.  Reimer.  1847.  f  lieber  einige  Stel- 
len dieser  Schrift,  mit  denen  ich  nicht  ganz  übereinstimmen  konnte,  hat 
eine  Discussion  zwischen  Helmholtz  und  mir  in  Pogg.  Ann.  statt- 
gefunden; indessen  handelte  es  sich  dabei  nur  um  Einzelnheiten,  welche 
bei  dem  grossen  Gedankenreichthume  dieser  schönen  Schrift,  deren  Werth 
gewiss  Niemand  mehr  anerkennt,  als  ich,  von  untergeordneter  Bedeutung 
sind.  1866.J 
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bei  irgend  einer  Aenderung  ihrer  Anordnung  leistet,  mit  den  oben 
angefahrten  Fällen,  so  findet  man  leicht,  dass  sie  in  den  letzten 
Fall  mit  einbegriffen  ist,  indem  die  bei  dieser  Arbeit  wirksamen 
Kräfte  nur  aus  Anziehungen  und  Abstossungen  der  Electricitäls* 
theilchen  unter  einander  bestehen,  und  diese  den  Quadraten  der 
Entfernungen  umgekehrt  proportional  sind.  Daraus  folgt  unmit- 
telbar, dass  jene  Arbeit  von  der  Ärt^  wie  die  Aenderung  geschieht^ 
wnabhängig  und  nur  von  dem  Anfwngs-  und  Endzustände  abhängig 
ist,  und  dass  sie  durch  die  Zunahme  des  Potentials  der  gesammten 
Electricität  auf  sich  selbst  gemessen  wird  ^), 

Demnach  brauchen  wir  im  Folgenden  nicht  den  veränderli- 
chen Zustand  während  einer  Entladung,  sondern  nur  die  constan- 
ten  Zustände  vor  und  tMch  derselben  zu  betrachten,  und, da  in 
diesen  beiden  Zuständen  die  Electricität  in  Ruhe  ist,  so  braucht 
die  Frage,  ob  die  bewegte  Electricität  lebendige  Kraft  habe,  hier 
gar  nicbt  zur  Sprache  zu  kommen  >). 

Ebenso  ist  es  unnöthig,  hier  zu  entscheiden,  ob  es  Eine  oder 
zwei  Electricitäten  giebt;  denn  dass  die  Anziehungen  und  Ab- 
stossungen so  stattfinden,  als  ob  es  zwei  Electricitäten  gäbe,  ist 
hinlänglich  erwiesen,  und  wir  können  daher  hier,  wo  es  sich  nur 
um  diese  Kräfte  handelt,  immer  von  zwei  Electricitäten  als  den 
Trägern  dieser  Kräfte  sprechen,  ohne  ihnen  deshalb  eine  wirkliche 
Existenz  zuzuschreiben. 


-(p+ 


0  Helmholtz  giebt  in  einem  von  ihm  als  Beispiel  gewählten  Falle 
(S.  40  seiner  Sohrift)  för  die  Arbeit  den  Aasdraok: 

2         /' 

während  bei  derselben  Bedeutung  der  Buchstaben  die  Zunahme  des  Poten- 
tials  durch 

.   -  (F  +    Wa-\-    Wl) 

ausgedrückt  werden  muss.  Diese  Abweichung  von  dem  obigen  Satze  ist 
aber  nur  dadurch  entstanden,  dass  er  das  Potential  einer  Masse  auf  aich 
selbst  doppelt  so  gross  rechnet,  als  es  in  der  That  ist  Weiterhin,  wo  er 
statt  der  Potentiale  Grössen  einfuhrt,  welche  den  Potentialfnnctionen  ent- 
sprechen, stimmen  seine  Formeln  mit  den  meinigen  überein. 

^  [Auch  die  Frage,  ob  die  electrische  Entladung  aus  einem  einzelnen 
nach  bestimmter  Richtung  gehenden  Strome  oder  aus  einer  Reihe  von  al- 
ternirenden  Strömen  besteht,  kann  bei  den  hier  beabsichtigten  Untersuchan* 
gen,  welche  nicht  die  Art,  wie  die  Entladung  vor  sich  geht,  sondern  nur 
den  Anfangs-  und  Endzustand  als  bekannt  voraussetzen,  unerörtert  bleiben. 
1866.] 
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Au68er  der  vorher  erwähnten,  von  den  electrischen  Anziehungs- 
und  Abstossungskräften  selbst  geleisteten  Arbeit,  welche  durch  "die 
Zunahme  des  Potentials  gemessen  wird,  finden  bei  der  Entladung 
noch  mancherlei  andere  Wirkungen  statt,  bei  welchen  fremde 
Kräfte  in  Betracht  kommen,  und  von  denen  ich  einige  der  gewöhn- 
lichsten hier  anfahren  will. 

Es  springen  an  einer  oder  mehreren  Stellen  electrische  Fun- 
ken über,  wobei  eine  Luftschicht  oder  ein  anderer  nichtleitender 
Körper  von  der  Electricität  durchbrochen  wird.  —  Wenn  der  elec- 
trische Strom  an  einer  Stelle  durch  einen  sehr  dünnen  Draht  geht, 
80  erleidet  dieser  mechanische  Veränderungen,  welche  von  kleinen, 
kaum  merkbaren  Einknickungen  bis  zum  vollständigen  Zerstäuben 
▼ariiren  können.  —  Wenn  der  Strom  durch  electrolytische  Körper 
geht,  so  treten  chemische  Zersetzungen  ein.  —  In  Körpern,  welche 
sich  in  der  Nähe  des  Systems  befinden,  können  Inductionsströme 
oder  magnetische  Wirkungen  hervorgerufen  werden  —  etc. 

Diese  Wirkungen  müssen  in  Bezug  auf  die  bei  ihnen  in  Be- 
tracht kommenden  Kräfte  als  negative  Arbeit  gerechnet  werden, 
indem  das  Wesen  der  Wirkungen  gerade  darin  besteht,  dass  die 
entsprechenden  Kräfte,  wie  z.  B.  im  ersten  Falle  der  Widerstand 
der  Luftschicht  oder  des  sonst  durchbrochenen  Körpers,  im  zwei- 
ten die  Festigkeit  des  Drahtes  etc.  überwtmden  werden,  und  also 
Bewegungen  eintreten,  welche  den  Kräften  entgegengericktet  sind. 
Hat  man  alle  diese  Arbeitsgrössen  mit  der  Zunahme  des  Poten- 
tials in  eine  algebraische  Summe  vereinigt,  so  bildet  diese  das 
Glied  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (2),  nämlich  der 
Gleichung: 

t 

'^2:mv^  —  \£mv^'  =jE{Xdx  +  Ydy  +  Zd^l 

während  das  Glied  auf  der  linken  Seite  die  in  dem  ganzen  Systeme 
durch  die  Entladung  entstandene  Vermehrung  der  lebendigen 
Kraft  darstellt.  Auch  diese  letztere  kann  von  doppelter  Art  sein. 
Erstens  können  unter  geeigneten  Umständen  durch  die  electrischen 
Anziehungen  und  Abstossungen  vdrklich  sichtbare  Bewegungen 
der  materiellen  Massen  des  Systems  entstehen,  zweitens  und  haupt« 
sächlich  wird  durch  den  Strom  in  den  Leitern  Wärme  erzeugt. 

Denken  wir  uns  in  der  letzten  Gleichung  alle  vorher  erwähn- 
ten negativen  Arbeitsgrössen  als  positive  auf  die  linke  Seite  ge^ 


J 
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bracht,  '  so  dass  auf  der  rechten  nur  die  ZuBahme  des  Po- 
tentials bleibt,  so  können  wir  dei\  in  der  Gleichung  enthaltenen 
Satz  sehr  übersichtlich  so  aussprechen: 

Die  Summe  aller  durch  eine  electrische  Entladung  hervor^ 

gebrachten    WirJcungen  ist  gleich  der  dabei  eingetretenen^ 2!u' 

nähme  des    Potentials   der  gesammten  Eledricität   auf  sich 

selbst, 
wobei  unter  electrischer  Entladung  jede  Aenderung  in  der  Anord- 
nung der  Electricität  verstanden  wird,  durch  welche  der  electri- 
sche Zustand  der  verschiedenen  Theile  eines  Systems  von  leiten- 
den Körpern,  unter  welche  auch  die  Erde  mit  einbegriffen  sein 
kann,  sich  ganz  oder  theilweise  ausgleicht 

Wir  wollen  nun  diesen  allgemeinen  Satz,  welcher  im  Folgen- 
den immer  kurz  der  Hauptsatz  genannt  werden  soll,  auf  den  spe- 
ciellen  Fall  einer  Leidener  Flasche,  oder  einer  aus  Leidener  Fla- 
schen zusammengesetzten  Batterie  anwenden,  denn  dieser  Fall  ist 
wegen  seiner  häufigen  Benutzung  von  besonderer  Wichtigkeit^  und 
gewährt  die  meiste  Gelegenheit,  die  Theorie  mit  der  Erfahrung 
zu  vergleichen.  In  der  letzteren  Beziehung  bietet  besonders  die 
von  Riess  mit  der  grössten  Sorgfalt,  Umsicht  und  Consequenz 
durchgeführte  Reihe  von  Untersuchungen  ein  ebenso  reichhaltiges 
als  zuverlässiges  Material  dar,  und  die  Vergleichung  desselben 
mit  dem  Hauptsatze  wird  noch  dadurch  sehr  erleichtert,  dass 
Riess  selbst  aus  den  von  ihm  beobachteten  Thatsachen  ganz  be- 
stimmt formulirte  Gesetze  abgeleitet  hat. 

Es  möge  zuerst  der  Werth  des  Fptentials  bei  einer  geladenen 
Leidener  Flasche  oder  Batterie  näher  bestimmt  werden. 

Um  dabei  die  Anschauung  zu  erleichtern,  wollen  wir  von  der 
Betrachtung  einiger  einfacher  specieller  Fälle  in  Bezug  auf  die 
Form  der  Flasche  ausgehen,  und  die  dabei  gefundenen  Ausdrücke 
dann  zur  Ableitung  des  allgemeinen  Ausdruckes  benutzen.  Als 
erste  Form  wählen  wir  eine  solche,  die  zwar  in  der  Wirklichkeit 
nicht  Yorkommen  kann,  aber  doch  im  Wesentlichen  unter  denselben 
Gesetzen  stehen  muss,  wie  die  gewöhnlichen  Leidener  Flaschen, 
und  zu  ausserordentlich  einfachen  Resultaten  führt.  Das  Glas- 
gefäss  soll  nämlich  eine  geschlossene  Hohllcugel  mit  überall  glei- 
cher Glasdicke  bilden,  und  auf  ihrer  ganzen  inneren  und  äusseren 
^Fläche  mit  Stanniol  belegt  sein.  Der  inneren  Fläche  sei  auf  irgend 
eine  Weise  die  Electricitätsmenge  Q  mitgetheilt,  wobei  als  Ein- 
heit diejenige  positive  Electricitätsmenge  genommen  ist,  welche 
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auf  eine  ebenso  grosse  positive  Electricitätsmenge  in  der  Einheit 
der  Entfernung  die  Einheit  der'  abstossenden  Kraft  attsiibt. 
Die  äussere  Belegung  stehe  mit  der  Erde  in  leitender  Verbin- 
dung und  die  Electricitätsmenge,  welche  sie  von  derselben  auf- 
nimmt, heisse  allgemein  Q', 

In  diesem  Falle  ist  es  einleuchtend,  dass  sowohl  Q  als  auch 
Q'  sich  gleichförmig  über  die  beiden  Flächen  verbreiten  müssen, 
und  dadurch  wird  die  Bestin^mung  der  Pott'ntialfunctionen  und 
des  Potentials  sehr  erleichteit. 

Die  Potentialfunction  V  irgend  einer  Electricitätsmenge  Q  in 
Bezug  auf  einen  Punct  0  wird  allgemein  durch  die  Gleichung 

dq 
r 


=-/■ 


bestimmt,  worin  dq  ein  Electricitätselement,  und  r  der  Abstand 
desselben  vom  Puncto  0  ist,  und  das  Integral  sich  über  die  ganze 
Menge  Q  erstreckt.  Für  den  besonderen  Fall  aber,  wo  Q  über 
eine  Kugelfläche  gleichförmig  verbreitet  ist,  bedürfen  wir  dieser 
allgemeinen  Gleichung  nicht,  sondern  können  folgende  zwei  be- 
kannte Sätze  anwenden.  1)  Innerhalb  der  Kugel  ist  die  Potential- 
function überall  gleich,  nämlich,  wenn  r  derBadius  der  Kugel  ist: 

r 

2)  Ausserhalb  der  Kugel  in  einem  Abstände  R  vom  Mittelpuncte 
ist  die  Potentialfunction 

^  R 

Auf  der  Oberfläche  geben  beide  Ausdrücke  denselben  Werth,  und 
hier  gelten  daher  beide  Sätze  gleichzeitig.  In  unserem  Falle  bil- 
den die  Belegungen  zwei  concentrische  Kugelflächen,  deren  Radien 
a  und  a  -{-  c  heissen  mögen ,  so  dass  c  die  Glasdicke  bedeutet. 
Betrachten  im  nun  einen  Punct  der  inneren  Belegung,  so  können 
wir  hier  in  Bezug  auf  beide  Kugelflächen  den  ersten  Satz  anwen- 
den, und  erhalten  also,  wenn  wir  die  Potentialfanctionen  beider 
Slectricitätsmengen  Q  und  Q^  zusammenfassen : 

(5)  r=-4-   «■ 


In    einem  Puncto  der  äusseren  Belegung  gilt  dagegen  für  beide 
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Kugelflächen  der  zweite  Satz,  and  wenn  wir  die  Potentialfnnction 
hier  mit  V  bezeicbneD,  so  kommt: 

(6)  V  = ^ ^. 

Durch  die  Bedingung,  dasB  die  äussere  Belegung  mit  der 
Erde  in  leitender  Verbindung  stebe,  besitzen  wir  ein  Mittel,  die 
Electricitätsmenge  Qf  zu  bestimmen.  Es  besteht  bekanntlich  der 
Satz,  dass,  wenn  mehrere  leitende  Körper  leitend  unter  sich  ver- 
bunden sind,  dann  das  Gleichgewicht  der  Electricität  sich  so  her- 
stellt, dass  die  Potentialfdnction  im  Inneren  des  ganzen  Systems 
denselben  Werth  hat.  Da  nun  in  der  Erde,  wo  sich  im  Allgemei- 
nen gleich  viel  positive  und  negative  Electricität  befindet,  die  Po- 
tentialfiiiiction  Null  ist,  so  muss  dasselbe  auch  auf  der  äusseren 
Belegung  der  Fall  sein.    Man  hat  also : 

F=0, 

und  somit  nach  (6): 

und  dadurch  geht  (5)  über  in: 

(7)  V=-Q—^ 


a  (a  -f-  c) ' 

oder ,  wenn  man  den  Bruch  nach  c  entwickelt,  und  zugleich  den 
Flächeninhalt  der  inneren  Belegung,  also  4:a^7c,  mit  S  bezeich- 
net, in : 

(7a)  F=-|4«c(l-l  +  |_etc.) 

Von  hier  aus  können  wir  nun  leicht  das  Potential  der  ge- 
sammten  Electricität  auf  sich  selbst  bestimmen.  Das  Potential 
W  einer  gegebenen  Electricitätsmenge  auf  sich  selbst  ist  nämlich 
allgemein : 

dq .  dg' 


W 


= -  '4P 


worin  dq  und  d^  irgend  zwei  Elemente  der  Electricität  sind,  r 
den  Abstand  derselben  bezeichnet,  und  die  Integrale  sich  beide 
über  die  ganze  gegebene  Menge  erstrecken.  Der  Factor  \  muss 
deshalb  hinzugefugt  werden,  weil  in  dem  Doppelintegrale  jede 
CombinatiQU  von  je  zwei  Elementen  dq  und  d^  zweimal  vorkommt. 
P^  nuQ 
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ist,  so  kftnn  man  statt  des  vorigen  Ausdruckes  auch  schreiben: 

(8)  W=ijrdq. 

Nun  ist  aber,  wie  oben  erwähnt,  in  jedem  zusammenhängenden 
leitenden  Körper  die  Potentialfunction  constant,  und  lässt  sich 
daher  aus  dem  Integralzeichen  herausnehmen,  und  das  dann  noch 
bleibende  Integral  stellt  einfach  die  auf  dem  Körper  befindliche 
Electricitätsmenge  dar.  Wenden  wir  dieses  auf  die  beiden  Bele- 
gungen einer  Leidener  Flasche  mit  den  Potentialfunctionen  V  und 
V  an,  so  erhalten  wir  als  Gesammtpotential  der  beiden  Quantitä- 
ten Q  und  (^  auf  sich  selbst: 

(9)  -  W=k(Q.V+Q^.r), 

und  wenn  wir  hierin  für  unseren  speciellen  Fall  F  :=  0  setzen, 
und  an  die  Stelle  von  V  den  in  (7)  oder  (7  a)  gegebenen  Werth 
sabstituiren,  so  erhalten  wir  als  das  gesuchte  Potential  bei  einer 
geladenen  Jcugelförmigm  Flasche : 

(10)  W^-  Q'-^    /■     ,, 
^    ^  ^    2a(a-|-c)' 

oder: 

(loa)    ,         TF=— f2««(l--i+|-etc.) 

Als  die  nächst  einfachste  Form  der  Leidener  Flasche  kann  die 
sogenannte  Franklin'sche  Tafd  mit  kreisförmigen  Belegur^en  gel- 
ten. Diese  Form  habe  ich  in  dem  schon  erwähnten  früheren  Auf- 
sätze specieller  betrachtet,  und  ich  will  von  den  dort  gewonnenen 
Resultaten  hier  nur  eins  anführen,  welches  dem  vorigen  Beispiele 
entspricht,  nämlich  für  den  Fall,  wo  die  eine  Belegung  mit  der 
Erde  in  Verbindung  steht,  während  der  anderen  die  Electricitäts- 
menge Q  zugeführt  wird.  Dann  ist  auf  der  ersteren  der  Werth 
der  Potentialfunction  natürlich  Null,  und  auf  der  letzteren  ist  er 
nach  Gleichung  (68)  [jenes  Aufsatzes],  wenn  c  die  Glasdicke  und 
a  den  Badius  des  Kreises  darstellt, 

wofür  man,  wenn  man  den  Flächeninhalt  der  einen  Belegung,  also 
hier  a'^r,  mit  8  bezeichnet,  schreibeu  kann: 
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Um  hieraus  das  Potential  der  gesammten  Electricität  auf  sich 
selbst  abzuleiten,  braucht  man  wieder  nur  mit  l  Q  zu,  multiplici- 
ren,  also: 

Vergleicht  man  die  Ausdrücke  (11)  und  (12)  mit  (7  a)  und 
(10  a),  so  sieht  man,  dass  die  Hauptglieder,  nämlich  —  -^^jcc  und 

—  ^2nc  in  beiden  Fallen  übereinstimmen,  und  die  Abweichung 

erst  in  den  Gliedern  eintritt,  welche  in  Bezug  auf  c  von  höherer, 
als  erster  Ordnung  sind,  und  daher,  wenn  c  gegen  die  Dimensionen 
der  Belegungen  s6hr  klein  ist,  vernachlässigt  werden  können. 
Dasselbe  findet  im  Allgemeinen  auch,  wie  sich  leicht  nachweisen 
iässt,  bei  jeder  anderen  Leidener  Flasche  statt,  in  welcher  die 
Glasdicke  überall  gleich,  also  c  constant  ist  Vernachlässigt  man 
daher  4ie  Glieder  höherer  Ordnung,  so  erhält  man  die  Glei- 
chungen : 

(13)  F  =  — -|-4«c 

(U)  Tr=—  ^2nc, 

mittelst  deren  man  Flaschen  von  verschiedener  Form,  Grösse  und 
Glasdicke  unter  einander  vergleichen  kann,  wenn  sie  nur  jener 
Bedingung,  dass  die  Glasdicke  c  in  jeder  constant  ist,  genügen,  was 
freilich  bei  den  gewöhnlich  angewandten  Flaschen  nur  zum  Theil 
der  Fall  ist. 

Wenn  man*nicht  verschiedene  Flaschen,  sondern,  wie  es  in 
der  Praxis  häufig  vorkommt,  eine  aus  lauter  gleichen  Flaschen  zu- 
sammengesetzte Batterie  anwendet,  und  bei  dieser  den  Flächen- 
inhalt der  Belegungen  nur  dadurch  ändert,  dass  man  die  Anzahl 
der  Flaschen  vermehrt  oder  vermindert,  so  kann  man  die  dabei 
vorkommenden  verschiedenen  Fälle  unter  einander  vergleichen, 
ohne  die  Glieder  höherer  Ordnung  zu  vernachlässigen,  oder  jene 
beschränkende  Annahme  in  Bezug  auf  die  Glasdicke  zu  machen. 

Wie  nämlich  auch  eine  Flasche  beschaffen  sei,  so  kann  man 


Mechanisches  Aequivalent  einer  electr.  Entladung.    1 1 1 

doch,  wenn  s  die  Fläche  ihrer  inneren  Belegung,  und  q  die  darauf 
befindliche  Electricitätsmenge  ist,  setzen: 

(15)  F=  — l&i) 

s 

(16)  ^=-fi' 

worin  k  eine  von  der  Natur  der  Flasche  abhängige  Gonstante  be- 
deutet, welche  zwar  nicht  unmittelbar  bekannt,  aber  jedenfalls  für 
gleiche  Flaschen  gleich ,  und  ausserdem  in  Bezug  auf  die  mittlere 
Glasdicke  von  der  ersten  Ordnung  ist. 

Nun  seien  n  solcher  Flaschen  genommen,  und,  nachdem  sie 
gleich  stark  geladen  sind,  alle  inneren  und  alle  äusseren  Bele- 
gungen unter  sich  verbunden.  Dann  wird,  wenn  wir  von  dem 
Einflüsse,  den  die  verschiedenen  Flaschen,  falls  sie  zu  nahe  stehen, 
etwa  auf  einander  ausüben,  und  von  dem  Einflüsse  der  auf  den 
Verbindungsstücken  befindUchen  Electricität  absehen,  in  Bezug 
auf  die  Potentidlfundion  durch  die  Verbindung  keine  Aenderung 
eintreten,  das  Potential  dagegen  in^  der  ganzen  Batterie  einen 
nmal  so  grossen  Werth  haben,  als  in  jeder  einzelnen  Flasche. 
Bezeichnet  man  also  die  Fläche  der  gemeinsamen  inneren  Bele- 
gung mit  iS,  und  die  gesammte  darauf  befindliche  Electricitäts- 
menge mit  Q,  so  braucht  man,  um  die  Grössen  Fund  TT  für  die 
ganze  Batterie  zu  erhalten,  in  den  vorigen  Gleichungen  nur  für  q 

0  S^         '  ' 

seinen  Werth  —  und  für  sseinen  Werth  —  zu  setzen,  und  die  zweite 

n  n 

Gleichung  mit  n  zu  multipliciren.     Dabei  hebt  sich  n  in  beiden 

'Gleichungen  fort,  und  es  kommt  vdeder: 

(17)  .     ^=-|a 

(18)  ^=-|-f 

Betrachten  wir  hiernach  das  Potential  einer  geladenen  Leide- 
ner Flasche  oder  Batterie  als  bekannt,  so  ist  dadurch  auch  die  bei 


^)  [Diese  Gleichung  (15)  ist  dieselbe ,  wie  die,  welche  sich  in  der  vor- 
stehenden Einleitung  S.  91  ajis  erste  der  Gleichungen  (60)  befindet ,  wenn 
man  die  dort  angewandten  Bachstaben  M  und  F  durch  q  und  V  ersetzt. 
JOxe  Bedeutung  der  Grösse  k  ist  in  Gleichung  (48)  der  Einleitung  (S.  90)  n&- 
l&er  angegeben.   1866.] 
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der  Entladung  stattfindende  Zunahme  des  Potentials  und  somit 
die  von  der  Electricität  geleistete  Arbeit  gegeben.  Geht  nämlich 
die  Entladung  nur  theüweise  vor  sich,  und  bezeichnet  man  das 
Potential  des  Rückstandes  mit  Wu  so  ist  die  geleistete  Arbeit 

(19)  =  TT,  -  TT, 

welches,  da  W  und  Wi  stets  negativ  sind,  und  Wi  einen  kleineren 
absoluten  Werth  als  W  hat,  eine  positive  Grösse  ist  Tritt  dage- 
gen eine  vollständige  Entladung  ein,  so  muss  man  Wi  ==  0  setzen, 
und  daher  ist  dann  die  geleistete  Arbeit 

(20)  =  -  W. 

Wir  wollen  nun  die  durch  die  Entladung  hervorgebrachten 
Wirkungen  betrachten. 

Das  Eintreten  der  Entladung  denken  wir  uns  dadurch  veran- 
lasst, dass  von  der  einen  Belegung  zur  andern  ein  aus  leitenden 
Körpern  bestehender  Schliessungsbogen  führe,  welcher  vorher  un- 
terbrochen war,  und  dessen  Enden  jetzt  einander^  entweder  bis 
zum  Ueberspringen  eines  Funkens,  oder  bis  zur  vollständigen  Be- 
rührung, genähert  werden.  Dabei  findet  eigentlich  schon  während 
der  Annäherung  eine  Mitwirkung  der  Electricität  statt,  indem 
die  Enden  des  Schliessungsbogens  vermöge  der  auf  ihnen  befind- 
lichen Electricität  einander  anziehen,  und  dadurch  die  Annähe- 
rung erleichtern.  Diese  Wirkung  ist  aber  in  unserem  Falle,  wo 
der  grösste  Theil  der  Electricität  auf  den  Belegungen  gebandeo 
ist,  und  daher  zu  jener  Anziehung  nicht  beitragen  kann,  jedenfaUs 
so  gering,  dass  wir  sie  ohne  Bedenken  vernachlässigen  können. 

Ferner  wollen  wir  zur  Vereinfachung  die  Erregung  von  In- 
ductionsströmen  oder  Magnetismus  ausserhalb  des  betrachteten 
Körpersystemes  und  alle  bleibenden  Veränderungen  mechanischer, 
chemischer  oder  magnetischer  Natur  innerhalb  desselben  für  jetzt 
von  der  Untersuchung  ausschliessen  und  annehmen,  dass  die  Ar- 
beit, welche  an  den  Stellen  verwandt  wird,  wo  der  SMiessungsbogen 
unterbrochen  ist,  und  wo  ein  Funke  überspringen  muss,  Ufid  die  in 
dem  ga/nzen  Systeme  erzeugte  Wärme  die  einzigen  vorkomnienden 
Wirkungen  seien.  Dann  muss  dem  Hauptsatze  nach  die  Summe 
dieser  beiden  gleich  der  Zunahme  des  Potentials  sein. 

Sei  nun  zunächst  angenommen,  dass  bei  einer  Reihe  von 
Versuchen  die  Stärke  der  Entladung,  d.  h.  die  Zunahme  Öles  Paten- 
tials,  dieselbe  bleibe ,  aber  der  Schliessungsbogen  geändert  tverde^  so 
muss  dabei  die  Summe  der  beiden  Wirkungen  consta/nt  sein. 
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Was  die  Wärmeerzeugung  anbetrifit,  so  besitzen  wir  über 
deren  Abhängigkeit  vom  Scbliessungsbogen  folgende  zwei  wich- 
tige Sätze  von  Riess^). 

\)  Die  durch  eine  und  dieselbe  Entladung  in  zwei  verschiede- 
nen  im  Schliessunf/sbogen  befindlichen  continuirlichen  Drähtstüchen 
erzeugten  Wärmemengen  verhalten  sich  tvie  ihre  reducirten  Längen^ 

wenn  mati  unter  reducirte  Länge  die  Grösse  — -  x  versteht,  worin 

k  die  wirkliche  Länge,  q  der  Radius  und  x  eine  vom  Stoffe  des 
Drahtes  abhängige  Grösse  ist,  welche  Riess  die  Verzögerungs- 
kraft nennt,  und  welche -dem  umgekehrten  Werthe  der  Leitungs- 
fähigkeit entspriclit 

2)  Wenn  man  unter  sonst  unveränderten  umständen  den 
Sehliessungsbogen  dadurch  verlängert,  dass  man  einen  Draht  von 
der  reducirten  Länge  l  einschaltet,  so  wird  dadurch  die  Erwärmung 
eines  anderen  im  Sehliessungsbogen  befindlichen  Drahtes  vermindert^ 
wvd  zwar  nahe  im  VerMltnisse  von  l  -{-  bl  :  l,  worin  b  eine  durch 
den  Versuch  zu  bestimmende  Constante  ist. 

Beide  Sätze  lassen  sich  in  folgende  Gleichung  zusammen- 
fassen'): 

(•21)  C  =  ^  A, 

worin  V  die  reducirte  Länge  des  betrachteten  Drahtstückes  und 
G  die  darin  erzeugte  Wärmemenge  ist,  während  b  und  l  die  vor- 
her erwähnte  Bedeutung  haben,  und  Ä  eine  von  der  Stärke  der 
Entladung  abhängige  Grösse  darstellt,  welche  für  unseren  gegen- 
wärtigen Fall,  wo  wir  es  nur  mit  gleichen  Entladungen  zu  thun 
haben,  constant  ist. 

Diese  Gleichung  enthält  eine  Bestätigung  des  vorher  gezoge- 
nen Schlusses.  Der  eingeschaltete  Draht  l  wird  natürlich  durch 
die  Entladung  ebenfalls  erwärmt  und  zwar  wird  nach  der  vorigen 

Gleichung  die  Wärmemenge       ,    , ,  Ä  in   ihm  erzeugt.     Dafür 

mu88,  wenn  die  Gesammtsumme  der  Wirkungen  constant  bleiben 
soll,  eine  Verminderung  der  übrigen  Wirkungen  eintreten,  und 
diese  wird  in  der  That  durch  den  zweiten  Riess'schen  Satz  und 
darch   die   Gleichung   nachgewiesen.      Mit   dieser    allgemeinen 


^)  Pogg*  Ann.  Bd.  43  und  45. 
S)  Togg.  Ann.  Bd.  46,  S.  28. 

Ciautiat,  meoh.   Wftrmoth«orie.  11.  8 
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Uebereinstimmung  müssen  wir  uns  für  jetzt  begnügen.  Eine  ge- 
naue quantitative  Untersuchung^  ob  die  Abnahme  aller  übri- 
gen Wirkungen  zusammen  wirklich  gerade  gleich  jener  durch 

l 
■  —  A  ausgedrückten  Wärmemenge  ist,  scheint  mir  bis  jetzt 

1  -f-  Ol 

ohne  neue  Beobachtuugsdata  nicht  ausführbar  zu  sein. 

Vorsselman  de  Heer  hat  freilich  aus  jener  Gleichung  (21; 
einen  allgemeinen  Satz  abgeleitet,  den  man  vielleicht  auf  den  er- 
sten Blick  für  eine  vollständige  Bestätigung  unseres  Schlusses 
halten  könnte.  Es  soll  nämlich  die  Gesammttoärme ,  welche  durA 
eine  eUdrische  Entladung  in  dem  ganzen  Schh'essungsbogen  erregt 
wirdy  von  der  Natur  des  Schliessungsbogens  unabhängig  sein^). 
Dieser  Satz  wird  auch  von  Helmholtz  in  der  That  als  mit  der 
Theorie  übereinstimmend  angeführt  2) ;  indessen  scheint  er  mir 
dazu  doch  nicht  geeignet  zu  sein,  indem  er  mehrere  Ungenauig- 
keiten  enthält. 

Erstens  beschränkt  Vorsselman  de  Heer  die  Betrachtung 
ausdrücklich  auf  „den  die  beiden  Belege  der  Batterie  verbinden- 
den Bogen^'  ^).  Die  Wärmeerzeugung  erstreckt  sich  aber  auch 
auf  die  übrigen  Körper  des  Systemes,  und  zwar  wird  ein  TheU 
innerhalb  der  Batterie  selbst  erzeugt,  und  ein  anderer,  für  den 
Fall,  dass  die  Batterie  und  der  Schliessungsbogen  nicht  isolirt, 
sondern  mit  der  Erde  verbunden  sind,  innerhalb  des  Ableitungs- 
zweiges und  der  Erde.  Der  letztere  Theil  wird  i^  Allgemeinen 
unbedeutend  sein,  da  nur  der  Deberschuss  der  einen  oder  anderen 
Electricität  nach  der  Erde  strömt,  und  dieser  gegen  die  ganze 
Electricitätsmenge  gering  ist,  und  dasselbe  lässt  sich  unter  der 
Bedingung,  dass  der  Schliessungsbogen  eine  beträchtliche  redu- 
cirtö  Länge  hat,  vielleicht  auch  von  dem  ersten  Theile  annehmen. 
Bei  sehr  kurzem  Schliessungsbogen  dagegen  würde  eine  solche 
Annahme' unzulässig  sein,  und  jedenfalls  müssen  wir  diesen  Theil 
bis  jetzt  als  unbekannt  bezeichnen. 

Ferner  behandelt  er  den  Bogen  so,  als  ob  er  nur  aus  einem 
zusammenhängenden  Drahte  bestände.  In  dieser  Beziehung  hat 
schonRiess^)  darauf  aufmerksam  gemacht,  dass  sein  SchliessungB- 


1)  Pogg.  Ann.  Bd.  48,  S.  298. 
5i)  Seine  Schrift  S.  44. 
8)  Pogg.  Ann.  Bd.  48,  S.  297. 
*)  Pogg.  Aun.  Bd.  48,  S.  320. 
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bogen  aus  mehreren  Theilen  zusammengesetzt  war,  und  da  seine 
Versuche  sich  nur  auf  die  in  continuirlichen  Drahtstiicken,  und 
nicht  auf  die  in  den  Verbindungsstellen  erzeugte  Wärme  bezogen, 
so  hat  er  den  Satz,  so  fern  er  als  unmittelbare  Folge  seiner  Ver- 
suche gelten  soll,  zurückgewiesen.  Vom  theoretischen  Gesichts- 
puncte  aus  würde  man  nun  freilich  solche  Verbindungsstellen,  wo 
wirklich  metallische  Berührung  stattfindet,  und  wo  die  Electrici- 
tät  beim  Uebergange  keine  mechanische  Veränderung  hervor- 
bringt, in  den  allgemeinen  Satz  mit  einbegreifen  können,  ohne 
dass  man  dazu  di'e  in  ihnen  entwickelten  Wärmemengen  einzeln 
zu  kennen  brauchte.  Anders  aber  ist  es  mit  den  Unterbrechungs- 
stellen^  wo  ein  Flinke  überspringt.  Hier  findet  eine  äusserliche 
mechanische  Wirkung  statt,  welche  man  erst  als  verbrauchte  Ar- 
beit von  der  Gesammtwirkung  abziehen  muss,  um  den  Theil  zu 
erhalten,  welcher  wirklich  innerhalb  des  betrachteten  Körper- 
systems in  Wärme  verwandelt  wird. 

Was  die  Grösse  dieses  Arbeitsverbrauches  und  seinen  Ein- 
fluss  auf  die  Wärmeentwicklung  anbetrifil,  so  kann  ich  in  dieser 
Beziehung  zunächst  wieder  eine  Bestätigung  der  Theorie  durch 
das  Experiment  anführen.  Es  ist  nämlich  im  Voraus  klar,  dass 
der  Arbeitsverbrauch  von  dem  Widerstände,  welchen  die  nicht- 
leitende Schicht  der  Durchbrechung  entgegensetzt,  abhängt,  und 
dass  er  daher  bedeutender  sein  ^ird,  wenn  die  Enden  des 
Schliessungsbogens  durch  einen  nichtleitenden  festen  Körper  ge- 
trennt sind,  als  wenn  sich  bloss  Luß  zwischen  ihnen  befindet. 
Daraus  folgt,  dass  im  ersteren  Falle  ein  an  einer  anderen  Stelle 
des  Schliessungsbogens  befindliches  electrisches  Luftthermometer 
weniger  erwärmt  werden  muss,  als  im  letzteren ,  und  so  hat  es 
sich  auch  bei  einer  von  Riess  ausgeführten  Versuchsreihe  i)  in 
der  That  ergeben. 

An  der  Unterbrechungsstelle  standen  sich  entweder  zwei 
kleine  Scheiben ,  oder  zwei  Kugeln ,  oder  zwei  Spitzen  gegenüber, 
jedesmal  in  einer  Entfernung  von  0,2  Linien.  Zwischen  diesen 
waren  nach  einander  die  in  der  ersten  Golumne  der  nachstehen- 
den Tabelle  genannten  Körper  eingeschaltet,  und  dabei  wurden 
unter  sonst  gleichen  Umständen  in  dem  Luftthermometer  die  in 
den  folgenden  Columnen  angeführten  Erwärmungen  beobachtet. 
Wo  Riess  mehrere  Zahlen  giebt,  habe  ich  die  Mittelzahl  genommen. 


1)  Pogg.  Ann.  Bd.  43,  S.  82. 


116                               Abhandlung  X. 

Eingeschaltete  Körper. 

Erwärmungen  im  Luftthermometer, 
je  nachdem  der  Funke 

zwischen  den  zwischen  den  zwischen  den 
Scheiben          Kugeln           Spitzen 

übersprang. 

* 

fjuftsßliiclit       .    .    .    • 

15,9 

15,4 

15,1 

*       7 

ein  Kartenblatt 

11,7 

12,0 

11,6 

zwei    Kartenblätter    mit   zwischen- 
gelegtem Stanniol     ....... 

9,7 

9,3 

zwei  Kartenblatter 

8,0 

8,8 

10,4 

ßlimmerblatt 

6,8 

4,7 

4,8 

^,v> 

In  dieser  Tabelle  tritt  der  Einfluss  der  Festigkeit  des  eingeschal- 
teten Körpers,  welcher  von  dem  Funken  durchbrochen  werden  muss, 
sehr  deutlich  hervor  ^),  und  zugleich  sieht  man  aus  der  grossen  Ver- 
schiedenheit der  Zahlen,  wie  bedeutend  die  durch  den  Funken  rer- 
brauchte  Arbeit  unter  erschwerenden  Umständen  werden  kann.  Ein 
genaues  Maass  dieser  Arbeit  möchte  sich  jedoch  hieraus  noch  nicht 
ableiten  lassen,  und  ein  solches  besitzen  wir  meiner  Ansicht  nach 
bis  jetzt  überhaupt  noch  nicht,  selbst  für  den  einfachsten  und  wich- 
tigsten FaU,  wo  der  Funke  nur  durch  Luft  überspringt. 

Auf  den  ersten  Blick  könnte  man  vielleicht  glauben,  diese 


')  Nur  der  Fall,  wo  zwei  Kartenblatter  mit  zwischengelegtem  Stanniol 
augewandt  wurden,  büdet  eine  Ausnahme-,  indem  diese  drei  Körper  eine 
geringere  Wirkung  ausübten,  als  die  beiden  Kartenblätter  allein.  Hier- 
nach muss  man  annehmen,  dass  durch  das  Stanniolblatt,  obwohl  es  mit 
durchbrochen  wurde,  doch  der  Arbeitsverbrauch  nicht  vermehrt,  sondern 
vermindert  wurde,  und  darin  scheint  ein  Widerspruch  zu  liegen.  Ich 
glaube  indessen,  dass  man  diese  Annahme,  wenn  man  sie  auch  für  jetzt 
nicht  näher  begründen  kann,  doch  nicht  geradezu  als  widersinnig  verwer- 
fen darf,  denn  es  kommt  in  Bezug  auf  den  Arbeits  verbrauch  nidttt  bloss 
darauf  an,  welche  Körper  durchbrochen  werden,  sondern  auch,  Mne  tie 
durchbrochen  werden,  und  die  Art  der  Durchbrechung  wird  dorcli  den 
dazwischm  eingeschalteten  leitenden  Körper  jedenfalls  geändert. 
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Arbeit  müsse  bei  gleicher  Dichtigkeit  der  Luft  einfach  der  Dicke 
der  durchbrochenen  Luftschicht  proportional  sein.  Wenn  man  je- 
doch bei  unverändertem  Abstände  der  Körper,  zwischen  denen 
der  Funke  überspringen  muss,  die  Ladung  der  Batterie  oder  die 
Beschaffenheit  des  Schliessungsbogens  ändert,  so  treten  in  der 
Natur  der  Funken  so  grosse,  schon  äusserlich  an  der  verschiede- 
nen Stärke  des  Lichtes  und  Knalles  erkennbare  Unterschiede  ein, 
dass  man  diese  Funken  in  Bezug  auf  die  von  ihnen  verbrauchte 
Arbeit  unmöglich  als  gleich  betrachten  kann. 

Femer  könnte  man  vielleicht  aus  einigen  von  Riess  mitge- 
theilten  Beobachtungen  ^)  den  Schluss  ziehen  wollen,  die  von 
einem  durch  die  Luft  überspringenden  Funken  verbrauchte  Arbeit 
sei  überhaupt  so  gering,  dass  man  sie  vernachlässigen  könne. 
Riess  hat  nämlich  mit  den  vorher  erwähnten  kleinen  Scheiben 
und  Kugeln  die  Versuche  auch  so  angestellt,  dass  er  sie  zuerst 
in  Berührung  und  dann  in  verschiedene  Entfernungen  brachte,  so 
dass  die  Electricität  im  ersteren  Falle  ohne  und  in  den  letzteren 
Fällen  mit  Funken  überging,  und  für  jeden  dieser  Fälle  hat  er 
die  in  dem  Schliessungsbogen  unter  sonst  gleichen  Umständen 
erregte  Wärme  beobachtet.  Dabei  zeigte  sich  diese  Wärme  bei 
der  Entfernung  im  Allgemeinen  nur  wenig  geringer,  als  bei  der 
Berührung,  und  in  einzelnen  Fällen  sogar  etwas  grösser,  was  um 
so  auffalliger  war,  als  bei  der  Entfernung  in  der  Batterie  ein 
Rückstand  blieb,  während  bei  der  Berührung  eine  vollständige 
Entladung  erfolgte.  Ich  glaube  indessen,  dass  diese  Beobachtun- 
gen zu  dem  obigen  Schlüsse  noch  nicht  berechtigen. 

Was  zuerst  den  Umstand  betrifft,  dass  bei  der  Entfernung 

ein  Rückstand  in  der  Batterie  blieb,  so  darf  man  dessen  Einfluss 

nicht  zu  hoch  anschlagen.    Dieser  Rückstand  konnte  nämlich  im 

äussersten  Falle,  wenn  die  Entfernung  gleich  der  Schlagweite 

2 
der  Batterie  war,  ungefähr  ^ö    der    ganzen    Ladung   betragen  2). 

Dadurch  wurde  aber  nicht  etwa   die  Gesammtwirkung  der  Ent- 


2  /  2  \*  1 

ladung  auch  um  j^,  sondern  nur  um  f  —  j  oder  nahe  um  J^ 


42  ^''- 


mindert.    Die  Gesammtwirkung  ist  nämlich  nach  unserem  Hauptv- 
satze  gleich  der  Zunahme  des  Potentials,  und  das  Potential  ist 


1)  Pogg.  Ann.  Bd.  43,  S.  78. 

3)  S.  RiesB,  Pogg.  Ann.  Bd.  68,  b.  11. 
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bei  einer  bestimmten  Batterie  proportional  dem  Quadrate  der 
Electricitätsmenge.  Sei  also  die  Electricitätsmenge  der  ganzen 
Ladung  mit  Q  und  die  des  Rückstandes  mit  Qi  bezeichnet,  so  ist 
die  Zunahme  des  Potentials: 

worin  A  eine  von  der  Electricitätsmenge  unabhängige  Grösse  ist, 
und  dieses  giebt,  je  nachdem  man 

^1  =  0  oder  =  ^3  ö 
setzt: 

TTi  -  W=AQ^  oder  =  AQ^^  ^  (h)']'^' 

Femer  müssen  wir  ausser  demjenigen  Funken,  welcher  durch 
die  Entfernung  der  Scheiben  oder  Kugeln  willkürlich  hervor- 
gerufen wurde,  auch  jene  anderen  betrachten,  welche  an  sich 
schon  mit  dem  Entladungsverfahren  verbunden  waren.  Riess 
bewirkte  die  Entladungen ,  um  sie  so  regelmässig  wie  möglich  zu 
machen,  durch  einen  eigens  dazu  construirten  Apparat'),  welcher 
so  eingerichtet  war,  dass  jedesmal  0wei  Funken  übersprangen. 
Nun  ergiebt  sich  aus  anderen  Versuchen  von  Riess  *),  dass  durch 
eine  im  Schliessungsbogen  angebrachte  Unterbrechung  die  Schlag- 
weite an  einer  anderen  Stelle  vermindert  wird^  und  folglich 
müssen  auch  im  vorliegenden  Falle  zugleich  mit  der  Hervorbrin- 
gung des  einen  neuen  Funkens  zwischen  den  Scheiben  oder  En- 
geln die  beiden  anderen  Funken  im  Entladungsapparate  verküret 
sein,  woraus  man  auf  eine  theilweise  Gompensation  des  Arbeita- 
verbrauches schliessen  kann.  In  manchen  Fällen  waren  die  bei- 
den letzteren  Funken  sogar  ganz  verschwunden,  indem  „die  Ent* 
ladung  erst  bei  der  Berülirung  der  Kugeln  des  Entladungsappa- 
rates  eintrat^^^).  Es  war  also  ein  Funke  neu  hinzugekommen, 
und  dafür  waren  zwei  früher  vorhandene  Funken  fortgefallen, 
was  eine  Verminderung  des  Arbeitsverbrauches,  und  dem  entspre- 
chend eine  Vermehrung  der  Wärmeerzeugung  erwarten  lässt;  und 
in  der  That  waren  es  gerade  diese  Fälle,  in  denen  Riess  eine  er- 


')  f  lieber  den  Einfluss  des  Rückstandes  auf  die  Starke  der  Entladung 
siehe  den  dieser  Abhandlang  beigefügten  Zusatz,    1866.] 
S)  Pogg.  Ann.  Bd.  40,  S.  S89. 
•)  Pogg.  Ann.  Bd.  53,  8.  11. 
*)  Pogg.  Ann.  Bd.  43,  5,  79. 
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höhte  Wärme  im  Schliessungsbogen  beobachtete.  Man  sieht  also, 
das8  es  zur  Erklärung  dieser  Erscheinungen  nicht  nothwendig 
ist,  die  Annahme  zu  machen,  dass  die  Grösse  des  Arbeitsverbrau- 
ches bei  einem  Funken  sehr  klein  sei,  und  überhaupt  scheinen 
mir  die  Versuche  noch  keinen  sicheren  Scbluss  über  diese  Grösse 
zu  gestatten. 

Wenn  es  somit  wegen  der  in  der  Gesammtwirkung  vorkom- 
menden unbekannten  Grössen  unmöglich  ist,  eine  ^antitativ  ge- 
naue Uebereinstimmung  der  Gleichung  (21)  mit  dem  Hauptsatze 
nachzuweisen,  so  könnte  man  vielleicht  umgekehrt  versuchen, 
durch  die  Annahme  beider,  und  ihre  Verbindung  mit  einander, 
jene  unbekannten  Grössen,  oder  wenigstens  die  Summe  derselben 
zu  bestimmen  ^  und  dazu  scheint  die  Form  der  Gleichung  aller- 
dings einzuladen.  Dabei  muss  man  aber  bedenken,  dass  man 
dieser  Gleichung  selbst,  als  einer  empirischen  Gleichung,  keine 
absolute  Genauigkeit  zuschreiben  darf^  wie  es  auch  die  von  Riess 
angeführten  Zahlen  zeigen.  Er  hat  nämlich  in  zwei  Versuchs- 
reihen in  den  Schliessungsbogen  Drähte  von  verschiedener  Länge 
und  Dicke  eingeschaltet,  wodurch  sich  in  dem  Ausdrucke  auf 
der  rechten  Seite  der  Gleichung  (21)  nur  die  im  Nenner  befind- 
liche Grösse  l  änderte,  und  hat  dann  jedesmal  aus  der  beobachte- 
ten Erwärmung  die  Gonstante  b  bestimmt  Die  so  gefundenen 
Werthe  weichen  in  der  ersten  Reibe  zwischen  0,01358  und  0,01101 
und  in  der  zweiten  zwischen  0,00000926  und  0,000008401)  von 
einander  ab,  und  wenn  diese  Differenzen  bei  der  grossen  Verschie- 
denheit der  eingeschalteten  Drähte  und  bei  der  Schwierigkeit  der 
Versuche  auch  nicht  als  bedeutend  gelten  können,  so  scheinen 
sie  doch  deshalb  einige  Beachtung  zu  verdienen,  weil  sich^  in 
ihnen  eine  gewisse  Regelmässigkeit  zeigt.  In  beiden  Reihen  wer- 
den nämlich  mit  wachsender  reducirter  Länge  l  des  Drahtes  die 
entsprechenden  Werthe  von  b  im  Allgemeinen  kleiner. 

Wir  wollen  daher  diesen  Gegenstand  hier  nicht  weiter  ver- 
folgen, und  wenden  uns  nun  zu  dem  zweiten  Vergleichspunkte 
zwischen  der  Theorie  und  der  Erfahrung,  nämlich  zu  dem  Falle, 
wo  der  Schliessungsbogen  derselbe  bleibt,  aber  die  Grösse  der  Batte- 
rie und  der  darauf  angehäußen  Eledricitätsmenge  geändert  wird. 


1)  Poffg.  Ann.  Bd.  43,  S.  68  und  78.  Der  grosBe  Unterschied  swisohen 
den  Zahlen  der  ersten  und  zweiten  Reihe  beruht  auf  einer  versohiedenen 
Wahl  der  Einheiten. 
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Auch  hier  tritt  uns  der  eben  besprochene  Uebelstand  wieder 
entgegen.  Da  wir  nämlich  einen  Theil  der  Entladungswirkungen 
nicht  kennen,  so  können  wir  auch  nicht  angeben,  wie  derselbe  sich 
mit  der  Grösse  der  Batterie  und  der  Electricitätsmenge  ändert, 
und  können  daher  aus  der  an  Einer  Stelle  des  Schliessungsbogens 
beobachteten  Wirkung  noch  nicht  mit  Sicherheit  auf  die  Gesanwit- 
Wirkung  schliessen.  Nur  in  Bezug  auf  die  in  den  continuirUchen 
Theilen  des  Schliessungsbogens  erzeugte  Wärme  können  wir  ak 
sicher  voraussetzen,  dass  jede  in  Einem  Theile  beobachtete  Ver- 
änderung auch  in  den  übrigen  Theilen  proportional  stattfindet. 

Wenn  nun  aber  der  Schliessungsbogen  eine  grosse  reducirte 
Länge  hat,  so  darf  man  wohl  annehmen,  dass  der  grösste  Theil 
der  Gesammtwirkung  zu  seiner  Erwärmung  verwendet  wird,  und 
in  diesem  Falle  werden  also,  wenn  die  übrigen  Wirkungen  auch 
von  jener  Proportionalität  abweichen  sollten,  die  dadurch  ent- 
stehenden Differenzen  verhältnissmässig  gering  sein,  so  dass  man 
ohne  bedeutende  Ungenauigkeit  die  an  irgend  einer  Stelle  beob- 
achteten Erwärmungen  den  entsprechenden  Gesammtwirkungen 
proportional  setzen  kann. 

Nun  lässt  sich  aber  die  Gesammtwirkung  nach  den  Glei- 
chungen (18)  und  (19)  für  eine  unvollständige  Entladung  durch 

^     ^  ^'  •  Const 

und  für  eine  vollständige  Entladung,  wie  sie  bei  den  Riess'schen 
Versuchen  stattfand,  nach  (18)  und  (20)  durch 

^  •  Const. 

darstellen,  und  dieses  ist  gerade  der  Ausdruck,  welchen  Riess 
für  die  Erwärmung  im  Schliessungsbogen  experimentell  gefundes 
hat,  indem  die  Gleichung  (21)  vollständig  lautet  i): 

(21a)  c_y-;p^.-^, 

worin  a  eine  Constante  ist  a). 


^)  Pogg-  Aan-  Bd-  45,  S.  23. 

J)  Diese  UebereinBÜmmnog  zwischen  Theorie  uDdErfahrong  wird  auch 

schon  von  Helmholtz  angefahrt  (seine  Schrill  S.  43),  doch   ist  mir  die 

Entwicklung    seiner  Formel  nicht  ganz  verstandlieh ,  indem  er  darin  eine 

Grösse  einfahrt,   welche  er  Ableitungsgrösse  nennt,   und    von  welcher   er 
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Die  bisher  betrachteten  Fälle  bezogen  sich  auf  die  vollstän- 
dige Entladung  einer  gewöhnlichen  Batterie.  Wir  wollen  nun 
noch  zwei  andere  Fälle  untersuchen ,  nämlich  die  unvollständige 
Entladung  einer  gewöhnlichen  Batterie  und  die  vollständige  Eni- 
ladung  einer  Fr anldin' sehen  sogenannten  Cascadenbatterie  oder 
Flaschensäule, 

In  der  ersteren  Beziehung  besitzen  wir  messende  Versuche 
von  Riess^),  welcher  eine  geladene  Batterie  dadurch  theilweise 
entlud,  dass  er  ihre  beiden  Belegungen  mit  den  entsprechenden 
Belegungen  einer  anderen  ungeladenen  Batterie  in  Verbindung 
setzte,  so  dass  die  vorher  auf  der  einen  Batterie  angehäuften  Elec- 
tricitäten  isich  nun  über  beide  verbreiteten:  Er.  änderte  die  Ver- 
suche dadurch  ab,  dass  er  beide  Batterien  von  verschiedener 
Flaschenzahl  nahm ,  und  beobachtete  jedesmal  die  Erwärmung  in 
einem  oder  in  beiden  Verbindungsbogen.  Die  Flaschen  jeder 
Batterie  waren  natürlich  unter  sich  gleich,  aber  leider  waren 
nicht  auch  die  Flaschen  der  einen  gleich  denen  der  anderen.  Als 
Resultat  giebt  er  an,  dass  die  nachfolgende  „Formel  sich  allen 
beobachteten  Erwärmungen  an  einer  constanten  Stelle  sowohl 
des  inneren  als  des  äusseren  Schliessungsbogens  vollkommen  an- 
geschlossen^' ^)  habe: 

(22)  C=  ^^' 


W  +  s) 


ns 


wobei  ich  nur  zur  leichteren  Vergleichung  mit  meinen  sonstigen 
Formeln  die  Buchstaben  etwas  anders  gewählt  habe,  als  Riess. 
Es  bedeutet  nämlich  C  die  beobachtete  Wärme,  Q  die  angewandte 
Electricitätsmenge,  s  den  Flächenraum  der  inneren  Belegung  einer 
Flasche  der  ersten  Batterie  und  n  die  Anzahl  dieser  Flaschen, 
s'  und  n'  dieselben  Grössen  für  die  andere  Batterie,  und  endlich 
a  eine  Constante,  welche  für  den  inneren  Schliessungsbogen  etwas 
grösser  genommen  werden  musste,  als  für  den  äusseren,  was  sich 
daraus  erklären  lässt,  dass  sich  auf  der  inneren  Belegung  etwas 
mehr  Electricität  befand,  als  auf  der  äusseren. 


ßAgtf  dass  sie  der  Fläche  der  BatteriebeleguDg  proportional  sei,  ohoe  je- 
docb  ihre  Bedeutung  oder  den  Grund  dieser  Proportionailität  näher  an- 
sug-eben. 

')  Pogg.  Ann.  Bd.  80,  S.  214. 

«)  A.  a,  0.  6.  217. 


1 
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Wir  wollen  nun  diese  Erwärmung  mit  der  Zunahme  des  Po- 
tentiale vergleichen. 

Aus  der  Gleichung  (18)  ergiebt  sich  für  das  Potential  der 
ersten  Batterie  vor  der  Entladung,  wenn  man  die  Electricitate- 
menge  mit  Q  bezeichnet,  und  für  den  ganzen  Flächenraum  S  sei- 
nen Werth  ns  setzt,*  der  Ausdruck: 


(23) 


W 


SSE    ^~~     """^^  •  — "^  • 


ns    2 


Um  nun  zu  bestimmen,  wie  sich  die  ganze  Electricitätsmenge  Q 
bei  der  Entladung  über  beide  Batterien  vertheilt,  kennt  man  die 
Bedingung,  dass  auf  den  verbundenen  Belegungen  die  Potential- 
funetionen  gleich  sein  müssen.  Seien  nach  der  Entladung  Vi 
und  V/  die  Potentialfunctionen  auf  den  inneren  Belegungen,  uod 
Qi  und  Q/  die  gesuchteo,  auf  ihnen  befindlichen  Electricitäts- 
mengen,  so  hat  man  nach  (17): 


ns 


h 


V. 


worin  V  dieselbe  Grösse  für  die  Flaschen  der  zweiten  Batterie 
ist,  wie  k  für  die  der  ersten.  Setzt  man  diese  beiden  Ausdrücke 
einander  gleich,  und  bedenkt,  dass : 

sein  musB,  so  erhält  man: 


(24) 


Qi  = 


ns 
k 


Qi'  = 


ns 
h 

+ 
n's' 

ns 
h 

+ 

n's' 

Hieraus  ergiebt  sich  veiter,  wenn  Wx  das  Gesammtpotential  bei- 
der Batterien  nach  der  Entladung  ist: 


(25) 


TF.  =  !(<?.  F,  +  Q.'F/)  =  -  — i^ 


ns    ,    n s 


und  somit  erhält  man  als  Zunahme  des  Potentials: 
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(26)  TT,  —  TF  =         ^  *'    * 


W  +  f-t)"* 

Die  Grösse'—  ^•—  ist  für  die  ganze  Versuchsreibe  constant,  und 

Z    Kf       S 

man  kann  also  schreiben: 

(27)  Wi—  W=  ^ 


W  +  f-t)^^ 

Vergleicht  man  diesen  Ausdruck  mit  dem  voc  ßiess  für  die 
Erwärmung  gegebenen  (22),  so  zeigt  sich,  dass  man,  um  beide 
einander  proportional  zu  machen,  nur  anzunehmen  braucht,  dass 
in  den  Flaschen  beider  Batterien,  obwohl  sie  nicht  gleich  waren, 
doch  die  Grössen  h  und  Jcf  nahe  denselben  Werth  hatten,  und 
diese  Annahme  wird  noch  insbesondere  dadurch  gerechtfertigt, 
dass  Riess  weiterhin  i)  anführt,  er  habe  durch  directe  Messungen 
gefunden,  dass  bei  der  Verbindung  die  Electricität  sich  über 
beide  Battefien  nach  dem  Verhältnisse  der  Oberflächen  vertheilte, 
was  nach  den  Gleichungen  (24)  nur  der  Fall  sein  konnte,  wenn 
k  =  1sf  war «). 


1)  A.  a.  0.  S.  220. 

^)  Da  die  Grössen ,  k  uod  k'   dem  Obigen   naoh  faanptsäohlich  von  den 
'  Glasdicken  beider  Batterien  abhängen,  so  schien   es  mir  von  Interesse  za 
sein,  diese  Dicken  kennen  zu  lernen,  und  ich  habe  daher,  während  dieser 
Aufsatz  schon  im  Drucke  begrififen  war,  noch  Hm.  Biess  ersucht,  eine 
Messung^  derselben  anzustellen,  worauf  er  so  gut  gewesen  ist,  mir  folgende 
Mittheilung   za    machen.     In    den   kleinen  Flaschen   (denen   der   zweiten 
Batterie)  variirt  die  Glasdioke  bedeutend  und  ist  im  Mittel  IV2  pariser  Li- 
nien.   Die  grossen  Flaschen   (die  der  ersten  Batterie)  hat  er  nicht  selbst 
messen  können,  da  sie  oben  geschlossen  sind,  und  er  hat  dafür  zwei  über- 
zahUge  Flaschen  derselben  Art,  die  zur  Vorsicht  mit  den  im  Gebrauch  be- 
findlichen zu  gleicher  Zeit  angefertigt  worden   sind,  gemessen;  das  Glas 
ist    in  diesen  nahe  gleich  und  IVs  Linien  dick.    Da  eine  absolute  Gleich. 
heit   der  Glasdicken  unter  den   von   Hrn.  Riess  angeführten  umständen 
nicht  zu  erwarten  war,  und  auch  durch  die  angenommene  Gleichheit  der 
Grossen  k  und  k!  nicht  nothwendig  bedingt  ist,  indem  die  letzteren  ausser 
▼on   der  Glasdicke  auch  noch  in  einem  gewissen,  obwohl  nur  untergeordne- 
ten Grade  von  der  Gestalt  und  Grösse  der  Flaschen,  welche  bei  beiden 
Batterien  verschieden  sind,  abhängen,  so  glaube  ich,  dass  man  die  Ueber-« 
einstimmung  der  Zahlen  ly^  und  IVa  als  genügend  betrachten  kann. 
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Riess  änderte  die  Versuche  auch  dadurch  ab,  dass  er  den 
Schliessungsbogcn  verlängerte,  und  beobachtete  die  dabei  statt- 
findende Abnahme  der  Wärme  an  einer  bestimmten  Stelle.  Die 
Resultate  dieser  Beobachtungen  stimmen  im  Allgemeinen  mit  den 
schon  oben  besprochenen  überein,  und  wir  wollen  sie  daher  hier 
übergehen  und  ebenso  einige  andere  in  demselben  Aufsatze  noch 
angeführte  Versuche. 

In  Bezug  auf  die  CascadenbaUerie  besitzen  wir  messende 
Versuche  von  Dove  i)  und  Riess  •^).  Sie  besteht  bekanntlich  aus 
einer  Anzahl  einzelner  Flaschen  oder  ganzer  Batterien,  welche 
isolirt  und  dann  so  unter  einander  verbunden  sind,  dass  die 
äussere  Belegung  der  ersten  mit  der  inneren  der  zweiten,  die 
äussere  der  zweiten  mit  der  inneren  der  dritten  u.  s.  f.  in  leiten- 
dem Zusammenhange  stehen.  .  Nur  die  innere  Belegung  der  er- 
sten und  die  äussere  der  letzten  Batterie  sind  frei,  und  diese  wer- 
den bei  der  Ladung  wie  die  innere  und  äussere  Belegung  einer 
einzelnen  Batterie  behandelt. 

Die  Principien ,  nach  welchen  die  Ladung ,  einer  solchen  zu- 
sammengesetzten Batterie  bestimmt  werden  muss,  sind  der  Haupt- 
sache nach  schon  von  Green  s)  angegeben.  Die  Electricitäts- 
mengeu,  welche  sich  auf  den  beiden  Belegungen  der  einzelnen 
Batterien  befinden,  und  die  entsprechenden  Potentialfunctionen 
mögen  der  Reihe  nach  mit: 

Qu  Qi'\   Q,.  <?/;   <3a,  Q/  etc. 

Ml     M  i      ^81    ^  1       ^3»     MJ     etc. 

bezeichnet  werden.  Da  nun,  wenn  der  inneren  Belegung  der  er- 
sten Batterie  von  einem  Gonductor  positive  Electricität  zugeführt 
wird ,  die  äussere  Belegung  dieser  Batterie  ihre  negative  Electri- 
cität nur  von  der  inneren  der  zweiten  erhalten  kann,  und  diese 
dadurch  positiv  geladen  wird,  so  hat  man: 

Qi'  =  -Q^\ 

und  da  femer  in  zwei  Körpern ,  welche  leitend  mit  einander  ver- 
bunden sind,  die  Potentialfunctionen  gleich  sein  müssen,  so  hat 
man  für  dieselben  beiden  Belegungen: 

V,'  =  n, 


(28) 


1)  Pogg.  Ann.  Bd.  72,  S.  406. 
a)  Pogg.  Ann.  Bd.  80,  S.  849. 

s)  An  Essay  on  the  Application  of  math,  Analysis  to  ihe  theories 
of  Elcctr.  and  Magn.  Art,  8, 
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und  zwei  eben  solche  Gleichungen  gelten  fiir  jedes  andere  Paar 
verbundener  Belegungen,  so  dass  folgende  Reihe  von  Gleichun- 
gen gegeben  ist: 

(29)  1^^'  ""  "^  ^'''    ^'   ^  "  ^''    ^'   =-  Q^  ^^' 
\Vi   z=z  V^\         Fj  =  F.^;  ^3  =  F4  etc. 

Ausserdem  stehen  für  jede  der  Batterien  die  vier  Grössen 
Q,  ^,  V  und  V  in  solcher  Beziehung  zu  einander,  dass  durch  je 
zwei  derselben  die  beiden  anderen  bestimmt  sind.  Zufolge  der 
Bemerkungen  am  Schlüsse  meines  vorigen  Aufsatzes  1)  kann  man 
nämlich,  wenn  man  jene  vier  Grössen  für  eine  einzelne  Flasche 
mit  2,  g',  Fund  V*  bezeichnet,  die  Gleichung  (15),  welche  £iir 
den  besonderen  Fall,  wo  F'=0  ist,  aufgestellt  wurde,  unter  Ver- 
nachlässigung der  Glieder  höherer  Ordnung  in  Bezug  auf  k  in 
folgende  allgemeinere  verwandeln: 

(30)  F-F  =  -i.i^, 

worin  man  für  ^       auch  g  oder  —  g'  schreiben  kann.    Ferner 

hat  man  ganz  allgemein  die  Gleichung: 

(31)  g  4-  3'  =  -  («  F  +  /J  FO, 

worin  a  und  ß  zwei  positive  Constanten  sind,  welche  ebenso  wie 
k  von  der  Natur  der  Flasche  abhängen,  und  daher  im  vorliegen- 
den Falle,  wo  wir  es  nur  mit  gleichen  Flaschen  zu  thun  haben, 
durchweg  denselben  Werth  behalten.  Für  eine  Batterie  von 
'  n  Flaschen  und  mit  den  Electricitätsmengen  Q  und  Qf  gehen  die 
beiden  Gleichungen  über  in: 

(32)  v-r  =  -±.^^ 

m 

(33)  Q-{-  Q'  =  ^n(aV-{-ß  F')  «). 


^)  l^ogg.  Ann.  Bd.  86,  S.  204.] 

^)  [Wenn  man  in  den  Gleichungen  (49)  der  Einleitung  (S.  91)  statt  Jlf  und 
H  die  Zeichen  q  und  9',  und  statt  F  und  G  die  Zeichen  V  und  V  setzt, 
80  lauten  sie: 


q  =  l-{V'-r)-«r' 

(a) 

/       Q                                                             \ 

a'=(-i.-«)(F-  FO 

Hieran*  folgt: 
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Mittelst  dieser  Gleichungen  in  Verbindung  mit  den  Oleichan- 
gen  (29)  kann  man,  sobald  irgend  zwei  der  Grössen  (28)  gegeben 
sind,  alle  übrigen  bestimmen. 

Die  von  Dove  und  Riess  angestellten  Versuche  bestehen 
beide  aus  zwei  verschiedenen  Reihen.  Bei  der  ersten  war  die 
Flascbenzahl  in  allen  verbundenen  Batterien  gleich,  aber  die  An- 
zahl der  angewandten  Batterien  wurde  geändert;  bei  der  zweiten 
dagegen  blieb  die  Anzahl  der  angewandten  Batterien  dieselbe, 
nämlich  immer  nur  zwei^  aber  in  jeder  dieser  Batterien  wurde  die 
Flaschenzahl  geändert,  beide  Versuchsreihen  bieten  bei  der  Ver- 
gleichung  mit  der  Theorie  mancherlei  Schwierigkeiten  dar,  diese 
sind  aber  bei  der  zweiten  Reihe  weniger  erheblich,  als  bei  der 
ersten,  und  wir  wollen  daher  mit  der  Betrachtung  der  zweiten 
beginnen. 

Die  Anordnung  der  Versuche  war  so  getroffen,  dass  beide 
Batterien  isolirt,  und  die  innere  Belegung  der  ersten  mit  dem 
Gonductor  der  Electrisirmaschiue,  die  äussere  der  zweiten  mit 
einer  La ne' sehen  Maassflasche  verbunden  waren.  Demnach  war 
durch  die  Anzahl  der  Funken  der  Maassflasche  die  Electricitats- 
menge  der  zweiten  äusseren  Belegung,  gegeben,  und  zugleich  kann 
man  die  Potentialfunction  auf  dieser  Belegung  nach  dem  Ueber- 
springen  jedes  Funkens  gleich  Null  setzen,  wobei  nur  die  Poten- 
tialfunction des  jedesmal  in  der  MaassflaBche  bleibenden  Rück- 
standes vernachlässigt  ist. 


^^^  L  .:  g/  =  -.  ^  (F  -  F')  +  «  F  -  (2«  -  «  P 

Die  zweite  dies^  Gleichungen  ist  die  im  Texte  unter  (31)  angeführte.  Die 
erste  unterscheidet  sich  von  der  im  Texte  unter  (30)  stehenden  nur  durch 
die  Glieder  a  V  und  (2o  —  ß)  V,  welche  in   Bezug  auf  k  von  höherer 

28 

Ordnung  sind,  als  das  Glied  -r-  (^  ""  ^')-  Für  eine  aus  n  Flaschen  be- 
stehende Batterie  hat  man  den  Gleichungen  (a)  entsprechend: 

f«  =  n  -j-  (F'  -  V)  -  naV 

[q'=  n  (i  -  «)  (F  -  F')  -  nß  F', 

welche  man  statt  der  im  Texte  unter  (32)  und  (33)  stehenden  Gleichangea 
anwenden  kann,  wenn  man  die  Glieder  höherer  Ordnung  in  Bezug  auf  I; 
nicht  vernachlässigen  will.    1866.] 
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Es  sind  also,  wie  oben  gefordert  wurde,  zwei  von  den  Grössen 
(28)  bekannt,  und  um  aus  diesen  die  übrigen  abzuleiten,  kann 
man  von  der  zweiten  äusseren  Belegung  nach  einander  zur  zwei- 
ten inneren,  zur  ersten  äusseren  und  endlich  zur  ersten  inneren 
fortschreiten.  Man  erhält  auf  diese  Weise,  wenn  man  die  durch 
die  Maassflasche  gemessene  Electricitätsmenge  mit  —  Q  und  die 
Flaschenzahlen  der  beiden  Batterien  mit  tii  und  n^  bezeichnet, 
und  alle  Glieder,  welche  in  Bezug  auf  k  Ton  höherer  als  erster 
Ordnung  sind,  fortlässt,  folgende  Beihe  von  Ausdrücken: 

l«.={l  +  [2«  +  («-f^)yi)eF.  =  -(i  +  i)|c.). 

Das  Potential  der  ganzen  zusammengesetzten  Batterie  ist 
nun: 

(35)  TT  =  K<?i  ^i  +  e/  yi'  +  e«  ^»  +  Qi'  V^') 

und  dasgiebt: 

(36)  Tr=- (.  +  [2.  +  (.+« ^] i) (i  +  i) ^e.., 

oder  wenn  man  wieder  das  Glied  zweiter  Ordnung  in  Bezug  auf 
k  fortlässt: 


(34) 


^)  [Wenn  man  die  Werthe  der  Potentialfunotion,  aDstätt  sich  mit  Einem 
Gliede  za  begnügen,  auf  je  zwei  Glieder  entwickelt,  indem  man  die  Glei- 
chungen (c)  der  vorigen  Anmerkung  benutzt,  so  erhält  man  folgende  Aus- 
drücke: 

-      VJ  =  0 

1866.] 

s)  [Diese  Gleichung  ist  durch  diejenige  zu  ersetzen,  welche  man  erhält| 
wenn  man  für  F|  statt  des  im  Texte  unter  (34)  gegebenen  Ausdruckes  den 


-  ^  ,.  T  r 
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(37)  Tr=-  (1  +  1-)^Q2. 

Da  nach  der  Entladung  das  Potential  Null  ist,  so  ist  —  W 
die  bei  der  Entladung  stattfindende  Zunahme  des  Potentials,  und 
wenn  wir  wieder,  wie  früher,  annehmen,  dass  unter  sonst  gleichen 
Umständen  die  Erwärmung  an  einer  einzelnen  Stelle  des  Schlies- 
sungsbogens  der  Gesammtwirkung  proportional  sei,  so  können 
wir  schreiben : 

(38)  c=ä(:l  +  1)^, 

^     ■  \ni    '    fhJ  2s 

worin  C  die  erzeugte  Wärme  und  A  eine  Gonstante  ist. 

Vergleichen  wir  diese  Formel  mit  den  Beobachtungsresul- 
taten,  so  finden  wir  zunächst  die  Proportionalität  der  erzeugten 
Wärme  mit  dem  Quadrate  der  angewandten  Electricitätsmenge 
auch  hier,  wie  in  allen  anderen  Fällen,  bestätigt  Was  aber  die 
Abhängigkeit  der  Wärme  von  den  Flaschenzahlen  tii  und  n^  be- 
triflit,  so  giebt  Dove  dafür  eine  andere  Formel.  Bezeichnen  wir 
nämlich  die  ganzen  Flächenräume  der  Belegungen  der  beiden 
Batterien,  also  ni  s  und  n^s^  mit  Si  und  82 y  so  geht  (38)  über  in: 

(39)  C  =  ^.(^+^)f, 

und  statt  dessen  giebt  Dove  die  Formel: 

Die  von  ihm  mitgetheilten  Versuchsresultate  schliessen  sich  auch 
sehr  gut  seiner  Formel  an,  dagegen  stimmen  die  späteren  Ver- 
suche von  Riess  besser  mit  der  meinigen,  wie  die  nachstehenden 
Tabellen  zeigen. 

Es  wurde  nämlich  von  beiden  Beobachtern  ^)  ein  Mal  ih  con- 
stant  gelassen  und  ni  so  geändert,  dass  nach  einander 


in  der  vorigen  Anmerkung  gegebenen  vollständigeren  Ausdruck  anwendet 
Die  so  verbesserte  Gleichung  lautet: 

Wr=  -  ll  +  ttL±Jjt2  \2a  +  {a  +  ß)  ^]  A|  (1  +  1)  ^q^. 

Auf  die  folgenden  Gleichungen ,  in  welchen  nur  das  Glied  erster  Ordnung 
in  Bezug  auf  A;. berücksichtigt  ist,  hat  diese  Veränderung  keinen  Einfluss. 
1866.] 

^)  Pore-  Ann.  Bd.  72,  S.  419. 

3J  Pogg.  Ana.  Dd.  72,  S.  417  und  Bd.  80,  S.  356. 
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ni  =  n^,  =  2  tH,  =  3  tH  und  r=  4  Mt 

war;  ein  anderes  Mal  wurde  ni  constant  gelassen  und  n^  so  ge- 
ändert, dass  nach  einander 

na  =  ni,  =  2ni,  =  3ni  und  =  4ni 

war.  Um  die  Resultate  besser  vergleichen  zu  können,  habe  ich 
in  beiden  Fällen  die  Erwärmung,  welche  bei  dem  ersten  Versuche, 
wo  nx  =  ns  war,  beobachtet  wurde,  als  Einheit  geDommen,  und 
darauf  die  übrigen  Erwärmungen  reduciri  Bei  Riess,  welcher 
jedesmal  zwei  Beobachtungswerthe  anführt,  habe  ich  die  Mittel- 
zahlen genommen. 

(I.)    ttj  veränderlich,  fig  constant. 


Erwärmungen 

♦h 

berec 
nach  Dove's 
Formel. 

(hnet 

nach 
Formel  39. 

beoba 
von 
Dove. 

chtet 

von 
Riess. 

«a 

1 

1 

1 

1 

2n9 

0,71 

0,75 

0,72 

0,76 

Sn^ 

0,58 

0,67 

0,59 

0,69 

4ns 


0,50 


0,63 


0,51 


0,66 


• 

(IL)    na 

veränderlich, 

nj   constani 

• 

ErwärmuDgen 

^ 

bere< 
nach  Dove's 
Formel. 

shnet 

nach 
Formel  39. 

beobf 
von 
Dove. 

ichtet 

von 
Riess. 

ni 

1 

1 

1 

1 

2ni 

0,71 

0,75 

0,71 

0,78 

3fh 

0,58 

0,67 

0,60 

0,72 

4n, 

0,50 

0,63 

0,50 

0,68 

Man  sieht,  dass  in  der  ersten  Tabelle  zwischen  den  Zahlen 
der  dritten  und  fünften  Golumne  eine  genügende  Uebefeinstim- 


Glansiaf,  moob.  W&rmetheorie.  II. 
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mung  stattfindet  In  der  zweiten  Tabelle  sind j  die  Differenzen 
allerdings  bedeutender,  wenn  man  aber  bedenkt,  wie  schwierig  es 
sein  würde,  die  in  d^r  theoretischen  Formel  vorausgesetzten  Be- 
dingungen, besonders  die  der  vollkommenen  Isolation,  genau  zu 
erfüllen,  und  dass  auch  selbst  für  diesen  Fall  die  Formel  nur  als 
eine  angenähert  richtige  aufgestellt  ist,  so  wird  man  auch  diese 
Differenzen  nicht  für  die  Theorie  bedenklich  finden,  und  dabei 
muss  noch  bemerkt  werden,  dass  alle  Zahlen  der  fünften  Co- 
lunme  grösser  sind,  als  die  Ergebnisse  meiner  Formel,  während 
sie,  um  sich  der  Dove'schen  Formel  zu  nähern,  kleiner  sein 
müssten. 

Weniger  geeignet  zu  einer  genauen  Vergleichung  mit  der 
Theorie  ist  die  erste  der  oben  erwähnten  Versuchsreihen. 
Bei  dieser  wurden  3  oder  4  gleiche  Batterien  oder  einzelne  Fla- 
schen als  Elemente  angewandt,  welche  bei  der  Ladung  immer 
alle  zu  einer  Gascadenbatterie  vereinigt  waren.  Die  Entladung 
wurde  dann  aber  entweder  an  der  ersten  allein,  oder  an  der  er- 
sten und  zweiten  zusammen  u.  s.  £  vorgenommen,  und  dabei  je- 
desmal die  Erwärmung  im  Schliessungsbogen  beobachtet. 

Hierbei  treten  nun  einige  Uebelstände  hervor,  welche  zwar 
auch  bei  den  früheren  Versuchen  nicht  ganz  fehlten,  aber  doch 
dort  nicht  so  einflussreich  sein  konnten,  als  hier.  Darunter  ist 
besonders  der  hervorzuheben,  dass  durch  jede  bei  der  Entladung 
neu  hinzugenommene  Batterie  auch  der  Schliessungsbogen  verlän- 
gert wird/  In  der  vorher  betrachteten  Versuchsreihe  worden 
nämlich  bei  der  Vermehrung  der  Flaschen  einer  Batterie  die 
neuen  Flaschen  neben  den  schon  vorhandenen  eingeschaltet,  und 
wenn  daher  auch  durch  sie  und  ihre  Verbindungsdrähte  das  un- 
ter der  Einwirkung  der  Electricität  stehende  Eörpersystem  ver- 
grössert  wurde,  so  war  diese  Vergrösserung  doch  nicht  als  eine 
für  sich  bestehende  Verlängerung  des  Schliessungsbogens  zu  rech- 
nen, und  ich  habe  deshalb  diesen  Umstand  vorher  unberücksich- 
tigt gelassen,  ebenso  wie  den  ähnlichen  früher  bei  der  Vermeh- 
rung der  Flaschen  einer  einzelnen  Batterie.  Bei  der  jetzt  be- 
trachteten Versuchsreihe  dagegen  ist  jede  neu  hinzugenommene 
Batterie  hinter  den  anderen  eingeschaltet,  so  dass  der  zu  ihr  füh- 
rende Zwischendraht  und  ihre  beiden  Belegungen  selbständige 
Theile  des  Schliessungsbogens  bilden. 

Hieraus  folgt,  dass  die  Annahme,  welche  wir  früher  bei  gleich^ 
bleibendem  Schliessungsbogen  gemacht  haben,  dass  die  Wärme- 
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erregung  an  einer  'einzelnen  Stelle  der  Gesammtwirkung  propor- 
tional sei,  auf  den  Fall,  wo  die  letztere  durch  Vermehrung  der 
Elemente  einer  Gascadenbatterie  yergrössert  wird,  nicht  ange- 
wandt werden  darf,  sondern  dass  in  diesem  Falle  das  Yerhält- 
niss  der  beobachteten  Wärmeerregungen  ein  etwas  geringeres  sein 
muss.  Da  sich  nun  aus  den  obigen  Gleichungen  die  Gesammt- 
wirkung oder  die  Zunahme  des  Potentials,  unter  Vernachlässigung 
aller  Glieder  von  höherer  als  erster  Ordnung  in  Bezug  auf  h^  der 
Anzahl  der  zusammen  entladenen  Elemente  proportional  ergiebt,  i) 
so  muss  man  von  einem  in  dem  Schliessungsbogen  befindlichen 


^)  [Wenn  man  bei  der  Bestimmung  der  auf  den  Belegungen  befindlichen 
EUectricitatsmengen  sich  auf  das  erste  Glied ,  welches  in  Bezug  auf  k  von 
der  niedrigsten  Ordnung  ist,  beschränkt,  so  kann  man  bei  jeder  der  Batte- 
rien, welche  die  Elemente  der  Cascadenbatterie  bilden,  die  auf  den  beiden 
Belegungen  befindlichen  Electricitatsmengen  als  unter  einander  gleich  und 
entgegengesetzt  betrachten.  Daraus  folgt  unter  Berücksichtigung  der  Glei- 
ehnngen  (29)  weiter,  dass  alle  Electricitatsmengen,  welche  sich  auf  den  Be- 
legungen jener  Batterien  befinden  als  gleich  gross  und  den  Vorzeichen  nach 
abwechselnd  entgegengesetzt  anzusehen  sind,  und  daher  sämmtlich  durch 
+  Q  bezeichnet  werden  können.  Was  femer  die  Potentialniveaux  der  ver- 
schiedenen Belegungen  betrifft,  so  kann  man  diese,  wenn  man  sieh  wieder 
auf  das  erste  Glied  beschränkt,  im  vorliegenden  Falle,  wo  alle  Batterien 
gleich  sind,  ebenfalls  sehr  einfach  ausdrücken.  Wenn  man  die  Gesammt- 
fläohe  einer  Belegung  mit  8  bezeichnet,  so  erhält  man,  indem  man  mit  der 
letzten  äusseren  Belegung  anfangt,  der  Reihe  nach  folgende  Werthe: 

0,      -|-*;  -•§■*,      -2^*J  "^§*'       -S^Äetc 

WiU  man  nun  für  die  geladene  Cascadenbatterie  das  Potential  bilden, 
BO  kann  man  zunächst  für  jede  einzelne  der  verbundenen  Batterien  das  Po- 
tential bilden,  indem  man  die  auf  ihren  beiden  Belegungen  befindlichen 
EHeotrieitätsmengen  mit  den  betreffenden  Potentialniveaux  multiplicirt,  die 
dadurch  entstehenden  beiden  Producte  addirt,  und  die  Summe  noch  mit 

dem  Factor  \  versieht.  Dadurch  erhält  man  für  alle  Batterien  den  gemein- 
samen  Werth  —  ^  *  7'  ^^  ^^^  ^^^  Gesammtpotential  mehrerer  zur  Cas- 
cadenbatterie verbundener  Batterien  gleich  der  Summe  der  Potentiale  der 
eiiuselnen  Batterien  ist,  so  ergeben  sich,  je  nachdem  die  angewandte 
Batterie  aus  1,  2,  8  etc.  EUementen  besteht,  folgende  Werthe  ihres  Gesammt- 
potentials  -. 

8       2'  2"S"y  ^8       2^^' 

Bei  der  Entladung  wird  das  Potential  gleich  Null,  und  die  Zunahme  des 
Potentiales  ist  somit,  wie  es  im  Texte  gesagt  wurde,  proportional  der  An- 
zahl der  Elemente.   1866.] 
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electrischen  Thermometer  bei  stufenweiser  Vermehrung  der  Ele- 
mente Anzeigen  erwarten,  die  etwas  hinter  den  auf  einander  fol- 
genden ganzen  Zahlen  zurückbleiben. 

In  den  von  Dove^)  mitgetheilten  Versuchen  tritt  dieser  Un- 
terschied zwar  nicht  hervor,  indem  er  bei  vier  Batterien  für  die 
Erwärmungen  gerade  die  Zahlen  1,  2,  3  und  4  anführt.  Die  Ver- 
suche von  Riess  >)  dagegen  zeigen  sogar  eine  ziemlich  bedeu- 
tende Abweichung,  indem  bei  vier  Flaschen  die  Zahlen,  statt  von 
1  bis  4,  immer  nur  von  1  bis  etwa  3,  und  bei  drei  Batterien,  statt 
von  1  bis  3,  nur  von  1  bis  2,5  wachsen.  Ein  bestimmtes  Gesetz 
lässt  sich  über  diese  Zahlenreihe  natürlich  nicht  aufstellen,  indem 
dieselbe  sehr  von  der  Beschaffenheit  der  angewandten  Batterien 
und  der  Zwischenverbindungen  abhängen  muss. 

Die  Richtigkeit  der  im  Vorigen  gemachten  Annahme,  dass 
jede  Verbindung  je  zweier  Elemente  als  ein  selbständiger  Theil 
des  Schliessungsbogens  zu  betrachten  sei,  ergiebt  sich  übrigens 
noch  insbesondere  daraus,  dass  nach  den  Beobachtungen  beider 
Physiker  die  Erwärmung  in  diesen  Zwischendrähten  nahe  eben- 
so stattfindet,  wie  im  Hauptschliessungsbogen ,  und  dass  durch 
die  Einschaltung  eines  schlechten  Leiters  in  eine  der  Zwischen- 
verbindungen die  Erwärmung  irgend  einer  Stelle  des  Haupt- 
bogens  nahe  ebenso  vermindert  wird,  als  wenn  jener  Leiter  in 
den  Hauptbogen  selbst  eingeschaltet  wäre. 

Dove  scheint  den  Umstand,  dass  bei  vier  Batterien  vier 
Verbindungsdrähte  vorhanden  sind,  und  in  jedem  derselben 
eine  grössere  Wärmeerregung  beobachtet  werden  kann,  als  in 
dem  einen  Verbindungsdrahte  einer  einzelnen  Batterie,  anders 
gedeutet  zu  haben,  als  es  oben  geschehen  ist.  Nachdem  er 
davon  gesprochen  hat,  dass  er  bei  vier  Batterien  eine  sechzehn- 
mal so  grosse  Schlagweite  gefunden  habe,  als  bei  Einer,  dass 
aber,  wenn  man  gleichzeitig  in  zwei  Verbindungsdrähten  den 
Zusammenhang  der  Batterien  unterbrach,  die  Summe  beider 
Schlagweiten  sich  noch  kleiner  ergab,  als  die  einer  einzigen 
Unterbrechung  in  einem  Draht,  fährt  er  fort:  ^)  „Während 
die  Wärmeerregung  bei  einer  combinirten  Batterie  in  jedem 
der  vier  Verbindungsdrähte  die  vierfache  ist,   bezieht  sich   die 


1)  Pogg.  Ann.  Bd.  72,  S.  408. 
8)  Pogg.  Ann.  Bd.  80,  8.  351. 
5)  Pogg.  Ann.  Bd.  72,  S.  415. 
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sechzehnfache^  Schlagweite  daher  nur  auf  die  Gesammtheit 
der  die  Schliessung  als  ein  Ganzes  yermittelnden  Drähte/'  Hier- 
bei scheint  die  Ansicht  zu  Grunde  zu  liegen,  dass  in  den  vier 
Drähten  ssusammen  die  secheehnfache  Wärme  erregt  werde.  Noch 
deutlicher,  obwohl  ohne  die  bestimmten  Zahlen,  spricht  sich 
diese  Ansicht  noch  an  einer  anderen  Stelle  aus,  wo  davon  die 
Rede  ist,  dass  sich  durch  die  Entladung  einer  Gascadenbatterie 
um  so  grössere  Drahtlängen  schmelzen  lassen,  je  mehr  Elemente 
man  bei  der  Entladung  zusammengenommen  hat.  Es  heisst 
nämlich  da  zum  Schluss  ^ '  tJ^^  i^un  dieselbe  Steigerung  in 
den  Zwischendrähten  stattfindet,  wenn  die  Zahl  der  combinir- 
ten  Batterien  allmälig  vermehrt  wird,  so  können  bei  vier 
Batterien  vier  Drahtlängen  gleichzeitig  geschmolzen  werden, 
welche,  jede  einzeln,  grösser  sind  als  die  bei  einer  Batterie 
schmelzbare.^' 

Ganz  abgesehen  davon,  ob  Dove  selbst  bei  diesen  Aus- 
sprüchen jene  Ansicht  wirklich  gehabt  habe,  oder  nicht,  so 
kann  sie  doch  jedenfalls  bei  den  Lesern  seines  Aufsatzes  leicht 
entstehen,  und  da  sie,  wenn  sie  richtig  wäre,  der  vorstehenden 
Theorie  widersprechen  würde,  so  glaube  ich  hier  einige  Worte 
darüber  sagen  zu  müsseü. 

Die  gesammte  Wärmeerregung  kann  nicht  grösser  sein,  als 
die  bei  der  Entladung  stattfindende  Zunahme  des  Potentials, 
und  diese  ist,  wie  ^chon  erwähnt,  bei  vier  Batterien  ungefähr 
tnermal  und  nicht  sechisehnmsl  so  gross,  als  bei  Einer.  Wenn 
man  nun  ein  electrisches  Luftthermometer,  dessen  Draht  eine 
grosse  reducirte  Länge  hat,  der  Reihe  nach  in  jedem  der  vier 
Verbindun'gsbogen  einschaltet,  so  wird  man  allerdings  jedesmal 
eine  Wärmeerregung  bemerken,  welche  sich  unter  günstigen 
Umständen  der  vierfachen  von  der,  welche  eine  einzelne  Batte- 
rie hervorbringen  würde,  wenigstens  nähert.  Dieses  wird  aber 
nicht  mehr  stattfinden,  wenn  man  in  allen  vier  Verbindungs- 
bogen  zugleich  solche  Thermometer  einschaltet,  indem  dann  die 
Gesammtwirkung,  welche  vorher  zum  grossen  Theile  in  dem 
einen  Thermometer  concentrirt  war,  sich  über  alle  vier  ver- 
breitet Dasselbe  ergiebt  sich  auch  unmittelbar  aus  der  schon 
angeführten   Beobachtung,  dass   ein  in  Einer   Verbindung   ein- 


1)  A.  a.  0.  S.  412. 
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geschalteter  schlechter  Leiter  die  WärmeerreguDg  auch  in  den 
anderen  Yerhindungen  vermindert  Hiemach  muss  nämlich 
bei  -Tier  gleichzeitig  eingeschalteten  Thermometern  die  Erwär- 
mung in  jedem  einzelnen  viel  geringer  sein,  als  wenn  dieses 
allein  vorhanden  wäre,  indem  die  drei  anderen  durch, ihren 
Leitungswiderstand  die  Wirkung  des  Stromes  schwächen;  und 
dasselbe  wird  natürlich  auch  bei  vier  zum  Schmelzen  eingeschal- 
teten Drähten  der  Fall  sein. 

Fassen  wir  nun  dasErgebniss  aller  bisher  untersuchten  Fälle 
zusammen,  so  sind  die  meisten  derselben  allerdings  zu  compli- 
drt,  um  eine  ganz  strenge  Yergleidhung  mit  der  Theorie  zuzu- 
lassen; so  weit  aber  die  Vergleichung  möglich  war,  ist  sie  immer 
zu  Gunsten  des  Hauptsatzes  ausgefallen ,  und  mir  ist  auch  sonst 
keine  experimentell  feststehende  Thatsache  bekannt,  welche  ge- 
gen diesen  Satz  spräche.  Ich  glaube  daher,  dass  man  denselben, 
sofern  er  dessen  neben  seiner  theoretischen  Begründung  über- 
haupt noch  bedarf,  auch  durch  die  Erfahrung  als  bestätigt  an- 
sehen kann. 


'»?C- 
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Heber  die  in  der  ieolirenden  Zwisoheneoliioht  einer  Franklin'- 
BOhen  Tafißl  oder  Leidener  Flasche  bei  der  Ladung  stattfindende 
innere  Zustandsänderung  und  über  deren  Einfluss  auf  die  Ent- 

ladungsersoheinungen. 


In  der  yontehenden  Abhandlung  ist  die  Olasschioht,  welche  die 
beiden  Belegungen  einer  Leidener  Flasche  von  einander  trennt,  einfach 
als  eine  ▼oUkommen  isolirende  Schicht  betrachtet,  deren  electrischer 
Zustand  sich  durch  die  Einwirkung  der  auf  den  Belegungen  befindli- 
chen Electricit&t  nicht  ändert,  and  die  daher  auch  keine  electrische 
Gregenwirkung  ausüben  kann.  Nun  mnss  man  aber  aus  der  bekannten 
Erscheinung  der  Rückstandbildung  schliessen,  dass  diese  Voraussetzung 
nicht  ganz  erfüllt  ist,  sondern  dass  die  isolirende  Zwischenschicht  auch 
in  ihrem  Inneren  irgend  eine  ZostandsAndening  erleidet,  in  Folge  de- 
ren sie  selbst  befähigt  wird,  eine  eigenthümliohe  electrische  Wirkung 
auf  die  Belegungen  auszuüben.  Es  wird  daher  zweckmässig  sein,  diese 
Wirkung  hier  näher  zu  betrachten,  um  zu  sehen,  welche  Aenderungen 
sie  etwa  in  den  vorstehenden  Formeln  erforderlich  macht. 

Ich  werde  bei  dieser  Betrachtung  die  isolirende  Zwischenschicht 
der  Kürze  wegen  QktSBcldcht  nennen,  wobei  aber  zu  bemerken  ist,  dass 
das  Gesagte  nicht  bloss  vom  Glase,  sondern  in  entsprechender  Weise 
auch  von  den  anderen  isolirenden  Stoffen  gelten  soll. 

Ueber  die  Art  der  Zustandsänderung  des  Glases  hat  man  sich  noch 
nicht  geeinigt.  Von  Einigen  >  wird  angenommen ,  dass  sie  darin 
bestehe,  dass  die  Electricität  von  den  Belegungen  nach  und  nach  in  das 
Glas  eindringe.     Andere  nehmen  an ,  dass  die  auf  den  Belegungen  be- 
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findliche  Electiicität  nnr  darch  Influenz  aaf  das  Innere  dee  GlaseB 
wirke  und  dort  einen  polaren  Zustand  hervorrufe,  der  dann  wieder 
auf  die  Belegungen  zurückwirken  könne. 

Die  Entstehung  dieser  Polarität  kann  man  sich  aber  noch  in  ver- 
schiedenen Weisen  vorstellen.  Erstens  kann  man  sich  denken,  dass  das 
Glas,  wahrend  es  im  Ganzen  ein  Nichtleiter  sei,  doch  kleine  Eörper- 
chen  enthalte,  welche  etwas  leitend  seien.  In  diesen  Eörperchen  trete 
durch  Influenz  eine  Scheidung  der  Electricitäten  ein,  wodurch  die  Eör- 
perchen nach  der  Seite  der  positiv  geladenen  Belegung  negativ  eleo- 
trisch,  und  nach  der  Seite  der  negativ  geladenen  Belegung  positiv  elec- 
trisch  werden.  -  Bei  der  Bestimmung  des  electrischen  Zustandes,  wel- 
chen ein  solches  leitendes  Eörpertheilchen  annehmen  würde,  muss  man 
natürlich  nicht  bloss  die  unmittelbare  Wirkung  der  auf  den  Beleg^tm- 
gen  befindlichen  Electricität  in  Betracht  ziehen,  sondern  auch  die  Wir- 
kung, welche  die  übrigen  gleichfalls  electrisch  polar  gewordenen  Eör- 
pertheilchen auf  das  betrachtete  Eörpertheilchen  ausüben. 

Zweitens  kann  man  sich  vorstellen,  die  betreffenden  Eörpertheil- 
chen seien  schon  im  natürlichen  Zustande  des  Glases,  bevor  es  noch  von 
Aussen  her  eine  electrische  Einwirkung  erleidet,  electrisch  polar,  aber 
die  Lagerung  der  Theilchen  sei  ^anz  unregelmäsäig ,  so  dass  die  posi- 
tiven und  negativen  Pole  in  gleicher  Weise  nach  allen  Seiten  gerichtet 
seien ,  und  daher  eine  gemeinsame  Wirkung  der  Theilchen  in  einem 
bestimmten  Sinne  unmöglich  sei.  Wenn  aber  das  Glas  irgend  einer 
electrischen  Eraft  unterworfen  werde,  so  werden  dadurch  die  Theilchen 
einigermaassen  gerichtet,  so  dass  die  positiven  Pole  vorwiegend  nach 
der  einen  und  die  negativen  Pole  nach  der  anderen  Seite  gekehrt  seien, 
wodurch  natürlich  eine  gemeinsame  Wirkung  ermöglicht  wird.  Biese 
gleichmässige  Richtung  der  Theilchen  trete  um  so  vollständiger  und 
allgemeiner  ein,  je  stärker  die  isin wirkende  electrische  Erafb  sei. 

Ueber  die  Eräfte,  welche  bei  dem  zuletzt  erwähnten  Vorgänge, 
nämlich  bei  der  Richtung  der  vorher  unregelmässig  gelagerten  elec- 
trisch polaren  Theilchen  ins  Spiel  kommen,  kann  man  wiederum  zwei 
verschiedene  Annahmen  machen.  Man  kann  annehmen,  dass  die  Theil- 
chen durch  die  Cohäsion  in  solcher  Weise  in  ihrer  ursprünglichen  Lage 
festgehalten  werden,  dass  durch  eine  Drehung  eines  Theilchens  eine 
elastische  Gegenkraft  entstehe,  welche  das  Theilchen  wieder  in  seine 
ursprüngliche  Lage  zurückzubringen  suche,  und  dass  diese  Gegenkraft, 
wie  andere  elastische  Eräfte,  mit  der  Grösse  der  Drehung  wachse.  Oder 
man  kann  annehmen,  der  Widerstand,  den  die  Cohäsion  der  Drehung 
der  Theilchen  entgegensetzt,  sei  nur  ein  passiver  Widerstand  von 
der  Art  einer  starken  Reibung,  so  dass  daraus  keine  Eraft  hervorgehe, 
welche  die  Theilchen  wieder  in  ihre  frühere  Lage  zurückzubringen 
suche.     In  diesem  Falle  würde  die  einzige  Ejraft,  welche  dieses  zu  be- 


^' 
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wirken  suchte,  aus  der  gegenseitigen  electrischen  Einwirkung  der  ge- 
richteten electrisch  polaren  Theilchen  entstehen. 

Ueber  die  Hauptfrage,  ob  der  Rückstand  dadurch  entsteht,  dass 
die  auf  den  Belegungen  befindliche  Electricität  tiieilweise  in  das  Glas 
eingedrungen  ist,  oder  dadurch,  dass  diese  Electricität  durch  Influenz 
einen  polaren  Zustand  im  Inneren  des  Glases  hervorgerufen  hat,  haben 
sich  in  neuerer  Zeit  Eohlrausch  und  von  Bezold  ausgesprochen. 

Eohlrausch,  welcher  im  91.  Bande  von  Pogg.  Ann.  eine  mit  vie- 
ler Sorgfalt  und  Umsicht  ausgeführte  Reihe  von  messenden  Versuchen 
über  die  Rückstandbildung  veröffentlicht  hat,  spricht  als  Ergebniss 
derselben  die  Ansicht  aus,  dass  die  Entstehung  des  Rückstandes  noth- 
wendig  auf  eine  durch  Influenz  im  Inneren  des  Glases  hervorgerufene 
Polarität  schliessen  lasse. 

Dass  ein  solcher  innerer  Zustand  deß  Glases,  wie  mau  ihn  erhält, 
wenn  man  annimmt,  dass  entweder  kleine  Theilchen  des  Glases  durch 
Influenz  electrisch  polar  gemacht  werden,  oder  Theilchen,  die  schon  vor- 
her electrisch  polar,  aber  unregelmässig  gelagert  waren,  gleichmässig  ge- 
richtet werden,  in  der  That  eine  Rückstandbildung  zur  Folge  haben 
muss,  davon  kann  man  ^ch  durch  einfache  Betrachtungen  leicht  überzeugen. 
Wir  wollen  die  beiden  Belegungen,  welche  wir  uns  der  Einfachheit 
wegen  als  die  einander  ganz  gleichen  Belegungen  einer  Franklin* sehen 
Tafel  denken  wollen,  A  und  B  nennen,  und  annehmen,  A  sei  positiv 
und  B  negativ  geladen,  wobei  vorausgesetzt  werden  möge,  dass  beide 
Belegungen  isolirt  und  mit  gleichen  Electricitätsmengen  •\-  Q  und  —  Q 
geladen  seien.  Die  Potentialniveaux,  auf  welche  die  Belegungen  durch  diese 
Electricitätsmengen  gebracht  werden  würden,  wenn  die  Glasschicht  einfach 
als  Isolator  ohne  innere  Veränderung  wirkte,  seien  mit  —  V  und  +  V 
bezeichnet. 

Wenn  nun  ein  polarer  Zustand  im  Glase  entsteht,  in  der  Art,  dass 

'  electrisch  polare  Theilchen  ihre  negativen  Pole  nach  der  Seite  von  A 

und  ihre  positiven  Pole  nach  der  Seite  von  B  wenden,  so  würde  durch 

diese  im  Inneren  des  Glases  getrennten  Electricitäten,  wenn  sie  für  sich 

allein  wirkten,  die  Belegung  Ä  auf  ein  positives  und  die  Belegung  B 

auf  ein  negatives  Potentialniveau  gebracht  werden,  welche  mit  -f~  ^i 

and  —  Vi  bezeichnet  werden  mögen,  wobei  zu  bemerken  ist,  dass  Vi 

jedenfalls  kleiner  als  V  ist.     Die  Potentialniveaux,  welche  unter  diesen 

UmBtänden  auf  den  Belegungen  wirklich  stattfinden,  und  welche  der  Ge- 

sammtwirkung  aller  getrennten  Electricitäten  (sowohl  der  auf  den  Be- 

lejgangen  selbst,  als  auch  der  auf  den  polaren  Glastheilchen  befindlidien) 

entsprechen,  sind  somit  —  (F  —  Fi)  und  +  (F  —  Fj). 

Nun  wollen  wir  annehmen,  die  beiden  Belegungen  werden  fOr  einen. 
Moment  unter  einander  in  leitende  Verbindung  gesetzt  und  dadurch 
entladen.     Dabei  wollen  wir  voraussetzen,  dass  der  innere  Zustand  des 


'V  ' 
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Glases  sich  nicht  plötaslich,  sondern  nur  allm&lig  ändern  könne.  Bei 
der  Yorstellungsart,  dass  die  Scheidung  der  Eleotricit&ten  in  den  Glas- 
theilchen  erst  durch  die  Einwirkung  der  auf  den  Belegungen  befindli- 
chen Electricitäten  veranlasst  werde,  kann  man  sich  denken,  dass  die 
betreffenden  Glastheilchen  die  Electricität  so  schlecht  leiten,  daas  die 
Wiedervereinigung  der  getrennten  Electricitäten  nach  dem  Aufhören 
der  fremden  Kraft  nur  langsam  geschehen  könne.  Bei  der  anderen 
Yorstellungsart,  dass  die  Glastheilchen  schon  uroprünglich  electrisch 
polar  seien,  aber  erst  durch  die  Erafb,  welche  von  der  auf  den  Belegun« 
gen  befindlichen  Electricität  ausgeht,  mehr  oder  weniger  gleichmässig 
gerichtet  werden,  kann  man  sich  denken,  dass  die  Theilchen  im  Glase 
so  schwer  beweglich  seien,  dass  sie  nach  dem  Aufhören  der  Kraft  nur 
langsam  in  ihre  früheren  Richtungen  zurückkehren  können. 

Wenn  nun  die  Belegungen  nur  für  eine  so  kurze  Zeit  leitend  ver- 
bunden werden,  dass  während  derselben  der  innere  Zustand  des  Glases 
sich  nicht  merklich  ändern  kann,  so  muss  dadurch  eine  von  diesem 
inneren  Zustande  abhängige  Electricitätsvertheilung  auf  den  Belegun- 
gen entstehen.  Durch  die  leitende  Verbindung  müssen  sich  nämlich 
die  Potentialniveaux  der  beiden  Belegungen  ausgleichen,  so  dass  die 
Belegungen  auf  das  gemeinsame  Potentialnivean  Null  kommen.  Dieses 
Resultat  würde  aber  nicht  eintreten,  wenn  die  auf  den  Belegungen  be- 
findlichen Electricitätsmengen  -f-  Q  und  —  Q  sich  vollständig  ver- 
einigten, sondern  in  diesem  Falle  würden  die  Potentialniveaux  der  Bele- 
gungen wegen  des  noch  bestehenden  polaren  Zustandes  des  Glases  über 
Null  hinausgehen  und  -f~  ^i  ^^^^  —  ^i  werden.  Es  müssen  vielmehr, 
wenn  die  Potentialniveaux  nur  gerade  Null  werden  sollen,  auf  den  Be- 
legungen noch  Electricitätsmengen  zurückbleiben,  welche  für  sich  allein 
die  Potentialniveaux  —  Vi  und  -|-  Vi  verursaohen  würden,  welche  den 
durch  den  polaren  Zustand  des  Glases  verursachten  gleich  und  entge- 
gengesetzt sind.  Die  dazu  nöthigen  Electricitätsmengen  mögen  -f~  Qi 
und  —  Qi  heissen. 

Wenn  dann  nach  der  Entladung  die  Franklin* sehe  Tafel  eine 
Zeit  lang  sich  selbst  überlassen  wird,  so  wird,  weil  die  Ejraft,  welche 
von  den  Belegungen  aus  auf  das  Glas  wirkt,  in  dem  Verhältnisse  gerin- 
ger geworden  ist,  wie  Qi  kleiner  ist,  ab  Q,  auch  die  innere  Polarität 
des  Glases  abnehmen,  und  zwar  soweit,  bis  die  noch  übrige  Pola- 
rität dieselbe  ist,  wie  die,  welche  die  jetzt  noch  auf  den  Belegungen 
befindlichen  Electricitätsmengen  hervorrufen  würden.  Die  durch  den 
Übrig  gebliebenen  polaren  Zustand  des  Glases  für  sich  allein  ver- 
ursachten Potentialniveaux  der  Belegungen  mögen  -}-  F«  und  —  Ft 
heissen,  dann  sind  die  jetzt  wirklich  stattfindenden,  allen  getrennten 
Electricitäten  entsprechenden  Potentialniveaux  -—  (Fi  —  F«)  und 
+  (F,  -  F,). 
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Bringt  man  nnn  wieder  die  beiden  Belegungen  ffSir  einen  Augen- 
blick unter  einander  in  leitende  Verbindung,  und  veranlasst  dadurch 
eine  Entladung,  durch  welche  die  beiden  Belegungen  auf  das  Poten- 
tialniveau  Null  kommen,  so  bleiben  auf  den  Belegungen  noch  kleine 
Electricit&tsmengen  zurück,  welche,  dem  Vorigen  entsprechend,  mit 
-f-  ö»  ^^^  —  Ca  SBU  bezeichnen  sind. 

In  derselben  Weise  kann  man  die  Betrachtungen  weiter  fortsetzen, 
und  erhält  dadurch  die  ganze  Reihe  der  aufeinanderfolgenden,  an  Stärke 
abnehmenden  Rückstände,  welche  in  der  Wirklichkeit  beobachtet  werden. 

Von  Bezold,  welcher  neben  anderen  auf  die  Electricität  bezügli- 
chen sehr  schätzbaren  Arbeiten  auch  die  Frage  der  Rückstandbildung 
nach  Eohlrausch  wieder  aufgenommen  hat^),  gelangt  zu  dem  entge- 
gengesetzten Schlüsse,  dass  der  Rückstand  aus  einem  wirklichen  Ein- 
dringen der  ursprünglich  auf  den  Belegungen  befindlichen  Electricität 
in  das  Glas  zu  erklären  sei. 

Ich  muss  aber  gestehen,  dass  seine  Schlüsse  mich  nicht  überzeugt 
haben.  Insbesondere  scheint^s  mir,  als  ob  er  gerade  über  die  wesent- 
lichste Frage  etwas  zu  kurz  hinweggegangen  sei,  nämlich  über  die,  ob 
sich  überhaupt  aus  dem  Eindringen  der  Electricität  die  Entstehung 
eines  Rückstandes,  welcher  nach  einiger  Zeit  wieder  hervortritt,  und 
eine  der  ursprünglichen  Ladung  gleichartige  und  nur  der  Stärke  nach 
geringere  Ladung  bildet,  erklären  lasse.     Er  sagt  darüber  ^) : 

„Nach  stattgehabter  Entladung  ist  man  durchaus  nicht  genöthigt, 
anzunehmen,  dass  die  Glastheilchen  vermöge  einer  ihnen  eigenen  Re- 
pulsivkraffc  die  Electricitäten  wieder  herauspressen,  sondern  man  braucht 
sich  nur  zu  denken,  dass  die  jetzt  auf  den  Platten  abgelagerten  Elec- 
tricitätsmengen  entgegengesetzter  Art,  welche  dazu  verwandt  wurden, 
den  Potentialwerth  auf  0  zu  bringen ,  auch  wieder  nach  demselben  Ge- 
setse  eindringen,  so  dass  für  das  Wiederauftreten  ganz  dieselben  For- 
meln Geltung  hätten,  welche  sich  aus  der  anderen  Hypothese  ergeben.^ 

Diesem  Ausspruche  kann  ich  mich  nicht  anschliessen,  sondern  glaube» 
dasB  sich  aus  dem  Eindringet  der  Electricität  die  Entstehung  einer  nach 
der  Entladung  von  selbst  wieder  auftretenden  gleichartigen  Ladung 
nicht  erklären  lässt. 

Wir  wollen  uns  denken,  die  Franklin'sche  Tafel  mit  den  Belegun- 
gen  Ä  und  B  sei  ursprünglich  mit  den  Electricitätsmengen  -f"  Q  ^^^ 
—  Q  geladen,  und  von  diesen  seien  nach  Verlauf  einiger  Zeit  gewisse 
Xheile  in  das  etwas  leitende  Glas  eingedrungen.  Legen  wir  durch  die 
Grlaaschicht  eine  den  Belegungen  parallele  Mittelebene,  welche  die  Schicht 
in  zwei  Hälften  theilt,  so  wird  sich  alle  eingedrungene  positive  Electri- 


1)  Pogg.  Abo.  Bd.  CXIV,  S.  404  nnd  Bd.  CXXV,  S.  132. 
«)  Pogg.  Ann.  Bd.  CXIV,  S.  425. 
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cität,  welche  sich  nicht  etwa  schon  mit  entgegenkommender  negativer 
Electricität  vereinigt  hat,  in  der  nach  Ä  zu  liegenden  Hfilfte,  and  alle 
noch  getrennt  vorhandene  negative  Electricität  in  der  nach  B  za  liegen- 
den Hälfte  befinden.  Diese  in  den  beiden  Hälften  befindlichen  noch  ge- 
trennten Electricitätsmengen  mögen  4~  ü  ^^^  —  S  heissen. 

Wenn  nun  die  beiden  Belegungen  für  einen  Augenblick  leitend 
mit  einander  verbunden  werden,  so  dass  die  beiden  Potentialniveauz 
sich  zu  Null  ausgleichen,  während  die  im  Glase  befindlichen  EHectrici- 
täten  ihre  vorher  angenommenen  Lagen  nicht  merklich  ändern,  so  muss 
sich  dabei  auf  die  Belegung  Ä,  in  deren  Nähe  sich  die  innere  positive 
Electricität  befindet,  etwas  negative  Electricität,  und  auf  die  Belegung 
J9,  in  deren  Nähe  sich  die  innere  negative  Electricität  befindet,  etwas 
positive  Electricität  begeben.  Diese  beiden  jetzt  auf  Ä  und  B  gelagert 
ten  Electricitätsmengen,  welche  ihren  absoluten  Werthen  nach  natürlich 
kleiner  sind,  als  jene  inneren  Electricitätsmengen,  mögen  mit  —  qi 
und  -|-  qi  bezeichnet  werden. 

Wird  dann  nach  der  Entladung  die  Franklin^sche  Tafel  sich  selbst 
überlassen,  so  werden  im  Glase  wieder  Electricitätsbewegungen  stattfin- 
den, und  zwar  so,  dass  jedes  Electricitätstheilchen  sich  nach  der  Seite 
bewegt,  nach  welcher  an  der  betreffenden  Stelle  die  aus  allen  electri- 
schen  Kräften  resultirende 'Gesammtkrafb  gerichtet  ist.  Betrachten  wir 
nun  die  Electricitätsmenge  -j-  9»  welche  sich  in  der  nach  A  zu  liegen- 
den Hälfte  der  Schicht  befindet,  so  wird  ein  Theil  dieser  Electricitäts- 
menge auch  jetzt  noch  nach  innen  gehen,  indem  er  der  Anziehung  folgt, 
welche  die  in  der  anderen  Hälfte  der  Schicht  befindliche  negative  EHec- 
tricität  auf  ihn  ausübt.  Ein  anderer  Theil  dagegen  wird  der  Anzie- 
hung folgen ,  welche  die  jetzt  auf  der  Belegung  Ä  befindliche  Electrici- 
tätsmenge —  2i  auf  ihn  ausübt,  und  wird  somit  nach  aussen  gehen. 
Ebenso  muss  die  in  der  anderen  Hälfte  befindliche  Electricitätsmenge 
—  q  sich  verhalten.  Auf  diese  Weise  wird  sowohl  in  der  Mitte  der 
Schicht,  als  auch  in  der  Nähe  der  Belegungen  eine  allmälige  Vereini- 
gung entgegengesetzter  Electricitäten  stattfinden  und  der  Zustand  der 
Franklin^schen  Tafel  wird  sich  immer  mehr  dem  vollkommen  unelectri- 
schen  nähern. 

I  Wie  aber  unter  diesen  Umständen  auf  die  Belegung  Ä,  wo  sich 
unmittelbar  nach  der  Entladung  negative  Electricität  befand,  nachträg- 
lich wieder  getrennte  positive  Electricität  gelangen  soll  (was  man  doch 
zur  Erklärung  des  Rückstandes  annehmen  müsste),  kann  ich  nicht  ein- 
sehen. 

Dass  ein  Eindringen  der  Electricität  in  das  Glas  stattfinden  kann, 
bestreite  ich  keinen  Augenblick,  nur  glaube  ich  nicht,  dass  die  Rack- 
standUldung  daraus  erklärt  werden  kann.  Vielmehr  bin  ich  der  An- 
sicht, dass  ein  solches  Eindringen,  wenn  es  stattfindet,  im  Wesentlichen 
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nur  denselben  Erfolg  haben  kann ,  wie  die  durch  andere  Mängel  der 
Isolation  verursachten  Electricitätsverluste,  nämlich  allmälige  Schwä- 
chung der  disponibeln  Ladung  ohne  nachträglichen  Ersatz. 

Auch  ist  zu  bemerken,  dass  die  messenden  Versuche,  welche  von 
Bezold  ausgeführt  hat,  sich  nicht  sowohl  auf  die  Bildung  des  Rück- 
standes, als  vielmehr  auf  die  allmälige  Abnahme  der  disponibeln  La- 
dung beziehen. 

Ich  halte  daher  in  Bezug  auf  die  Rückstandbildung  die  von  Kohl- 
rausch  ausgesprochene  Ansicht,  wenigstens  in  ihrer  allgemeinsten  Form, 
für  richtig.  In  dieser  Form  kann  man  sie  etwa  so  aussprechen.  Durch 
Influenz  der  auf  den  Belegungen  befindlichen  Electricitäten  entsteht  ir- 
gend eine  Zustandsänderung  im  Inneren  des  Glases,  welche  bewirkt,  dass 
die  Potentialniveaudifferenz  der  Belegungen  abnimmt,  und^dass  im  Mo- 
mente der  Entladung  ein  Theil  der  auf  den  Belegungen  befindlichen 
Electricitäten  festgehalten  wird.  Nach  der  Entladung  wird  jene  innere 
Veränderung  zum  Theil  wieder  rückgängig,  und  dadurch  wird  von  den 
vorher  auf  den  Belegungen  festgehaltenen  Electricitätsmengen  der 
grösste  Theil  wieder  frei  und  es  entsteht  abermals  eine  Potentialniveau- 
differenz von  derselben  Art,  wie  die  ursprüngliche,  wodurch  eine  zweite, 
wenn  auch  bedeutend  schwächere,  Entladung  möglich  wird.  Dieser 
kann  aus  denselben  Gründen  eine  dritte  folgen,  u.  s.  w. 

Zur  Aufstellung  einer  ganz  speciellen  Theorie  der  im  Inneren  des 
Glases  eintretenden  Zustandsänderung  scheinen  mir  die  bis  jetzt  vor- 
handenen Beobachtungsdata  noch  nicht  den  nöthigen  Grad  von  Voll- 
ständigkeit und  Zuverlässigkeit  zu  besitzen.  Indessen  glaube  ich  doch, 
dass  es  nicht  ohne  Interesse  sein  wird,  wenn  ich  hier  unter  Voraus- 
setzung einer  bestimmten  Hypothese  eine  kleine  Rechnung  anstelle, 
um  zu  zeigen,  von  welcher  Art  der  Einfluss  ist,  den  die  Rückstandbil- 
dung auf  die  Resultate  der  vorstehenden  Abhandlung  haben  kann. 

Ich  will  dazu  die  Hypothese  wählen,  dass  sich  im  Inneren  des  Gla- 
ses Eörperchen  befinden,  welche  etwas  leitend  sind,  welche  aber  von 
einander  durch  nichtleitende  Zwischenräume  getrennt  werden,  so  dass 
die  Electricität  sich  nur  innerhalb  der  einzelnen  Eörperchen  bewegen, 
aber  nicht  von  einem  zum  anderen  übergehen  kann. 

Wenn  man  bei  der  anderen  oben  erwähnten  Hypothese,  dass  die 
Glastheilchen  schon  im  Voraus  olectrisch  polar  sind,  und  durch  die  von 
den  Belegungen  ausgehende  Kraft  nur  gerichtet  werden,  die  Neben- 
annahme macht,  dass  durch  die  Ablenkung  eines  Theilchens  aus  seiner  ur- 
sprünglichen Lage  eine  elastische  Gegenkraft  entstehe,  welche  das  Theil- 
chen  wieder  in  die  frühere  Lage  zurückzubringen  suche,  und  wenn  man 
ferner  voraussetzt,  dass  sowohl  die  durch  die  Richtung  der  Theilchen 
entstehende  Polarität  des  Glases,  als  auch  die  dadurch  hervorgerufene 
elastische  Gegenkraft  der  von   den   Belegungen   aus   wirkenden   Kraft 
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proportional  sei,  so  kann  man  die  Ergebnisse  der  ersten  Hypothese 
auch  als  für  diese  zweite  Hypothese  geltend  ansehen. 

Wenn  man  dagegen  bei  dieser  zweiten  Hypothese  annimmt,  dass 
der  Widerstand,  welchen  die  Cohäsion  der  Drehung  der  Theilchen  dar- 
bietet, nur  von  der  Art  einer  starken  Reibung  sei,  so  dass  aus  ihm  keine 
zurückdrehende  Kraft  erwachsen  könne,  und  dass  demnach  die  einzige 
Kraft,  welche  die  Theilchen  wieder  in  die  unregelmässige  Lage  zu  brin- 
gen suche,  diejenige  sei,  welche  durch  die  gegenseitige  electrische  Ein- 
wirkung der  electrisch  polaren  Theilchen  bedingt  ist,  so  muss  man  die 
mathematische  Behandlung  in  etwas  anderer  Weise  ausführen.  Auf 
diesen  Unterschied  in  der  Behandlungsart,  welcher  durch  die  Verschie- 
denheit der  gemachten  Voraussetzungen  nöthig  wird,  näher  einzugehen, 
würde  hier  zu  weit  führen,  und  ich  will  mich ,  wie  gesagt,  hier  auf  die 
oben  angegebene  Hypothese  beschränken,  welche  ich  vorzugsweise  des- 
halb gewählt  habe,  weil  ihre  Behandlung  durch  schon  vorhandene  Vor- 
arbeiten sehr  erleichtert  wird. 

Die  Electricitätsverluste  an  die  Luft  und  die  durch  mangelhafte 
Isolation  verursachten  Verluste  lasse  ich  dabei  ganz  unberührt,  indem 
der  Einfiuss ,  den  solche  Verluste  auf  die  Abnahme  der  Entladungswir* 
kungen  haben  müssen,  von  selbst  verständlich  ist. 


Da  die  im  Glase  angenommenen  leitenden  Körpertheilchen  unToU- 
kommene  Leiter  sein  sollen,  in  welchen  sich  die  Electricität  nur  lang- 
sam bewegen  kann,  so  werden  die  Körperchen  unter  dem  Einflüsse  von 
electrischen  Kräften  nicht  sofort  den  electrischen  Zustand  annehmen, 
welcher  diesen  Kräften  entspricht,  sondern  sich  diesem  Zustande  nur  all- 
mälig  nähern.  Wir  wollen  nun  aber  nicht  den  allmäligen  Verlauf  die- 
ser Veränderung,  sondern  nur  den  Grenzzustand,  welchem  das  Glas  un- 
ter dem  Einflüsse  der  von  aussen  her  wirkenden  electrischen  Kräfte 
zustrebt,  d.  h.  den  diesen  Kräften  entsprechenden  Gleichgewichtszustand 
betrachten.  Unter  diesen  Umständen  ist  unsere  Hypothese  im  Wesent- 
lichen dieselbe,  wie  die,  welche  Poisson  und  Green  ihrer  Behandlung 
des  Magnetismus  zu  Grunde  gelegt  haben,  und  wir  können  daher,  wenn 
'wir  aUes,  was  dort  von  nord-  und  südmagnetischem  Fluidum  gesagt  ist, 
auf  positive  und  negative  Electricität  anwenden,  ohne  Weiteres  die  Ton 
jenen  Mathematikern  schon  entwickelten  Fundamentalgleichungen  be- 
nutzen, und  brauchen  dieselben  nur  so  umzugestalten,  wie  sie  unseren 
speciellen  Zwecken  am  besten  entsprechen. 

Nach  eingetretenem  Gleichgewichte  mögen  folgende  Bezeichnungen 
gelten.      Die  Potentialfunction  der  ausserhalb  des  Glases  befindlicheo 
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Electricitätsmengen,  welche  auf  das  Glas  einwirken,  bezogen  auf  irgend 
einen  Ponct  im  Inneren  des  Glases,  dessen  Coordinaten  Xj  y,  g  sind,  wol- 
len wir  mit  V  bezeichnen,  und  die  Potentialfunction  der  im  Glase  selbst 
vorhandenen  getrennten  Electricitätsmengen  (also  deijenigen  positiven 
und  negativen  Electricitätsmengen,  welche  in  den  kleinen  leitenden 
Körperchen  durch  Influenz  von  einander  getrennt  sind,  und  sich  auf 
den  verschiedenen  Theilen  der  Oberflächen  der  Körperchen  gelagert 
haben),  wollen  wir  für  den  Punct  XtP^e  mit  U  bezeichnen  und  wegen  der 
Kleinheit  der  Körperchen  als  einQ  sich  stetig  ändernde  Function  behan- 
deln. Für  einen  bestimmten  zur  Betrachtung  ausgewählten  Punct  Pi 
dessen  Coordinaten  vorläufig  a,  2>,  c  heissen  mögen,  sollen  die  betreffen- 
den Werthe  derselben  beiden  Potentialfunctionen  zum  unterschiede 
mit  Vp  und  Up  bezeichnet  werden.  Der  Abstand  des  Punctes  x^y^ß 
vom  Puncte  p  möge  r  heissen.  Denken  wir  uns  nun  beim  Puncte 
x,y,z  ein  Raumelement  dv  genommen,  so  gilt  folgende  Gleichung: 


(») 


jj   ^  Sg  I     \d(V+  U)  \r) 

"  4:it{\—g)J      L       dx        '    dx 


dy  dy  de       '    de 


dt. 


worin   das  Integral  über  den  ganzen  Rauminhalt  der  gegebenen  Glas- 
masse zu  nehmen  ist. 

Die  Grösse  g,  welche  sich  in  dem  vor  dem  Integralzeichen  stehen« 
den  Bruche  befindet,  bedeutet  einen  von  der  Natur  des  betrachteten 
Stoffes  abhängigen,  und  daher  bei  einem  homogenen  Stoffe  constanten 
Coefficienten,  welcher  seinem  Werthe  nach  zwischen  0  und  1  liegt,  und 
angiebt,  bis  zu  welchem  Grade  der  betrachtete  Stoff  durch  Influenz  elec- 
trisch  werden  kann.  Um  eine  an  unsere  Hypothese  sich  anschliessende 
Anschauung  von  der  Bedeutung  der  Grösse  g  zu  gewinnen,  kann  man 
sich  denken,  dass  g  denjenigen  Bruchtheil  des  Volumens  der  gegebenen 
Masse  bedeute,  welcher  von  den  leitendeü  Körperchen  eingenommen  ist. 
Auf  die  Grösse  der  einzelnen  (als  sehr  klein  vorausgesetzten)  Körperchen 
kommt  es  nicht  an,  sondern  nur  auf  das  Gesammtvolumen  aller  in  einer 
Raumeinheit  der  Masse  befindlichen  Körperchen.  Auch  die  Gestalt  der 
Körperchen  ist  unwesentlich,  sofern  man  nur  annimmt,  dass  die  Körperchen 
nicht  mit  den  gleichen  Dimensionen  nach  gleichen  Richtungen,  sondern 
den  Richtungen  nach  so  unregelmässig  liegen,  dass  der  Stoff,  im  Ganzen 
betrachtet,  sich  nach  allen  Richtungen  gleich  verhält.  Körperchen,  welche 
vollkommen  unregelmässig  liegen,  so  dass  an  jeder  Stelle  jede  Lage 
gleich  wahrscheinlich  ist,  wirken,  wenn  sie  durch  Influenz  electrisch  ge- 
macht sind,  zusammen  ebenso,  als  ob  sie  lauter  Kügelchen  wären. 
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Denkt  man  eich  nnn  eine  Masse,  welche  durch  und  durch  vollkom- 
men nichtleitend  ist,  so  ist  in  dieser  ^  -=:  0  zu  setzen,  und  dadurch  geht 
die  vorige  Gleichung  in  17p  =  0  über.  Denkt  man  sich  dagegen,  dass 
die  leitenden  Körperchen  den  ganzen  Rauminhalt  der  Masse  erfüllen, 
so  ist  ^  =  1  zu  setzen.  Eine  solche  Masse  würde  sich,  auch  wenn 
man  an  der  Yorstellung  festhält,  dass  die  Electricit&t  nicht  von  einem 
Körperchen  zum  anderen  übergehen  kann,  doch  in  Bezug  auf  den  elec- 
trischen  Zustand,  den  sie  durch  Influenz  annähme,  ganz  so  verhalten, 
wie  ein  in  seinem  Inneren  leitender .  und  nur  an  der  Oberfläche  von 
Nichtleitern  begrenzter  Körper.  Für  den  Stofi^,  welchen  wir  speciell 
betrachten,  nämlich  das  bei  FrankHn'schen  Tafeln  und  Leidener  Fla- 
schen als  Isolator  angewandte  Glas,  kann  man  im  Voraus  annehmen, 
dass  g  viel  näher  an  0  als  an  1  liegt. 

In  der  Gleichung  (a)  lässt  sich  die  rechte  Seite  in  solcher  Weise 
umformen,  dass  wir  schliesslich  statt  einer  Integration  über  den  Raum- 
inhalt der  Masse  nur  noch  eine  Integration  über 'die  Oberfläche  aaszo- 
führen  haben. 

£s  gilt  nämlich  folgender  geometrischer  Satz.  Wenn  M  und  JV 
zwei  Functionen  der  Raumcoordinaten  a?,  y,  z  sind,  so  ist: 


J  \dx    dx       dy    dy       dz     dz)  J 


(b)  =-/ 


M^dmx 


Hierin  ist  dXy  wie  vorher,  ein  Raumelement,  und  das  Integral  an  der 
linken  Seite  ist  über  den  ganzen  Rauminhalt  des  betrachteten  Körpers 
zu  nehmen.  In  den  beiden  an  der  rechten  Seite  der  Gleichheitszei- 
chen befindlichen  Ausdrücken  beziehen  sich  di^  in  erster  Stelle  stehen- 
den Integrale  ebenfalls  auf  den  Rauminhalt,  und  die  darin  vorkommenden 
Zeichen  ^"M.  und  ^"N  bedeuten  die  aus  dem  Früheren  schon  bekann- 
ten Differentialausdrücke,  nämlich: 

d^M    ,     d^M    ,    d'^M 
dx^    ^    dy^    ^   dz^ 

dx^    ^    dy^    ^    dz"" 

In  den  an  der  rechten  Seite  in  zweiter  Stelle  stehenden  Integra- 
len bedeutet  dGi  ein  Element  der  Oberfläche  und  -i —  und  -r—    sollen 

dn  dn 

diejenigen  Differentialcoefficienten  von  M  und  N  sein,  welche  nach  der 
an  der  betreffenden  Stelle  der  Oberfläche  errichteten  Normale  ge- 
nommen sind,  und  zwar  soll  die  Normale  dabei  nach  innen  zu  als  po- 
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sitiy  gerechnet  sein.  Diese  Integrale  sind  über  die  ganze  Oberfläche 
des  gegebenen  Körpers  zu  nehmen  ^). 

Für  den  Fall,  dass  die  Grössen  iSlL  and  N  nebst  ihren  ersten  und 
zweiten  Differentialcoefflcienten  innerhalb  des  ganzen  betrachteten  Rau- 
mes überall  endliche  Werthe  haben,  müssen  natürlich  auch  die  Inte- 
grale bestimmte  endliche  Werthe  haben.  Sollten  dagegen  die  Grössen 
If  und  N  oder  ihre  ersten  und  zweiten  Dififerentialcoefficienten  innerhalb 
des  Raumes  irgendwo  unendlich  gross  werden,  so  bedarf  es  einer  be- 
sonderen Betrachtung,  um  zu  entscheiden,  ob  die  Integrale  dessen- 
ungeachtet 1)estimmte  endliche  Werthe  haben,  oder  nicht,  und  es  versteht 
sich  von  selbst,  dass  nur,  wenn  ersteres  stattfindet,  die  Gleichungen  an- 
wendbar sind. 

Wenn  wir  nun  in  den  Gleichungen  (b)  setzen: 

M=  F+  l7undJV  =  — , 

r 

so  können  wir  sie  zur  Umformung  des  in  der  Gleichung  (a)  vorkom- 
menden Integrals  benutzen.  Wir  können  dabei  von  den  beiden  in  (b) 
an  der  rechten  Seite  der  Gleichheitszeichen  stehenden  Ausdrücken  ent- 
weder den  ersten  oder  den  zweiten  anwenden.  Green  hat  die  Umfor- 
mung in  der  Weise  ausgeführt,  dass  er  den  ersten  Ausdruck  angewandt 
hat;  für  unseren  gegenwärtigen  Zweck  dagegen  ist  die  Umformung, 
welche  man  durch  Anwendung  des  zweiten  Ausdruckes  erhält,  vorzu- 
ziehen. 

Dieser  zweite  Ausdruck  lautet,  nachdem  man  für  M  und  N  die 
vorher  genannten  Werthe  gesetzt  hat: 


-/(F+^).^(l).r-J(F+lO%^ 


d(0. 


Für  das  erste  der  beiden  hierin  vorkommenden  Integrale  lässt  sich  so- 
fort ein  bestimmter  Werth  angeben,  und  zwar  ist  dieser  Werth  ver- 
schieden je  nachdem  der  Punctj?,  von  welchem  aus  die  Entfernung  r  gemes- 
sen wird,  sich  ausserhalb  oder  innerhalb  desjenigen  Raumes  befindet,  auf 
welchen  die  Integration  sich  bezieht,  also  für  unsere  Untersuchung 
ausserhalb  oder  innerhalb  des  Glases.  Da  wir  es  im  Folgenden  immer 
nur  mit  dem  Falle  zu  thun  haben  werden,  wo  der  Punct  j9  sich  ausser^ 
halb  des  Glases  befindet ,  so  können  wir  uns  von  vornherein  auf  diesen 
Fall,  welcher  der  einfachere  ist,  beschränken.    Wenn  p  ausserhalb  eines 


1)  Wenn  man  die  beiden  an  der  rechten  Seite  der  Gleichheitszeichen 
befindlichen  Ausdrücke  unter  einander  gleich  setzt,  so  erhält  man  die  in 
§.  20  der  Einleitung  (S.  92)  unter  (51)  angeführte  Gleichung,  worin  nur 
Ü  und    F  an  der  Stelle  von  ilf  und  iV  stehen. 

ClausioB,  mech.  Wärmetheorie,   ü.  10 
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gegebenen  Raumes  liegt,  so  ist  für  alle  innerhalb  dieses  Raumes  liegende 
Pancte  ^  (  — )  =  0,  und  man  hat  daher  zu  setzen: 


/(F+r7).^(i) 


Durch  specielle  Betrachtungen,  wie  sie  in  der  Potentialtheorie  angesteUt 
werden,  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  diese  Gleichung  unverändert 
gültig  bleibt,  wie  nahe  auch  der  Punct  p  an  die  Oberfläche  des  RanmeB, 
auf  welchen  die  Integration  sich  bezieht,  heranrücken  mag.  Durch  An- 
wendung dieser  Gleichung  reducirt  sich  der  vorige  Ausdruck  auf: 

r      4-) 

Substituirt  man  diesen  Ausdruck  für  das  in  der  Gleichung  (a)  vor^ 
kommende  Integral,  so  erhält  man  folgende  bedeutend  einfachere 
Gleichung: 


"'  =  I^F^/*"  +  « 


d 


(7) 


Diese  Gleichung  wollen  wir  nun  auf  die  Franklin'sche  Tafel  an- 
wenden, und  zwar  wollen  wir  der  Einfachheit  wegen  eine  Franklin'sche 
Tafel  mit  kreitförimgen  Belegungen  voraussetzen.  Die  planparallele 
Glasplatte,  welche  die  beiden  Belegungen  von  einander  trennt,  ist  der 
zu  betrachtende  Körper;  wir  brauchen  aber  nicht  die  ganze  Glasplatte 
zu  betrachten,  sondern  können  die  Betrachtung  auf  das  kreisförmige 
Stück  derselben,  welches  gerade  zwischen  den  Belegungen  liegt,  be- 
schränken, indem  der  über  die  Belegungen  hinausragende  Theil,  welcher 
den  freien  Rand  bildet,  durch  die  Ladung  der  Belegungen  jedenfalls 
nur  eine  sehr  geringe  Aenderung  seines  inneren  Zustandes  erleiden, 
und  daher  auch  nur  sehr  wenig  dazu  beitragen  kann,  den  Werth  der 
Potentialfunction  U  zu  ändern.  Der  Körper ,  über  dessen  Oberflache 
die  Integration  ausgeführt  werden  muss,  ist  also  ein  sehr  flacher  Cj- 
linder  mit  kreisförmigen  Grundflächen. 

Den  Punct  p^  für  welchen  der  mit  Up  bezeichnete  Werth  von  ü 
zunächst  bestimmt  werden  soll,  wollen  wir  folgendermaassen  wählen. 
Auf  der  Kreisfläche ,  auf  welcher  die  Belegung  Ä  sich  befindet,  denken 
wir  uns  im  Mittelpuncte  eine  nach  Aussen  gehende  Normale  errichtet. 
In  dieser  Normale  soll  p  liegen ,  und  zwar  so  nahe  an  der  Kreisfläche, 
dass  der  Abstand  von  derselben  gegen  die  Dimensionen  der  Platte  üb 


•/. 
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verschwindend  klein  anzusehen  ist.     Wir    wollen  den    so  bestimmten 
Pnnct  p  kurz  die  Mitte  der  Belegung  Ä  nennen. 

Um  nun  die  in  der  Gleichung  (c)  vorgeschriebene,  auf  die  Ober- 
fläche des  flachen  Glascylinders  bezügliche  Integration  auszuführen, 
können  wir  die  Oberfläche  in  drei  Theile  theilen,  1)  die  Kreisfläche, 
welche  mit  der  Belegung  Ä  bedeckt  ist,  2)  die  gegenüberliegende. 
Kreisfläche,  welche  mit  der  Belegung  B  bedeckt  ist,  3)  die  Gylinder- 
fläche,  welche  die  Umfinge  der  beiden  Kreisflächen  verbindet. 

Für  die  beiden  Kreisflächen  ist  die  Integration  sehr  leicht  aus- 
führbar, weil  auf  jeder  der  Belegungen  die  durch  die  Summe  F  -)-  t7 
dargestellte  gesammte  Potentialfunction  einen  constanten  Werth  haben 
muss. 

Um  far  die  erste,  mit  der  Belegung  Ä  bedeckte  Kreisfläche  die 
Rechnung  anzustellen ,  wollen  wir  uns  vorläufig  den  Punct  p  nicht  in 
anmittelbarer  Nähe  der  Fläche  denken,  sondern  wollen  annehmen,  er 
liege  in  der  im  Mittelpuncte  nach  Aussen  hin  errichteten  Normale  um 
eine  beliebige  Strecke  l  von  der  Fläche  entfernt.  Nun  denken  wir  uns 
an  irgend  einem  anderen  Puncto  der  Kreisfläche,  welcher  um  die  Strecke 
Q  vom  Mittelpuncte  entfernt  ist,  auf  der  Fläche  eine  in  das  Glas  hin- 
eingehende Normale  von  der  Länge  n  errichtet.  Wenn  dann  r  die 
Entfernung  des  Endpunctes  dieser  Normale  vom  Puncto  p  bedeutet 
BD  hat  man: 

Hieraus  ergiebt  sich: 

!© . 

an  [q9  -).  (Z  +  »)2]*A 

Setzt  man  hierin,  wie  es  sein  muss,  wenn  der  Difierentialcoefficient  sich 
auf  die  Oberfläche  des  Glases  beziehen  soll,  n  =  0,  so  kommt: 


l  -\~  n 


(^ 


l 


Bezeichnen  wir  nun  noch  den  constanten  Werth,  welchen  die  Summe 
V  -{-  ü  auf  dieser  Kreisfläche  hat,  mit  £,  und  nennen  den  Radius  des 
Kreises  a,  so  ist  der  auf  diese  Kreisfläche  bezügliche  Theil  des  Integrales, 
welcher  von  dem  ganzen  Integrale  dadurch  unterschieden  werden  soll, 
dass  das  unter  dem  Integralzeichen  stehende  Fläohenelement  d(0  mit 
dem  Index  I  versehen  wird: 


10* 
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=  —  inK  (l  —         ^        V 

Nehmen  wir  nun  endlich  dem  Obigen  entsprechend  an,  der  Punct  p, 
welchen  wir  uns  vorläufig  in  einer  beliebigen  Entfernung  l  von  der 
Fläche  gelegen  dachten,  liege  so  nahe  an  der  Fläche,  dass  l  gegen  die 
Dimensionen  der  Platte  als  verschwindend  klein  anzusehen  sei,  so  geht 
die  vorige  Gleichung  über  in: 


; 


(7) 


(d)  j{v^  ^-j^r^'^  =  -  ^''^- 

Wir  wollen  nun  in  entsprechender  Weise  den  Theil  des  Integrales, 
welcher  sich  auf  die  gegenüberliegende  mit  der  Belegung  B  bedeckte 
Kreisfläche  bezieht,  bilden,  wobei  wir  den  Punct  p  von  vornherein  als 
dicht  an  der  ersten  Kreisfläche  liegend  annehmen  wollen.  Denken  wir 
uns  in  einem  Puncte  der  zweiten  Kreisfläche,  welcher  von  ihrem  Mit- 
telpunote  um  die  Strecke  ^  entfernt  ist,  auf  der  Fläche  eine  Normale 
von  der  Länge  n  in  das  Glas  hinein  errichtet,  so  erhalten  wir,  wenn  r 
die  Entfernung  des  Endpunctes  der  Normale  vom  Puncte  jp  bedeutet, 
und  der  Abstand  der  beiden  Kreisflächen  von  einander  mit  e  bezeich- 
net wird,  die  Gleichung: 

r=Vp«  +  (c  —  n)\ 
woraus  folgt: 


(^ 


c  —  n 


oder,  wenn  wir  in  diesem  Ausdrucke,  um  ihn  auf  die  Kreisfläche  selbst 
zu  beziehen,  n  =  0  setzen: 


<t) 


dn  (pS  ^  c2)%' 

Der  constante  Werth ,  welchen  die  Summe  F  -f-  CT  auf  dieser 
Kreisfläche  hat ,  sei  mit  f  bezeichnet,  dann  erhält  mau  fCür  den  zwei- 
ten Theil  des  Integrales,  welcher  dadurch  von  dem  ganzen  Integrale 
unterschieden  werden  soll,  dass  c7(0  mit  dem  Index  2  versehen  wird, 
den  Ausdruck: 
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c 


Denkt    man    sich    diesen    Ausdruck    nach  Potenzen  von  —entwickelt 

a 

und  vernachlässigt  die  Glieder  von    höherer   als  erster  Ordnung,   so 

kommt: 


(e) 


r      4-) 


Nun  muss  endlich  noch  die  Gylinderfläche,  welche  die  Ereisum- 
fange  verbindet,  betrachtet  werden.  An  irgend  einer  Stelle  dieser 
Gylinderfläche,  welche  vom  Umfange  des  ersten  Kreises  um  die  Strecke 
IS  entfernt  ist,  denke  man  sich  eine  nach  innen  gehende  Normale  von 
der  Länge  n  errichtet,  dann  ist  die  Entfernung  r  des  Endpunctes  die- 
ser Normale  von  unserem  Puncto  p  bestimmt  durch  die  Gleichung: 

und  daraus  folgt: 


(7) 


a  —  n 


^w  [(a  —  n)^  +  e'^f' 

oder,  wenn  wir  hierin  wieder  n  =  0  setzen: 


(^) 


a 


Der  Werth  der  Summe  V  -\-  U  ist  auf  der  Gylinderfläche  nicht 
überall  gleich,  sondern  ändert  sich  in  der  vom  einen  Kreisumfange 
zum  anderen  gehenden  Richtung.  Wenn  der  Abstand  c  der  beiden 
Kreise  gegen  ihren  Radius  a  klein  ist ,  so  kann  man  mit  grosser  An- 
näherung annehmen ,  dass  der  Werth  der  Summe  V  -\~  U  sich ,  wenn 
man  in  einer  die  beiden  Kreisumfönge  verbindenden  Seite  desGylinders 
fortschreitet,  gleichmässig  ändert,  und  man  kann  daher  für  einen  Punct, 
welcher  von  dem  ersten  Kreisumfange  um  die  Strecke  0  entfernt  ist, 
setzen: 

V  +  ür=  K  +  = 0. 
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Demnach  erhält  man  für  den  auf  die  Gylinderfläche  bezüglichen  Theil 
des  Integrales,  in  welchem  do)  mit  dem  Index  3  versehen  werden  soll: 


J  (r+  U)'-^da.,  =  2.aJ(K  +  ^^)(^ 


adz 


2    +    0«)% 


Denkt  man   sich   diesen  Ausdruck  wieder   nach  Potenzen   von  —  ent- 

a 

wickelt,  und  vernachlässigt  die  Glieder  von  höherer  als  erster  Ordnung, 

so  kommt: 


/("+ ^'4P 


Vereinigen  wir  nun  die   drei  unter  (d),  (e)  und    (f)  gegebenen 
Theile  des  Integrales,  so  erhalten  wir: 

oder  anders  geordnet: 


(g) 


i  (^+  ^^^^  '^•^  =  2«^^'  -  ^>  0  - '  i) 


Diesen  Werth  des  Integrales  haben  wir  auf  die  Gleichung  (c)  an- 
zuwenden, wodurch  entsteht: 

Hierin  wollen  wir  noch  die  Bezeichnung  ein  Wenig  ändern.  Da  wir 
von  jetzt  an  die  Potentialfunctionen  V  und  ü  nur  in  den  Mitten  der 
beiden  Belegungen  zu  betrachten  haben,  so  wollen  wir  in  Ueberein- 
stimmung  mit  der  in  der  vorstehenden  Abhandlung  angewandten  Be- 
zeichnungsweise die  Werthe,  welche  die  Potentialfunctionen  in  der  Mitte 
der  Belegung  Ä  haben ,  einfach  mit  V  und  ü,  und  die  Werthe,  welche 
sie  in  der  Mitte  der  Belegung   B  haben,  mit  V'  und   If  bezeichnen. 

Dann  ist  zu  setzen: 

K  =  V  +  ü 
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und  zugleich  ist,  da  der  Punct  p  sich  in  der  Mitte  der  Belegung  Ä  be- 
finden soll,  zu  setzen: 

üp  =  U. 

Dadurch  geht  die  Gleichung  (h)  über  in: 


(0 


■^=Hr^)('-+"'-'^-K'-äT) 


Um  die  entsprechende  Gleichung  für  den  Fall ,  wo  der  Punct  p 
sich  in  der  Mitte  der  Belegung  B  befindet,  zu  bilden,  braucht  man  in 
der  vorigen  Gleichung  nur  die  accentuirten  und  unaccentuirten  Buch- 
staben zu  vertauschen,  also: 

Subtrahirt  man  diese  beiden  Gleichungen  von  einander,  so  kommt: 

und  hieraus  ergiebt  sich  die   gesuchte  zur  Bestimmung  der  Potential- 
niveaudifferenz U  —  ü*  dienende  Gleichung,  nämlich: 

«    ''-"•  =  -rT^(>-,T^)-iy-n 

Von  dieser  Gleichung  wollen  wir  im  Folgenden  Gebrauch  machen. 

Zu  dem  Zwecke  ist  noch  eine  Bemerkung  nöthig.  Die  in  dieser 
Gleichung  vorkommende  Differenz  V  —  V*  hat  bei  einer  geladenen 
Franklin'schen  Tafel  nicht  ganz  genau  denselben  Werth,  welchen  man  • 
in  dem  Falle  erhalten  würde,  wenn  die  beiden  Belegungen  mit  eben  so 
grossen  Electricitätsm engen  geladen  wären,  aber  das  Glas  keinen  pola- 
ren Zustand  angenommen  hätte.  Durch  diesen  Zustand  des  Glases  wird 
nämlich  bewirkt ,  dass  die  Electricität  auf  den  Belegungen  eine  etwas 
andere  Anordnung  annimmt,  als  die,  welche  sie  ohne  denselben  anneh- 
men würde.  Der  Unterschied  in  der  Anordnung  der  Electricität  kann 
aber  nur  ein  sehr  geringer  sein. 

Die  Electricität  auf  den  Belegungen  würde  sich  nämlich  schon  in 
dem  Falle,  wenn  das  Glas  nur  einfach  als  Isolator  wirkte,  so  nahe  gleich- 
massig  über  die  ganzen  Flächen  verbreiten ,  dass,  mit  Ausnahme  der 
Stellen  in  unmittelbarer  Nähe  des  Randes,  die  an  irgend  einer  Stelle 
stattfindende  Dichtigkeit  von  der  mittleren  Dichtigkeit  nur  um  eine 
Grösse  abweichen  würde,  die  im  Yerhältniss   zur  ganzen  Dichtigkeit 

von  der  Ordnung  —  wäre.     Da  nun  der  im  Glase  eintretende  polare 

Zustand  nur  bewirken  kann,  dass  die  Electricität  auf  den  Belegungen 
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sich  nooh  gleichmässiger  verbreitet,  als  es  ohne  diesen  Zustand  ge- 
schehen würde,  so  können   die  dadurch  eintretenden  Aenderungen  in 

der  Dichtigkeit  jedenfalls  auch  nur  Grössen  von  der  Ordnung  —    sein. 

Die  durch  diese  kleinen  Aenderungen  der  Electricitätsvertheiliing 
bewirkte  Aenderung  der  Potential niveaudifferenz  V  —  Y*  kann  na- 
türlich auch  nur  eine  Grösse  sein,  welche  im  Verhältniss  zu  ibrei^ 
ganzen    Werthe    von    derselben    Ordnung,     also    von    der    Ordnung 

—  ist. 
a 

In  den  vorstehenden  Rechnungen  haben   wir  bei  den  Reihenent- 

c 
Wickelungen  nach  —  die    Glieder    erster    Ordnung    noch    berücksich- 

a 

tigt,  dagegen  die  Glieder  von  höheren  Ordnungen  vernachlässigt 
Wenn  wir  uns  aber  mit  einem  geringeren  Grade  von  Genauigkeit  be- 
gnügen, und  auch  die  Glieder  erster  Ordnung  vernachlässigen  wollen, 
so  können  wir  den  in  der  so  vereinfachten  Gleichung  vorkommenden 
Werth  von  V  —  V  ohne  Weiteres  als  gleichbedeutend  betrachten  mit 
demjenigen  Werthe,  welchen  man  bei  denselben  Electricitätsmengen 
ohne  den  polaren  Zustand  des  Glases  erhalten  würde. 

Yon  der  so  vereinfachten  Gleichung  lässt  sich  femer  sagen,  daas 
sie  nicht  bloss  für.  Franklin^sche  Tafeln  mit  kreisförmigen  Belegungen, 
sondern  auch  für  Franklin'sche  Tafeln  mit  anders  gestalteten  Bele- 
gungen und  auch  für  Leidener  Flaschen  gilt.  Es  zeigt  sich  nämlich 
in  den  vorstehenden  Rechnungen ,  dass  die  auf  den  Umfang  bezügli- 
chen Glieder,  welche  allein  von  der  angenommenen  Kreisgestalt  abhan- 

gen,  von  der  Ordnung  —  sind,  und  allgemein  kann   man  sagen«  dass 

die  von   der  Gestalt  der  Belegungen  abhängigen  Glieder  von  der  Ord- 

nung  —=  sind,  wenn  s  der  Flächeninhalt  der  Belegungen  ist.     Was 
V  s 

ferner  die  von   der  Krümmung  der  Flächen  abhängigen  Glieder  anbe* 

trifft,  so  können  diese,  wenn  die  Krümmungen  nicht  so  stark  sind,  dass 

die  Krümmungsradien  gegen  v  s  klein  sind,  auch  nur  von   der   Ord- 

nung    ^7=  sein.     Es  ergiebt  sich  hieraus,  dass  man  durch  Yemachläs- 
V  8 

sigung  der  Glieder  von  der  Ordnung  77=  eine  Gleichung  erhält,   wel- 

V  8 

che  von  der  Gestalt  und  Krümmung  der  Belegungen  unabhängig  ist. 
In  der  so  vereinfachten  Form  lautet  die  Gleichung  (1): 

(m)  u-V=-—^{V-V). 
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An  diese  Gleichung  können  wir  sofort  auch  diejenige  aofechliessen, 
welche  die  ganze  wirklich  stattfindende  Potentialniveaudifferenz  der 
beiden  Belegungen  ausdrückt.  Die  gesammte  Potentialfunction  aller 
getrennten  Electricitätsmengen  (sowohl  der  auf  den  Belegungen,  als 
auch  der  auf  den  polaren  Glastheilchen  befindlichen)  ist  innerhalb  der 
einen  Belegung  F  +  ^  'ind  innerhalb  der  anderen  Belegung  F'  +  CT 
und  die  zwischen  den  Belegungen  im  Ganzen  stattfindende  Poten- 
tialniveaudifferenz ist  somit  F  +  ü  —  Y  —  Ü*.  Diese  Grösse  erhal- 
ten wir,  wenn  wir  an  beiden  Seiten  der  vorigen  Gleichung  F  —  V 
hinsuaddiren.     Dadurch  kommt: 

Diese  Gleichung  sagt  aus,  dass  die  Potentialniveaudifferenz,  welche  bei 
der  Ladung  einer  Franklin'schen  Tafel  oder  Leidener  Flasche  mit 
gewissen    Electricitätsmengen  wirklich    eintritt,   im   Verhältnisse  von 

:  1  kleiner  ist,  als  diejenige  Potentialniveaudifferenz,  welche 

I  if 

bei  Anwendung  derselben  Electricitätsmengen  eintreten  würde,  wenn 
das  Glas  keinen  polaren  Zustand  annähme,  sondern  einfach  als  Isolator 
wirkte. 

Die  beiden  vorigen  Gleichungen  kann  man  noch  in  der  Weise  ab- 
ändern, dass  man  an  der  rechten  Seite  statt  der  Grösse  V ^ —  F'  eine 
der  betreffenden  Electricitätsmengen  einführt.  Die  auf  den  beiden 
Belegungen  befindlichen  Electricitätsmengen  können  bei  dem  jetzt  von 
uns  als  genügend  betrachteten  Grade  von  Genauigkeit  als  den  absolu- 
ten Werthen  nach  unter  einander  gleich  angesehen  und  daher  durch  Q 
und  —  Q  bezeichnet  werden.  Zur  Bestimmung  der  Grösse  Q  dient 
folgende  Gleichung,  welche  der  ersten  der  unter  (44)  in  der  Einleitung 
stehenden  Gleichungen  entspricht,  wenn  man  darin  8  gegen  1  vernach- 
lässigt und  das  Glied,  welches  nicht  c  im  Nenner  hat,  fortlässt: 

(o)  Q=--^{y-n 

Mit  Hülf^  dieser  Gleichung  lassen  sich  die  beiden  vorigen  umfor- 
men in: 

•  s         1  +  2flr  ^ 

(,)  y^v-r-V^-^.l^^q. 

Es  muss  nun  weiter  untersucht  werden,  wie  der  durch  die  vor- 
stehenden Gleichungen  bestimmte  Zustand  sich  durch  die  Entladung 
ändert. 
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Die  Entladung  denken  wir  uns  dadurch  bewirkt,  dass  für  eine 
sebr  kurze  Zeit  die  beiden  Belegungen  leitend  verbanden  werden,  so 
dass  ihre  Potentialniveaudifferenz  Null  wird,  und  nehmen  an,  dass  der 
innere  polare  Zustand  des  Glases  sich  während  dieser  kurzen  Zeit  nicht 
merklich  ändere.  Es  sollen  dann  die  nach  der  Entladung  noch  auf 
den  Belegungen  befindlichen  Electricitätsmengen  bestimmt  werden. 

Wenn  sich  nach  der  Entladung  auf  den  Belegungen  gar  keine  ge* 
trennten  Electricitäten  befänden,  so  würde  wegen  des  polaren  Zostan- 
des  des  Glases  zwischen  den  Belegungen  die  PotentialniveaudifferenB 
ü  —  If  bestehen.  Soll  also  in  der  Wirklichkeit  die  Potentialniveau- 
differenz  Null  sein,  so  müssen  sich  auf  den  Belegungen  noch  Electrici- 
tätsmengen befinden,  welche  fär  sich  allein  die  Potentialniveaudifferenz 
—  (ü  —  If)  verursachen  würden.  Nennen  wir  diese  Electricitäts- 
mengen Qi  und  —  Qi,  80  gilt  zur  Bestimmung  derselben,  entsprechend 
der  Gleichung  (o),  die  Gleichung: 

und  wenn  wir  hierin  für  U  —  If  den  in  (p)  gegebenen  Werih  seisen, 
so  kommt: 

Wenn  nun  die  Tafel  oder  Flasche  eine  Zeit  lang  sich  selbst  über- 
lassen wird,  80  nimmt  die  Polarität  des  Glases  ab,  bis  nur  noch  eine 
so  grosse  Polarität  übrig  ist,  wie  durch  die  jetzt  noch  auf  den  Bele- 
gungen befindlichen  EUectricitätsmengen  aufrecht  erhalten  werden  kann. 
Die  dieser  verminderten  Polarität  entsprechende  Potentialniveaudiffe- 
renz, welche  TJi  —  TJi  heissen  möge,  muss  zu  den  jetzt  auf  den  Bele- 
gungen befindlichen  Electricitätsmengen  Qi  und  —  Qi  in  derselben 
Beziehung  stehen,  wie  die  der  ursprünglichen  Polarität  entsprechende 
Potentialniveaudifferenz  TJ  —  U'  zu  den  ursprünglich  vorhandenen 
Electricitätsmengen  Q  und  —  Q,  Wir  haben  also  gemäss  den  Glei- 
chungen (p)  und  (s)  zu  setzen: 

Wird  nun  wieder  durch  eine  leitende  Verbindung  von  sehr  kur- 
zer Dauer  eine  Entladung  bewirkt,  so  bleiben  dabei  auf  den  Belehn- 
gen  die  Electricitätsmengen  Q%  und  —  Qq^  welche  zu  der  Differens 
Ui  —  üy  in  derselben  Beziehung  stehen,  wie  ^i  und  —  d  zu  der 
Differenz  TJ  —  TJ*,  Demnach  hat  man  gemäss  den  Gleichungen  (r) 
und  (t)  zu  setzen: 
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Ebenso  erhält  man  für  die  Potentialniveaudifferenz  ü^  —  ü^'f 
welche  demjenigen  polaren  Zustande  entspricht,  der  nach  der  zweiten 
Entladung  nach  Verlauf  einiger  Zeit  noch  übrig  ist ,  und  für  die  Elek- 
tricitätsmengen  Q^  und  —  Qs,  welche  defngemäss  bei  der  dritten  Ent- 
ladung noch  auf  den  Belegungen  bleiben,  die  Gleichungen: 

(V)      e3=^(i^,-^.o=(,-^y«, 

und  in  derselben  Weise  kann  man  weiter  fortfahren. 

Die  vorstehenden  Gleichungen  nehmen  eine  etwas  einfachere  Form 
an,  wenn  man  eine  neue  Grösse  m  mit  der  Bedeutung 


(w) 


1  +2g 


einführt,  welche  man  den  BücJcstandscoB/fidenten  nennen  kann.     Dann 
lauten  die  Gleichungen: 


«•  =  4^c<^   -^')  =  '«« 


(x) 


8 


Q^  =  J^.iü,  -  U/)  =  m^ Q 


etc. 

£s  bleibt  nun  noch  übrig,  in  den  verschiedenen  nach  einander 
stattfindenden  Zuständen  das  Potential  der  gesammten  Electricität  auf 
sich  selbst  zu  bestimmen. 

Nach  dem,  was  in  der  vorstehenden  Abhandlung  gesagt  ist,  erhält 
man  dieses  Potential  dadurch ,  dass  man  jedes  Electricitätselement  mit 
dem  betreffenden  Potentialniveau  multiplicirt ,  dann  die  Integration 
über  alle  vorhandenen  getrennten  Electricitätsmengen  ausführt,  und 
das  so  gebildete  Integral  mit  \  multiplicirt. 

Diese  Bestimmung  wollen  wir  zuerst  für  denjenigen  Zustand  aus- 
fuhren ,  welcher  bei  der  ursprünglichen  Ladung ,  also  vor  der  ersten 
Entladung  stattfindet.  Die  Electricitätsmengen,  über  welche  die  Inte- 
gration sich  zu  erstrecken  hat,  sind  erstens  die  Mengen  Q  und  —  Q, 
welche  sich  auf  den  Belegungen  befinden,  und  zweitens  die  sämmtlichen 
kleinen  Electricitätsmengen,  welche  sich  auf  den  polaren  Glastheilchen 
befinden. 
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Die  letzteren  lassen  sich  sehr  kurz  abmachen.  Wenn  ein  leitendes 
Glastheilchen  durch  Influenz  bis  zum  Gleichgevrichtszustande  electriach 
polar  geworden  ist,  so  ist  das  Potentialniveau  in  ihm  constant.  Da  fer- 
ner die  auf  ihm  befindlichen  getrennten  Electricitäten  aus  gleichen 
Mengen  positiver  und  negativer  Electricität  bestehen,  so  ist  der  Theil 
des  Integrales,  welcher  sich  auf  diese  beiden  Electricitätsmengen  be- 
zieht, Null.  Dasselbe  gilt  von  allen  leitenden  Glastheilchen  in  gleicher 
Weise,  und  man  kann  daher  den  ganzen  Theil  des  Integrales,  welcher 
sich  auf  die  auf  den  leitenden  Glastheilchen  befindlichen  getrennten 
Electricitäten  bezieht,  ohne  Weiteres  gleich  Null  setzen. 

Es  bleiben  also  nur  noch  die  Electricitätsmengen  Q  und  —  Q. 
welche  sich  auf  den  Belegungen  befinden,  zu  betrachten.  Da  auf  jeder 
Belegung  das  Potentialniveau  constant  ist,  nämlich  auf  der  einen  V  -\-ü 
und  auf  der  anderen  F'  +  ?/,  so  reducirt  sich  für  jede  dieser  bei- 
den Electricitätsmengen  der  betreffende  Theil  des  Integrales  auf  ein 
einfaches  Product,  nämlich  auf  die  Producte  §  (F  +  ^  imd 
—  ö  (^  "1"  ^»  und  man  erhält  somit  für  das  Potential  der  gesammten 
Electricität  auf  sich  selbst,  welches  W  heissen  soll,  die  Gleichung: 

(y)  W=\Q  (V+  U^  r  -  IT). 

Hierauf  ist  die  Gleichung  (q)  anzuwenden,  welche,  nachdem  man  ge- 
mäss   der   Gleichung    (w)   statt    des  Bruches  ;; — ; — ^    die  Differenz 

l  +  2g 

1  —  m  gesetzt  hat,  lautet: 

F+C^~F—  rr=-  i^  (1  -  m)  Q. 

s 

Dadurch  erhält  man: 

(z)  w==-^{l-m)Q^. 

s 

Wenn  das  Glas  nicht  polar  geworden  wäre,  sondern  einfach  ak 
Isolator  wirkte ,-  so  wären  die  Potentialniveaux  der  beiden  Belegangen 
F  und  F',  und  die  auf  den  Belegungen  befindlichen  Electricitätsmen- 
gen  Q  und  —  Q  wären  die  einzigen  vorhandenen  getrennten  Electri- 
citäten. Das  Potential  der  gesammten  Electricität  auf  sich  selbst  würde 
daher  sein: 

Setzt  man  hierin  für  die  Difierenz  F  —  V  den  Werth ,  welcher  sich 
aus  (o)  ergiebt,  so  kommt: 

-  ^^  «*. 

s 
Denselben   Ausdruck  erhält  man  auch,  wenn  man  in  dem  in  (z)  gege- 
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benen  Ansdmcke  9»  =  0  setzt.  Aus  der  Vergleichang  beider  Aus- 
drücke ersieht  man,  dass  durch  die  im  Glase  eingetretene  Polarität  das 
Potential  im  Verhältnisse  von  1  —  m  :  1  kleiner  geworden  ist,  als  es 
ohne  dieselbe  bei  gleich  starker  Ladung  sein  würde. 

Bevor  wir  von  hier  aus  weiter  gehen  und  untersuchen,  wie  das 
Potential  der  gesammten  Electricität  auf  sich  selbst  sich  durch  die 
Entladungen  ändert,  wird  es  zweckmässig  sein,  noch  eine  andere  Be- 
trachtung vorauszuschicken,  nämlich  den  durch  die  Gleichung  (z)  be- 
stimmten Werth  dieses  Potentials  in  gewisse  Bestandtheile  zu  zerlegen. 

Dazu  wollen  wir  uns  die  auf  jeder  Belegung  befindliche  Electrici- 
tätsmenge  in  zwei  Theile  theilen,  nämlich  die  Menge  Q  in  die  Theile 
Qi  und  iQ  und  ebenso  die  Menge  —  Q  in  die  Theile  —  Qi  und 
—  iQ,  Die  Mengen  ^1  und  —  ^1  sind  dieselben,  welche  wir  schon  frü- 
her betrachtet  haben,  nämlich  diejenigen,  welche  für  sich  allein  die  Po- 
tentialniveaudifferenz —  (U  —  t/*)  verursachen  vnirden.  Zur  Bestim- 
mung dieser  Mengen  dienen  die  schon  aufgestellten  Gleichungen  (r) 
und  (s),  welche  nach  Einführung  des  Buchstabens  m  lauten: 

(aa)  Qi  =  -4-    (U-  zr)  =  mQ. 

Die  beiden  anderen  Mengen  iQ  und  —  iQ  sind  diejenigen,  welche  für 
sich  allein  die  Potentialniveaudifferenz  V  -\-  U  —  V  —  U'  verur- 
sachen würden,  und  sie  werden  daher  in  entsprechender  Weise  bestimmt 
durch  die  Gleichungen: 

(bb)    ,Q  =  -^(r+ u-r-ir)  =  (i-m)Q. 

Nun  denken  wir  uns  die  sämmtlichen  vorhandenen  getrennten 
Electricitäten  in  zwei  Systeme  zerlegt.  Das  erste  System  Si  soll  die 
beiden  Mengen  Qi  und  —  Qi  und  ausserdem  alle  im  Inneren  des  Gla- 
ses, nämlich  auf  den  polaren  Glastheilchen  befindlichen  getrennten  Elec- 
tricitatsmengen  umfassen.  Das  zweite  System  iS  soll  nur  die  beiden 
Mengen  1 Q  und  —  iQ  umfassen. 

Nach  dieser  Zerlegung  zerfallt  das  mit  W  bezeichnete  Potential 
der  gesammten  Electricität  auf  sich  selbst  in  folgende  drei  Bestand- 
theile: 

1)  Das  Potential  des  Systemes  Si  auf  sich  selbst,  welches  Wi  heissen 

möge; 

2)  das  Potential  des  Systemes  1 8  auf   sich  selbst ,  welches  1  W  heissen 

möge; 

3)  das  Potential  des  Systemes  Si  auf  das  System  jS,  welches  ^.Wi  heis- 

sen möge. 


158  Zusatz  zu  Abhandlung  X 

Hiernach  kann  man  setzen : 

Das  letzte  an  der  rechten  Seite  stehende  Potential  iWi  lasst  sich 
sofort  seinem  Werthe  nach  angeben.  Wir  erhalten  dieses  Potential, 
wenn  wir  die  znm  Systeme  i8  gehörigen  Electricitätselemente  jedes 
mit  dem  an  dem  betreffenden  Poncte  geltenden  Werthe  der  Potential- 
fanction  des  Systemes  8i  mnltipliciren,  und  dann  die  Integration  über 
die  zum  Systeme  1 8  gehörigen  Electricitätsmengen ,  also  über  die  Men- 
gen 1 Q  nnd  —  iQ  ausführen.  Diese  Electricitätsmengen  befinden  sich 
auf  den  beiden  Belegungen.  Nun  ist  aber  das  System  8i  gerade  so 
bestimmt,  dass  die  ihm  entsprechende  Potentialniveaudifferenz  der  Bele- 
gungen Null  ist,  denn  die  auf  den  polaren  Glastheilchen  befindlichen 
getrennten  Electricitätsmengen  würden  für  sich  allein  die  Potential- 
niveaudifferenz U  —  ü'  verursachen,  und  die  Electricitätsmengen  ft 
und  —  ^1  würden  für  sich  allein  die  Potentialniveaudifferenz  —  (U —  Ü') 
verursachen,  welche  der  vorigen  gleich  und  entgegengesetzt  ist,  und 
daher  mit  ihr  zusammen  Null  giebt.  Demnach  muss  auch  ans  der 
oben  besprochenen  Integration  der  Werth  Null  hervorgehen,  und  wir 
erhalten  somit: 

iWi  =0. 

Hierdurch  geht  die  vorige  Gleichung  über  in: 

welche  Gleichung  wir  in  folgender  Form  schreiben  wollen: 

(cc)  Wi  =  W  ^  iW.    , 

Von  den  beiden  an  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  stehenden 
Potentialen  ist  das^  erste  aus  der  Gleichung  (z)  bekannt,  nämlich : 

s 

Das  zweite  Potential,  nämlich  das  Potential  des  aus  den  beiden  Men- 
gen iQ  und  —  \Q  bestehenden  Systemes  auf  sich  selbst,  wird,  da 
F  -|-  ü"  —  V  —  ü*  die  diesen  beiden  Electricitätsmengen  entspre- 
chende Potentialniveaudifferenz  ist,  durch  die  Gleichung: 

,W=liQiV+  U-  r—  TT) 

bestimmt,  welche  durch  Anwendung  der  Gleichungen  (bb)  übergeht  in: 

xTF=--^(l-m)«««. 

Setzt  man  diese  Werthe  von  W  und  i  W  in  die  Gleichung  (cc)  ein,  so 
kommt: 

(dd)  TFi  =  —  ^^{l  -  m)mQ^. 
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Nach  dieser  Auseinandersetznng  lassen  sich  nun  die  Yeränderim- 
gen,  welche  das  Potential  der  gesammten  Electricität  auf  sich  selbst 
während  der  einzelnen  Entladungen  und  nach  denselben  erleidet,  auf 
das  Leichteste  angeben. 

Unmittelbar  nach  der  ersten  Entladung  befinden  sich  auf  den  Be- 
legungen die  Mengen  Qi  und —  Qi  und  der  polare  Zustand  des  Gla- 
ses besteht  noch  ungeändert  fort.  Die  sämmtlichen  unmittelbar  nach 
der  ersten  Entladung  vorhandenen  getrennten  Electricitäten  bilden 
also  gerade  das  System  iSi,  und  ihr  Potential  auf  sich  selbst  hat  somit 
den  vorher  bestimmten  Werth  Wi, 

Lässt  man  nach  der  ersten  Entladung  einige  Zeit  verstreichen,  so 
nimmt  die  Polarität  des  Glases  so  weit  ab,  wie  es  der  verminderten 
Grrösse  der  auf  den  Belegungen  befindlichen  Electricitätsmengen  ent- 
spricht. Den  dann  noch  stattfindenden  Werth  des  Potentials  der  ge- 
sammten Electricität  auf  sich  selbst,  welcher  W2  heissen  möge,  erhält 
man,  wenn  man  in  dem  in  (z)  gegebenen  Ausdrucke  von  Wan  die  Stelle 
der  Electricitätsmenge  Q  die  Electricitätsmenge  Qi  setzt,  also: 

Tr,  =  --^(l-m)«», 

und  wenn  man  hierin  für  Qi  den  in  (x)  gegebenen  Werth  mQ  setzt, 
so  kommt: 

(oe)  W2  = ^(1  —  »»)»»» QK 

s 

Denken  wir  uns  nun  eine  zweite  Entladung  bewirkt,  und  nennen 
das  Potential  unmittelbar  nach  derselben  W3,  so  muss  sich  Ws  zu  W2 
gerade  so  verhalten,  wie  Wi  zu  W.  Wenn  femer  nach  dieser  Entla- 
dung einige  Zeit  verstrichen  ist,  so  muss  das  dann  noch  bestehende 
Potential  W4  sich  zu  Ws  verhalten,  wie  W2  zu  TF],  und  in  derselben 
Weise  kann  man  weiter  fortfahren.  Man  erhält  somit  für  das  Potential 
der  gesammten  Electricität  auf  sich  selbst  folgende  Reihe  von  Werthen, 
welche  ich  hier  tabellarisch  zusammenstellen  will,  indem  ich  die  schon 
oben  einzeln  bestimmten  Werthe  der  Vollständigkeit  wegen  noch  ein- 
mal mit  anführe. 


J 
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(ff) 


vor  der  ersten    Entladung    W  =  — 


nach 


vor  der  zweiten 


nach 


vor  der  dritten 


nach 


u.  8.  f. 


n 


Wi  =  - 


w,  =  - 


w»  =  - 


w,  =  - 


w,  =  - 


2nc  ^ 

s     ^ 

2n;c  . 

8     ^ 

2nc  , 

8     ^ 

2nc  ^ 

8     ^ 

2nc  f 

8 

2nc  ^ 

s    ^ 

-  «»)  Q' 


—  m)mQ^ 


—  m)fiii:^Q^ 


—  m)  w3  g* 


—  m)m^q*' 


—  m)m^q'' 


Berechnen  wir  hieraus  ferner  die  Zunahmen,  welche  das  Potential 
in  den  einzelnen  auf  einander  folgenden  Zeitin teryallen  erfahrt,  so  er- 
halten wir  folgende  Werthe: 

2  Jtc 
während  der  ersten  Entladung        Wi  —  TT  = (1  —  w)'  ^* 

8 


(gg) 


zwischen  d.  ersten  u.  zweiten  Entl.  W^  —  TFi  = 


2nc 
8 

2jcc 


{l--mymq^ 


während  der  zweiten  Entladung      W^  —  W^i  = (1  —  »i)*  w*  Q* 

s 

2  7CC 

zwischen  d.  zweiten  u.  dritten  Entl.  TF4  —  Wi= (1  —  m)*  m^  Q^ 

8 
2  7CC 

während  der  dritten  Entladung      TTs  —  W4  = (1  —  w)*  m^  Q^ 


8 


u.  8.  f. 


Diese  Zunahmen  des  Potentials  stellen  die  in  den  einzelnen 
ZeitintervliUen  von  den  electrischen  Kräften  gethanen  Arbeitsgrössen 
dar,  welche,  soweit  sie  nicht  zu  besonderen  mechanischen  Wirkungen 
verwandt  sind,  Wärmeerzeugung  zur  Folge  haben.  Dabei  ist  zu  be- 
merken, dass  die  während  der  Entladungen  gethanen  Arbeitsgrössen  aus- 
serhalb des  Glases  geschehen,  und  die  in  den  Zwischenzeiten  gethanen 
innerhalb  des  Glases  geschehen,  wo  dann  auch  die  entsprechende  Wärme- 
erzeugung stattfinden  muss.  Wir  erhalten  hiernaoh  im  Ganzen  für 
die  aus8erhalb  des  Glases  gähane  Arbeit  den  Werth: 
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(hh)  ^^(1  -  »0'(i  +  »«'  +  »«'  +  etc.)ö^  =  ^^•^!~"'r<2' 

2  src    1  —  «t  ^„ 

and  für  rfic  innerhalb  des  Glases  gethane  Arbeit  den  Werth: 

(n)  (1  —  m)*(m  4-  im»  +  m»  +  etc.)  $»  = \  ^  \  Q 

Denken  wir  uns,  dass  nach  der  ersten  Entladung  die  leitende  Ver- 
bindung der  Belegungen  nicht,  wie  es  bisher  angenommen  wurde,  wie- 
der aufgehoben  werde,  sondern  bestehen  bleibe,  so  vertheilt  sich  die 
Geeammtarbeit  etwas  anders.  Unmittelbar  nach  der  Entladung  hat 
das  Potential  noch  den  Werth  Wi  und  nach  Verlauf  einiger  Zeit 
ist  es  Null  geworden.  Es  findet  also  nach  der  Entladung  noch  die 
durch  die  Potentialzunahme  —  Wi  bestimmte  Arbeit  der  electrischen 
Kräfte  statt.  Von  dieser  Arbeit  kann  man  annehmen,  dass  sie  sich 
zwischen  "dem  leitenden  Schliessungsbogen  und  dem  Glase  nach  dem 
Verhältnisse  der  Leitungswiderstände  vertheilt,  und  wenn  man  den 
Leitungswiderstand  des  Glases  als  sehr  gross  gegen  den  Leitungswider- 
stand des  Schliessungsbogens  voraussetzt,  so  kann  man  den  ganzen 
letzten  Theil  der  Arbeit  als  im  Glase  gethan  annehmen.  Man  erhält 
dann  also: 

Arbeit  ausserhalb  des  Glases  =  W,  —  W=-^(l  —m^Q^ 

s 


(kk) 


innerhalb     „        „       =     —   VV,    = (l—m)mQ^. 


Vergleichen  wir  nun  die  hier  gewonnenen  Resultate  mit  den  in 
der  vorstehenden  Abhandlung  ausgeführten  Rechnungen,  so  ergiebt 
sich  Folgendes.  Wir  haben  dort  für  das- Potential  der  gesammten 
Electricität  auf  sich  selbst,  unter  (16)  einen  Ausdruck  aufgestellt,  wel- 
cher, wenn  man  für  k  den  vereinfachten  Werth  ^nc  anwendet  und 
das  Zeichen  q  durch  Q  ersetzt,  die  schon  weiter  oben  erwähnte  Form 
annimmt,  nämlich:    ' 

und   es  wurde  femer  die  ganze  Arbeit,  welche  der  Zunahme  dieses  Po- 
tentials bis  zum  Werthe  Null  entspricht,  also  die  Arbeit 

s      ^ 
ClauBiuB,  mecb.  Wftrmetheorle.  II.  ]| 
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als  ausserhalb  des  Glases  gethane  Arbeit  betrachtet.  Nach  den  hier 
gewonnenen  Resultaten  dagegen  wird,  wenn  wir  die  letzte  Entladungs- 
art, bei  welcher  die  leitende  Verbindung  nicht  wieder  anfgeho1)en  wird, 
voraussetzen,  ausserhalb  des  Glases  nur  die  Arbeit 

211  (1  _ ,«)« «« 

gethan.  Der  dort  angenommene  Werth  ist  demnach,  wenn  man  die 
im  Glase  eintretenden  Veränderungen  in  der  vorstehenden  Weise  in 
Rechnung  bringen  will,  in  einem  von  der  Natur  des  Glases  abhängigen 
Constanten  Verhältnisse  (1  —  fn)'^  :  1  zu  vermindern.  Da  nun  alle 
*dort  angeführten  Vergleichungen  mit  der  Erfahrung  sich  nur  auf  die 
relativen  und  nicht  auf  die  absoluten  Werthe  der  von  den  electrischen 
Kräften  gethanen  Arbeit  bezogen,  so  bleiben  die  dabei  vorgekommeneu 
Schlüsse   auch  bei   der  vervollständigten  Betrachtung   gültig. 


Ich  bin  weit  davon  entfernt,  die  in  diesem  Zusätze  gegebene  Auss- 
ei nandersetzang  für  eine  vollständige  Theorie  der  Rückstandbildung^ 
auszugeben.  Die  hier  ausgeführten  Entwickelungen  beruhen  auf  einer 
bestimmten  Hypothese,  über  deren  Richtigkeit  oder  Wahrscheinlichkeit 
man  verschiedener  Ansicht  sein  kann.  Ich  selbst  möchte  die  Hypothese 
in  der  unveränderten  Form,  dass  das  Glas  leitende  Körperchen  enthalte, 
welche  von  einander  durch  absolut  nichtleitende  Zwischenräume  getrennt 
seien,  nicht  vertreten.  Ich  habe  ihr  nur  deshalb  ein  grösseres  Gewicht 
beigelegt,  als  ich  sonst  gethan  haben  würde,  weil  ihre  Resultate  unter 
Zuziehung  einer  weiter  oben  näher  bezeichneten  Nebenannahme  auch 
auf  die  andere  Hypothese  passen,  nach  welcher  die  Glastheilchen  schon 
im  Voraus  electrisch  polar  sind,  und  durch  die  von  Aussen  her  auf  sie 
wirkende' Kraft  nur  gerichtet  werden. 

Wie  man  indessen  auch  über  die  den  Rechnungen  zu  Grunde  ge- 
legte Hypothese  denken  mag,  immerhin  werden  die  Rechnungen  dasu 
dienen  können,  eine  Vorstellung  davon  zu  geben,  von  welcher  Art  der 
Einfluss  ist,  den  die  im  Inneren  des  Glases  möglicherweise  stattfindende 
Veränderung  auf  die  nach  einander  eintretenden  electrischen  Zustande 
der  Tafel  oder  Flasche,  und  dem  gemäss  auf  die  Wirkungen  der  Entla- 
dung haben  kann. 

Zugleich  wird  man  aber  wegen  der  Unsicherheit,  welche  über  die 
im  Glase  stattfindende  Veränderung  noch  herrscht,  zugestehen,  dass 
die  in  der  vorstehenden  Abhandlung  ausgeführten  Entwickehmgen  da- 
durch, dass  jene  Veränderung  in  ihnen  vernachlässigt  ist,  ihren  Werth 
nicht  verlieren.     Unter  solchen  Umständen,  wo  eine  noch  unbekannte 
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Nebenwirkung  dieser  Art  vorkommt,  ist  es  jedenfalls  zweckmässig,  sich 
zuerst  klar  zu  machen,  zu  welchen  Resultaten  man  ohne  dieselbe  gelan- 
gen würde.  Wenn  man  dann  später  die  Nebenwirkung  näher  kennen 
gelernt  hat,  so  kann  man  dazu  schreiten,  auch  sie  in  den  Rechnungen 
zu  berücksichtigen.  Im  vorliegenden  Falle  sind,  wie  sich  aus  der  obi- 
gen speciellen  Betrachtung  ergiebt,  die^Modificationen ,  welche  mit  den 
der  einfacheren  Voraussetzung  entsprechenden  Formeln  vorgenommen 
"werden  müssen,  um  sie  den  wirklich  stattfindenden,  etwas  complicirte- 
ren  Verhältnissen  anzupassen,  nur  gering.  Auch  sind  sie  von  der  Art, 
dass  sie  sich  leicht  noch  nachträglich  anbringen  lassen,  und  keine  we- 
sentlichen Veränderungen  in  den  Hauptresultaten  jener  einfacheren 
£ntwickelungen  verursachen  können. 


11 
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ABHANDLUNG  XL 


üeber  die  bei  einem  stationären  electrisohen  Strome  in 
dem  Leiter  gethane  Arbeit  und  erzeugte  Wärme. 


PoggendorfTs    Annalen,    Novemberheft    1852,  Bd.  LXXXVII ,  S.  415;  Scienti- 
fic Memoirs,  Natural  Philosophy,  edited  by  John  Tyndall  and 

William  Francis,  p.  200. 


Das  Folgende  bildet  eine  Fortsetzung  des  [vorstehendenj  Auf- 
satzes, indem  ich  die  dort  über  die  Wirkungen  einer  plötzlichen 
Entladung  angestellten  Betrachtungen  hier  auf  den  continair- 
liehen  electrischen  Strom  auszudehnen  suche.  Dabei  beschränke 
ich  mich  aber  für  jetzt  auf  einen  speciellen  Fall.  Ich  betracht« 
nämlich  den  Strom,  von  welchem  ich  voraussetze,  dass  er  sich  in 
einem  stationären  Zustande  befinde,  nur  innerhalb  eines  bestimm- 
ten Leiters,  und  in  Bezug  auf  diesen  nehme  ich  an,.l)  dass  er 
durch  den  Strom  weder  eine  mechanische  noch  eine  chemische 
Veränderung  erleide,  2)  dass  in  ihm  nirgends  eine  eigene  electro- 
motorische  Kraft  ihren  Sitz  habe,  was  der  Fall  sein  wird,  wenn 
er  überall  aus  demselben  Stoffe  besteht,  und  sich  in  gleichem  Zu- 
stande befindet,  und  3)  dass  keinerlei  inducirend^  Wirkungen 
zwischen  ihm  und  anderen  Leitern  oder  Magneten  stattfinden. 

In  diesem  Falle  ist  die  einzige  Wirkung,  welche  der  electrische 
Strom  hervorbringt,  eine  Erwärmung  des  Leiters.  Die  Gesetze 
dieser  Wärmeerzeugung  sind  für  den  gewöhnlichsten  Fall,  wo  der 
Leiter  die  tiestalt  eines  Drahtes  hat,  empirisch  von  Joule  i), 


1)  Phil.  Mag.  S.  3,  V.  19,  p.  264  und  8.  4 ,  V.  3,  p.  486. 


Stationärer  Strom  in  einem  homogenen  Leiter.     165 

Lenz  1)  und  Becquerel^)  ermittelt,  welche  gefunden  haben,  dass 
die  während  der  Zeiteinheit  in  einem  Drahte  erzeugte  Wärme 
proportional  seinem  Leitungswiderstande  und  dem  Quadrate  der 
Stromintensität  ist.  Unter  den  theoretischen  Arbeiten,  welche 
diesen  Gegenstand  berühren,  muss  ich  besonders  einen  Aufsatz 
von  W.  Thomson  im  Phil.  Mag.  3)  erwähnen.  Die  Resultate  die- 
ses Aufsatzes  stimmen,  soweit  sie  sich  auf  denselben  Gegenstand 
beziehen,  mit  denen  des  vorliegenden  Aufsatzes  überein,  indem  in 
beiden  die  theoretische  Nothwendigkeit  jener  empirischen  Gesetze 
nachgewiesen  wird;  indessen  ist  sowohl  der  Weg,  auf  welchem 
Thomson  zu  seinen  Sätzen  gelangt,  als  auch  die  Form  dieser 
Sätze  selbst  von  den  meinigen  sehr  verschieden«  Er  geht  näm- 
lich von  den  Gesetzen  der  electromagnetischen  Induction  aus, 
und  ninynt  noch  das  Ohm'sche  Gesetz  zu  Hülfe,  während  ich  nur 
dieses  letztere  Gesetz  in  der  Form,  welche  Kirchhoff  ihm  gege- 
ben hat,  voraussetze;  femer  beziehen  sich  seine  Betrachtungen 
ausschliesslich  auf  einen  linearen  Leiter,  während  die  meinigen 
von  der  Form  des  Leiters  unabhängig  sind,  und  daher  den  linea- 
ren Leiter  als  speciellen  Fall  in  sich  begreifen.  Schon  aus  diesen 
Gründen  glaubte  ich  meine  Betrachtungen  auch  neben  den  seini- 
gen noch  mittheilen  zu  dürfen,  und  ausserdem  schien  mir  der  im 
Folgenden  aufgestellte  Satz  auch  noch  durch  seine  grosse  Aehn- 
lichkeit  mit  dem  früher  von  mir  für  Maschinen-Electricität  ausge- 
sprochenen *)  an  Interesse  zu  gewinnen. 

Das  Ohm'sche  Gesetz,  soweit  es  sich  auf  die  Vorgänge  inner- 
halb eines  homogenen  Leiters  bezieht,  lässt  sich  ganz  allgemein 
in  folgender  Weise  aussprechen.  Sei  dcu  irgend  ein  Flächen- 
element innerhalb  des  Leiters,  N  die  Normale  darauf  und  id(o 
die  Electricitätsmenge,  welche  während  der  Zeiteinheit  hindurch- 
strörat,  worin  v  positiv  oder  negativ  zu  nehmen  ist,  je  nachdem 
die  Electricität  von  der  in  Bezug  auf  ^  negativen  Seite  nach  der 
positiven  oder  umgekehrt  strömt,  so  gilt  die  Gleichung : 

(1)  '  =  ^TN^ 

worin  ä;  das  Leitungsvermögen  des  Körpers  bedeutet,  und  Feine 


1)  Pogg.  Ann.  Bd.  61,  S.  44. 

2)  Ann,  de  chim,  ei  de  phys.  S.  3,  T.  9,  p.  21, 

3)  S.  4,  Vol.  2,  p.  551. 
*)  rOben  S.  106.] 
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Function  ist,  welche»  sobald  der  stationäre  Zustand  des  Stromes 

eingetreten  ist,  nur  von  den  Raumcoordinaten  abhängt. 

Es  muss  nämlich  in  jedem  Puncto  des  durchströmten  Leiters 

eine  Kraft  wirken,  welche  die  Electricität  trotz  des  Widerstandes, 

den  sie  fortwährend  zu  überwinden  hat,  doch  in  Bewegung  er- 

d  V 
hält,  und  der  DifPerential-Coefficient  -ttf  stellt   offenbar    die   in 

'  dN 

die  Richtung  der  Normale  N  fallende  Componente  dieser  Kraft 
dar.  Im  Uebrigen  aber  war  die  physikalische  Bedeutung  der 
Function  V  früher  zweifelhaft.  Ohm  nennt  nämlich  die  durch 
diese  Function  dargestellte  Grösse  die  dedroskopische  Kraft  ^  und 
definirt  sie  als  die  Dichtigkeit  der  Electricität  an  dem  betreflTenden 
Puncto  des  Leiters^).  Gegen  diese  Ansicht  hat  aber  Kirchhoff >) 
mit  Recht  eingewandt,  dass  sie  mit  einem  bekannten  eleQtrostati- 
schen  Satze  geradezu  im  Widerspruche  stehe.  Nach  ihr  müsste 
nämlich  die  Electricität  in  einem  Leiter  in  Ruhe  bleiben,  wenn 
sie  durch  den  ganzen  Rauminhalt  desselben  mit  gleicher  Dichtig- 
keit verbreitet  wäre,  während  es  doch  hinlänglich  bekannt  ist, 
dass  die  freie  Electricität  eines  Körpers,  von  welcher  hier  nur  die 
Rede  sein  kann,  da  nur  sie  eine  Kraft  ausübt  ^) ,  im  Zustande  der 
Ruhe  nur  über  die  Oberfläche  des  Körpers  verbreitet  ist 


^)  Die  galvanische  Kette,  matfaematiBch  bearbeitet  von  Dr.  6.  S.  Ohm, 
S.  95  and  an  anderen  Stellen. 

2)  Pogg.  Ann.  Bd.  78,  S.  606  und  Phil  Mag.  Vol.  37,  jp.  463. 

^)  [Es  wird  zweckmässig  sein,  den  hier  gebrauchten  Ausdruck  freie 
JSlectricität  etwas  näher  zu  definiren.  Geht  man  von  der  Hypothese  aus, 
dass  es  zwei  Electricitäten  gebe,  und  dass  im  unelectrischen  Zustande  eines 
Körpers  sich  in  jedem  seiner  Raumelemente  gleich  viel  positive  and  nega- 
tive Electricität  befinde,  im  eleotrischen  Zustande  dagegen  ein  Ueberschoss 
der  einen  oder  anderen  Electricität  vorhanden  sei,  so  hat  man  diesen 
Ueberschass  unter  der  freien  Electricität  zu  verstehen.  Geht  man  von  der 
anderen  Hypothese  aus,  dass  es  nur  Eine  Electricität  gebe,  und  dass  im 
unelectrischen  Zustande  eines  Körpers  jedes  seiner  Elemente  eine  gewisse 
normale  Menge  von  Electricität  enthalte,  deren  Kraft  durch  eine  von  den 
Körpertheilchen  ausgehende  Gegenkraft  compensirt  werde,  dass  dagegen 
im  eleotrischen  Zustande  entweder  zu  viel  oder  zu  wenig  Electricität  Tor- 
handen  sei,  so  hat  man  unter  der  freien  Electricität  die  Differenz  zu  rer^ 
stehen,  um  welche  die  wirklich  vorhandene  Electricitätsmenge  grösser  oder 
kleiner  ist,  als  die  normale. 

Da  der  Ausdruck  freie  Electricität  zuweilen  auch  in  anderem  Sinne 
gebrancht  wird,  so  wäre  es  vielleicht  besser  gewesen ,  hier  den  Ausdruck 
getrennte  Electricität  anzuwenden.    1866.] 
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Dieser  Einwand  könnte  vielleicht  Misstrauen  gegen  die 
theoretische  Zulässigkeit  des  Ohm'schen  Gesetzes  überhaupt  ein- 
flössen, doch  hat  Kirchhoff  selbst  sogleich  gezeigt,  dass  das  Ge- 
setz auch  mit  den  Grundsätzen  der  Electrostatik  sehr  wohl  in 
Einklang  zu  bringen  ist,  und  welche  Bedeutung  man  zu  dem 
Zwecke  der  Function  V  beilegen  muss. 

dV 
Wie  schon  gesagt,  stellt  -^^  die  in  die  Richtung  von  JV fal- 
lende Componente  der  in  dem  betrachteten  Puncte  vorhandenen 
beschleunigenden  Kraft  dar,   und  ebenso  werden  natürlich  auch 
die  in  die  Richtungen  der  drei  Goordinatenaxen  fallenden  Com- 

dV  dV         dV 
ponenten  durch  ^— ,  -=—  und  -=—  dargestellt.    Das  deutet  darauf 

dx    dy  dz 

hin ,  dass  die  Kraft  von  Anziehungen  und  Abstossungen  herrührt, 
welche  von  festen  Puncten  ausgehen,  und  von  denen  jede  ihrer 
Stärke  nach  nur  von  der  Entfernung  und  nicht  von  der  sonstigen 
Lage  des  wirksamen  Punctes  abhängt,  wobei  freilich  das  Gesetz 
dieser  Abhängigkeit  noch  willkürlich  bleibt.  Aber  auch  dieses 
letztere  lässt  sich  aus  anderen  Gründen  schliessen ,  indem  solche 
Anziehungen  und  Abstossungen  in  unserem  Falle  offenbar  nur 
von  der  Electricität  selbst  ausgeübt  werden  können,  und  für 
deren  Anziehungen  und  Abstossungen  das  Gesetz  des  umgekehrten 
Quadrates  der  Entfernung  gilt  Daraus  folgt,  dass  die  Function 
V  einfach  als  die  Potentiälfu/näion  der  gesammten  freien  Electrici- 
tät zu  betrachten  ist  ^). 

Hierdurch  ist  der  oben  erwähnte  Widerspruch  gehoben,  denn 
bei  dieser  Bedeutung  der  Function  Fist  die  Gleichung  F=const.» 
welche  in  Folge  von  (1)  ausdrückt,  dass  kein  Strom  stattfinde, 
dieselbe,  welche  auch  aus  der  Electrostatik  als  Bedingungs- 
gl^ichung  für  den  Gleichgewichtszustand  bekannt  ist. 

Ferner  lässt  sich  bei  dieser  Bedeutung  von  F,  wie  Kirch- 
hoff gezeigt  hat,  auch  leicht  bestimmen,  wo  sich  während  eines 
stationären  Stromes  die  freie  Electricität  befindet.  Soll  nämlich 
der  Strom  stationär  sein,  so'  muss  die  in  jedem  Raumelemente 


1)  Ich  habe  daher  für  diese  Function,  welche  Ohm  und  Kirch  hoff 
mit  u  bezeichnen,  von  vornherein  den  Buchstaben  V  gewählt,  weil  ich 
diesen  in  meinem  vorigen  Aufsätze  für  die  Potentialfunction  gebraucht 
habe;  auch  habe  ich,  um  die  üebereinstimmung  mit  der  dortigen  Bezeich- 
nang  vollsfändi?  zu  machen,  das  Vorzeichen  umkehren  müssen. 
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enthaltene  Electricitätsmenge  constant,  und  also  die  während 
irgend  einer  Zeit  einströmende  Electricitätsmenge  gleich  der  aus- 
strömenden sein.  Betrachten  wir  nun  ein  heim  Puncte  (a?,  y,  s) 
liegendes  Element  dxdydz,  so  ist  nach  Gleichung  (l)  die  wäh- 
rend der  Zeiteinheit  durch  die  erste  der  beiden  Flächen  dydz  in 
das  Element  einströmende  Menge 

^j^aydzj^, 

und  die  durch  die  gegenüberliegende  Fläche  ausströmende  Menge 

also  der  üeberschuss  der  letzteren  über  die  erstere 

Ebenso  erhält  man  für  das  Flächenpaar  dx  dz  den  Üeberschuss: 

d^  V 
k  dx  dy  dz  -j^, 

und  für  das  Flächeupaar  dx  dy: 

k  dx  dy  dz    -,    ■  - 
^         dz^ 

Die  Summe  dieser  drei  Ausdrücke  giebt  den  Üeberschuss  der 
ganzen  aus  dem  Elemente  ausströmenden  Electricitätsmenge  über 
die  einströmende,  und  da  dieser  Üeberschuss  Null  sein  muss,  so 
erhält  man: 

^^^  da;2  ^  dt/2  "t-  d^2  —  "• 

Aus  dieser  Gleichung  folgt  nun  aber  nach  einem  bekannten 
Satze  über  die  Potentialfunction ,  dass  der  Punct  (x^  y^  z)  sich 
ausserhalb  derjenigen  Massen,  von  welchen  V  die  Potentialfunction 
ist,  befinden  muss,  und  da  dasselbe  von  allen  Puncten  des  Leiters 
gilt,  so  folgt  weiter,  dass  die  freie  Electricität  sich  überhaupt 
nicht  innerhalb  des  Leiters  befinden  kann,  und  sie  kann  daher 
während  eines  stationären  Stromes,  ebenso  wie  im  Gleichgewichts- 
zustande, nur  an  der  Oberfläche  angehäuft  sein. 

Den  Umstand,  dass  die  iin  Inneren  des  Leiters  strömende 
Electricität  keine  Anziehung  oder  Abstossung  ausübt,  muss  man 
je  nach  der  Hypothese,  dass  es  zwei  Electricitäten  oder  nur  eine 
Electricität  gebe,  verschieden  deuten.    Bei  der  ersten  Hypothese 


Ts^:^ 
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muss  man  annehmen,  dass  sich  in  jedem  Raumelemeinte  ioner- 
halb  des  Leiters  stets  gleich  viel  von  beiden  Electricitäten  befinde, 
welche  dann  mit  gleicher  Stromstärke  nach  entgegengesetzten 
Richtungen  strömen  müssen.  Bei  der  anderen  Hypothese,  bei 
welcher  vorausgesetzt  wird,  dass  ein  Raumelement  eines  Körpers, 
Wenn  es  eine  gewisse  normale  Quantität  von  Electricität  enthalte, 
auf  ein  fremdes  Electricitätstheilchen  keine  Wirkung  ausübe, 
indem  die  Abstossung  der  Electricität  durch  irgend  eine  andere 
Kraft  compensirt  werde,  und  dass  erst  dann  eine  wirksame  Ab- 
stossung oder  Anziehung  eintrete,  wenn  das  Raumelement  zu  viel 
oder  zu  wenig  Electricität  enthalte,  muss  man  annehmen,  dass 
sich  während  eines  stationären  Stromes  in  jedem  Raumelemente 
innerhalb  des  Leiters  fortwährend  die  normale  Electricitätsmenge 
befinde. 

Es  ist  hier  nicht  der  Ort,  über  die  innere  Wahrscheinlichkeit 
der  einen  oder  anderen  Hypothese  zu  sprechen,  denn  für  die  Gül- 
tigkeit der  nachfolgenden  Schlüsse  ist  es  ganz  gleichgültig,  für 
welche  von  beiden  wir  uns  entscheiden,  und  wir  brauchen  daher 
bei  der  Wahl  nur  Bequemlichkeitsrücksichten  zu  nehmen.  In 
meinen  früheren  Aufsätzen  über  Maschinen-Electricität  habe  ich 
der  leichteren  Darstellung  wegen  die  erstere  Hypothese  ange- 
nonmiefi,  in  diesem  dagegen  werde  ich  aus  demselben  Grunde  die 
letztere  annehmen,  um  alle  folgenden  Betrachtungen  in  die 
andere  Hypothese  zu  übersetzen,  braucht  man  immer  nur  statt ^ 
Eines  Stromes,  welcher  i)  die  Electricitätsmenge  Q  nach  Einer 
Richtung  führt,  zwei  Ströme,  welche  die  Electricitätsmengen  |  Q 
und  —  IQ  nach  entgegengesetzten  Richtungen  führen,  zu  sub- 
stituiren,  und  dann  dieselben  Schlüsse,  welche  sich  hier  auf  den 
einen  Strom  beziehen,  auf  beide  Ströme  einzeln  anzuwenden. 

Wir  gehen  jetzt  zur  Bestimmung  dex  Arbeit  über,  welche  die 
innerhalb  des  Leiters  wirksame  Kraft  bei  der  Bewegung  der  Elec- 
tricität thut. 

Es  sei  dazu  irgend  ein  Electricitätselement  dg,  während  es 

sich  auf  dem  Wege  s  fortbewegt,  betrachtet.    Die  in  die  Richtung 

der  Bahn  fallende  Gomponente  der  beschleunigenden  Kraft  wird 

dV 
für  jeden  Punct  der  Bahn  durch  -j— ,  und  daher  die  Gomponente 


i)  [Während  der  Zeiteinheit  durch  eine  gegebene  Fläche.    1866.] 
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d  V 
der  auf  dq  wirkenden  bewegenden  Kraft  durch  dq  •  -^ —  darge- 
stellt i).    Die  bei  der  Bewegung  um  das  Bahnelement  ds  von  der 
Kraft  gethane  Arbeit  ist  daher 

(3)  =^^'^^'^ 

und  somit  die  auf  der  Strecke  von  So'his  Si  gethane  Arbeit 

(4)  =dqf^ds  =  (r,-  Vo)dq, 

«0 

worin  Vq  und  Vi  die  zu  So  und  Si  gehörigen  Werthe  von  V  be- 
zeichnen. 

Man  sieht  hieraus  zunächst,  dass  diese  Arbeit  durch  die  am 
Anfangs-  und  Endpuncte  der  Bahnstrecke  stattfindenden  Werthe 
der  Potentialfunction  vollständig  bestimmt  ist,  ohne  dass  man  den 
Weg  zwischen  diesen  beiden  Puncten  zu  kennen  braucht  Femer 
ist  das  Product  V .  dq  das  Potential  ^)  der  freien  Electridtät  auf 
das  Element  dq,  so  dass  der  vorige  Ausdruck  die  auf  dem  Wege 
von  So  bis  Si  eingetretene  Zunahme  dieses  Potentials  darstellt, 
und  da  derselbe  Ausdruck  ebenso  für  jedes  andere  Electricitäts- 
element  gilt,  und  sich  daher  auch  auf  eine  endliche  Electricitäts- 
menge  ausdehnen  lässt,  so  erhalt  man  folgenden  Satz^: 

Die  bei  einer  bestimmten  Bewegung  einer  EledricitäJtsmenge 
von  der  im  Leiter  wirJcsamen  Kraß  gethane  Arbeit  ist  gleidi 
der  bei  der  Bewegung  eingetretenen  Zunahme  des  Potentials 
dieser  Electricitätsmenge  und  der  freien  Electridtät  auf 
einander. 

Wir  haben  uns  bei  dieser  Entwickelung  die  Bewegung  der 
Electricität  so  vorgestellt,  als  ob  eine  bestimmte  Electricitäts- 
menge den  ganzen  betrachteten  Weg  durchlaufe;  es  kann  aber 
sein,  dass  die  Bewegung  der  Electricität  einen  ganz  anderen  Cha- 


^)  |Wa8  hier  die  in  die  Richtung  der  Bahn  fallende  Componente  der 
Kraft  genannt  ist,  ist  zugleich  die  ganze  Kraft,  da  jedes  Electridtätstheil- 
chen  sich  nach  der  Richtung  bewegen  muss,  nach  welcher  die  an  der  be- 
treffenden Stelle  herrschende  Kraft  wirkt.    1866.] 

8)  Ich  mache  hier  dieselbe  Unterscheidung  zwischen  den  Worten  Poten- 
tialfunction und  Potential,  welche  ich  schon  in  meinen  früheren  Auf- 
sätzen [s.  oben  S.  102]  eingeführt  habe. 
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rakter  hat.  Setzt  man  z.  B.  voraus,  dass  jedes  Massenmolecül 
mit  einer  gewissen  Menge  von  Electricität  versehen  sei,  und  denkt 
sich  eine  Anzahl  solcher  Molecüle  1,  2,  3,  4  etc.  in  einer  Reihe 
hinter  einander  liegend.,  so  kann  die  Electricitätsbewegung  in  der 
Weise  stattfinden,  dass  eine  kleine  Quantität  von  1  nach  2  geht, 
eine  eben  so  grosse,  aber  andere  Quantität  von  2  nach  3,  wieder 
eine  eben  so  grosse  aber  andere  von  3  nach  4  u.  s.  f.  Für  die 
Gültigkeit  des  vorigen  Satzes  ist  es  aber  ganz  gleichgültig,  welche 
dieser  beiden  Arten  von  Bewegung  man  annimmt,  'denn  der  Satz 
fordert  nur,  dass  alle  Theile  des  ganzen  Weges  von  einer  (jleich 
grossen^  aber  nicht,  dass  sie  von  derselben  Electricitätsmenge 
durchlaufen  werden. 

Nach  diesem  Satze  ist  es  nun  auch  leicht,  die  Arbeit  zu  be- 
stimmen, welche  in  einem  beliebigen  Stücke  eines  von  einem 
stationären  Strome  durchflossenen  Leiters  während  der  Zeitein- 
heit gethan  wird. 

Sei  nämlich  eine  geschlossene  Fläche  gegeben ,  welche  einen 
Theil  des  von  dem  Leiter  erfüllten  RauDaes  abgrenzt,  so  braucht 
man  nur  für  jedes  während  der  Zeiteinheit  durch  diesen  abge- 
grenzten Raum  hindurchströmende  Electricitätstheilchen  die  Zu- 
nahme des  Potentials  zu  bestimmen,  oder,  was  dasselbe  ist,  es 
mit  den  am  Eintritts-  und  Austrittspuncte  stattfindenden  Werthen 
der  Potentialfunction  zu  multipliciren ,  und  beide  Producte  von 
einander  abzuziehen.  Die  Summe  aller  dieser  Differenzen,  welche 
die  gesuchte  Arbeitsgrösse  giebt,  lässt  sich  bequem  auf  folgende 
Weise  darstellen.  Sei  den  ein  Element  der  Oberfläche  des  abge- 
grenzten Raumes,  und  ido  die  während  der  Zeiteinheit  durch 
dasselbe  hindurchströmende  Electricitätsmenge,  welche  positiv 
oder  negativ  genommen  wird,  je  nachdem  sie  aus  dem  Räume 
heraus,  oder  in  ihn  hineinströmt,  und  bezeichne  W  die  innerhalb 
des  Raumes  gethane  Arbeit,  so  ist: 

(I.)  W=fvidG}, 

worin  das  Integral  über  die  ganze  Oberfläche  genommen  werden 
muss.    Setzt  man  hierin  nach  (1): 

._,  dV 

^  —  ^dN' 

-wobei  die  Normale  N  nach  Aussen  als  positiv  zu  rechnen  ist ,  so 
kann  man  diese  Gleichung  auch  so  schreiben: 


\ 
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(la.)  W=hJ 


An  diese  Gleichungen  schliessen  sich  unmittelbar  diejenigen 
au,  welche  die  innerhalb  des  abgegrenzten  Raumes  erzeugte  Wärme 
bestimmen. 

Es  muss  nämlich  die  in  demselben  gethane  Arbeit  yon  einer 
ebenso  grossen  Zunahme  an  lebendiger  Kraft  begleitet  sein.     Die 
gethane  Arbeit  wird   für  unseren  Fall  durch  die  Gleichung  (I.) 
oder  (la.)  vollständig  dargestellt,  da  wir  alle  sonstigen  Wirkun- 
gen, bei  welchen  eine  Arbeit  vorkommt,  wie  z.  B.  die  Electrolyse, 
ausgeschlossen  haben.  Bei  der  lebendigen  Kraft  müssen  wir  streng 
genommen  nicht  nur  die  materielle  Masse  des  Leiters,  sondern 
auch  die  Electricität  berücksichtigen.    Die  Blectricitätstheilchen 
können  nämlich  auf  ihrem  Wege  durch  den  Raum  beschleunigt 
oder  verzögert  werden,  da  mit  der  Bedingung  des  stationären  Zu- 
standes  zwar  ausgesprochen  ist,  dass  die  Geschwindigkeit  an  jeder 
Stelle  des  Leiters  unveränderlich,  aber  nicht,  dass  sie  an  den 
verschiedenen  Stellen   gleich  sei.     Geht  z.  B.  der  Strom  durch 
einen  Leiter  mit  sehr  verschiedenen  Querschnitten ,  so  kann  sich 
die  Electricität  an  den  engeren  Stellen  schneller  bewegen  als  an 
den  weiteren,  ähnlich  wie  das  Wasser  eines  Flusses  an  Stellen,  wo 
das  Flussbett  beengt  ist,  schneller  fliesst  als  an  anderen.    Da  es 
indessen  noch  nicht  feststeht,  ob  die  Electricität  Beharrungsver- 
mögen, und  somit  die  bewegte  Electricität  lebendige  Kraft  habe, 
und  da  es  sich  ferner,  wenn  man  dieses  auch  annimmt,  hier  doch 
nicht  um  die  ganze  lebendige  Kraft,  sondern  nur  um  die  Verän- 
derungen derselben  handelt,  so  können  wir  diese  wohl  für  jetzt 
ausser  Acht  lassen  i).     Wir  haben  also  nur  die  lebendige  Kraft 
der  materiellen  Masse  ^)  zu  betrachten,  und  da  der  Voraussetzung 

^)  Ich  will  hierbei  bemerken,   dass   dasselbe   schon  stillschweigend  bei 

der  Annahme   des  Ohm 'sehen  Gesetzes  geschehen   ist.    Wenn  nämlich  die 

d  V 
Gleichung  (1)  *  =  ä;  -t^  richtig  ist,   so  hängt   die  an   einem   bestimiaten 

Puncte  stattfindende  Geschwindigkeit  der  Electricität  nach  Grösse  und  Rich- 
tung nur  von  der  an  diesem  Puncte  wirksamen  Kraft  ab,  und  es  muss 
daher  das  Beharrungsvermögen  der  Electricität  entweder  Null,  oder  doch 
so  klein  sein,  dasb  die  Kraft,  welche  nöthig  ist,  um  solche  Geschwindig- 
keit sänderungen,  wie  sie  im  Leiter  vorkommen,  zu  bewirken,  gegen  die 
Kraft,  welche  zur  Ueberwindung  des  Leitungs Widerstandes  nÖthig  ist,  ver- 
nachlässigt werden  kann. 

^)  [Der  Masse  des  Leiters.     1866. J 
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nach  keine  äusserlich  wahrnehmbare  Bewegung  derselben  hervor- 
gebracht ist,  so  bleibt  nur  die  Vermehrung  oder  Verminderung 
der  Wärmemenge  übrig.  Man  kann  dieses  kurz  so  aussprechen: 
die  ganze  Arbeit  ist  zur  üeberwindung  des  Leitungswiderstandes 
verwandt,  und  diese  wiederum  hat  in  ähnlicher  Weise,  wie  die 
üeberwindung  einer  Reibung,  die  Entstehung  einer  der  Arbeit 
äquivalenten  Wärmemenge  zur  Folge. 

Nennen  wir  nun  das  Wärme-Aequivalent  für  die  Einheit  der 
Arbeit  j4,  und  bezeichnen  die  während  der  Zeiteinheit  in  dem  ab- 
gegrenzten Baume  erzeugte  Wärme  mit  /Z,  so  ist: 

(5)  n=Ä.  W, 

und  somit  nach  (I.)  und  (la.): 

(IL)  H^  aJ 

(IIa.)  H^.A.hJ 

Die  in  den  Gleichungen  (I.),  (la.),  (II.)  und  (IIa.)  enthaltenen 
Integrale  lassen  in  den  in  der  Praxis  vorkommenden  Fällen  ge- 
wöhnlich grosse  Vereinfachungen  zu. 

Ist  die  Fläche,  welche  den  betrachteten  Raum  abgrenzt,  zum 
Theil  zugleich  die  Oberfläche  des  Leiters,  und  vernachlässigen 
wir  die  geringe  Electricitätsmenge,  welche  der  Leiter  während 
des  Stromes  an  die  umgebende  Luft  abgiebt,  gegen  die  ganze  ihn 
durchströmende  Electricitätsmenge,  so  brauchen  wir  diesen  Theil 
der  Fläche  bei  der  Integration  gar  nicht  zu  berücksichtigen.  Bil- 
det z.  B.  wie  es  gewöhnlich  der  Fall  ist ,  der  Leiter  einen  langge- 
streckten Körper,  welcher  seiner  Länge  nach  von  der  Electricität 
durchströmt  wird,  und  betrachten  wir  von  ihm  ein  zwischen  zwei 
Querschnitten  liegendes  Stück,  so  brauchen  wir  die  Integration 
nur  für  die  Flächen  dieser  beiden  Querschnitte  auszuführen. 

Hat  femer  der  Leiter  an  der  Stelle,  wo  sich  der  eine  Quer- 
schnitt befindet,  eine  angenähert  prismatische  oder  cylindrische 
Gestalt,  so  dass  man  annehmen  kann,  dass  die  Electricitätstheil- ' 
eben  sich  hier  alle  unter  einander  und  mit  der  Axe  parallel  be« 
wegen,  so  muss  auch  die  treibende  Kraft  hier  diese  Richtung  ha- 
ben. Legt  man  daher  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  so, 
dass  die  Coordinatenaxe  der  x  mit  der  Axe  des  Leiters  parallel 

dV  dV         dV 

ist,  80  stellt  -7—  die  ganze  treibende  Kraft  dar,  und  -rr—  und  -rr- 

ax  ay  da 
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sind  Null.  Daraus  folgt,  dass  wenn  der  Querschnitt  gegen  die 
Axe  senkrecht  genommen  ist,  innerhalb  desselben  V  constant  sein 
muss,  und  man  kann  also  schreiben: 

/  Vidca  =  V  I  idco. 

Hierin  stellt  das  Integral  /  ida^  negativ  oder  positiv  genommen, 

je  nachdem  dieser  Querschnitt  in  Bezug  auf  die  Richtung  des 
Stromes  der  erste  oder  zweite  ist,  die  ganze  während  der  Zeitein- 
heit durch  den  Querschnitt  strömende  Electricitätsmenge  dar, 
welche  man  gewöhnlich  die  Intensität  des  Stromes  nennt,  und 
welche  wir  daher  mit  J  bezeichnen  wollen,  wodurch  der  vorige 
Ausdruck  in 

T  y  J 

übergeht.  Nehmen  wir  nun  an,  dass  bei  dem  anderen  Quer- 
schnitte dieselben  Bedingungen  erfüllt  seien ,  und  bezeichnen  die 
im  ersten  und  zweiten  Querschnitte  geltenden  Werthe  von  V 
resp.  mit  Fq  und  Vi ,  so  ist  die  innerhalb  des  ganzen  Stückes  ge- 
thane  Arbeit: 

(6)  w={v,  -  To).  j; 

und  die  erzeugte  Wärme: 

(7)  H=A{V,  -  Vo),J, 
Nun  ist  aber  nach  dem  Oh  mischen  Gesetze: 

F,  —  V 

(8)  J^=JlL-^, 

worin  l  den  Leitungswiderstand  des  zwischen  den  beiden  Quer- 
schnitten liegenden  Stückes  bedeutet,  und  dadurch  gehen  die  bei- 
den vorigen  Gleichungen  über  in: 

(9)  W=l.J^ 

(10)  H=Ä.l.J^. 

Die  letztere  dieser  Gleichungen  enthält  die  beiden  Eingangs  er- 
wähnten von  Joule  gefundenen,  und  von  Lenz  und  Becquerel 
bestätigten  Gesetze. 
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ITeber  die  Anwendung  der  meohanisolien  Wärmetheorie 
auf  die  tliemioelectriBclien  Erscheinungen. 

Vorgetragen    in  der   Berliner    Acad.   Noy.    1853,    abgedruckt   in    Poggendorfifs 

Annalen,  Decemberheft  1853,  Bd.  XC,  S.  513. 


In  dem  [vorstehenden]  Aufsatze  wurden  die  Wirkungen  des 
als  stationär  vorausgesetzten  Stromes  nur  innerhalb  eines  homo- 
genen Leiters  betrachtet,  von  welchem  noch  angenommen  wurde, 
1)  dass  er  durch  den  Strom  weder  eine  mechanische  noch  eine 
chemische  Veränderung  erleide,  und  2)  dass  keinerlei  inducirende 
Wirkungen  zwischen  ihm  und  anderen  Leitern  oder  Magneten  statt- 
finden. In  diesem  Falle  war  nur  die  Kraft  zu  betrachten,  welche 
den  Leitungswiderstand  überwindet,  und  die  von  dieser  Kraft 
gethane  Arbeit,  sowie  die  damit  verbundene  Wärmeerzeugung  wur- 
den dort  ermittelt,  und  die  Uebereinstimmung  der  so  gefundenen 
Resultate  mit  der  Erfahrung  nachgewiesen. 

In  dem  Nachfolgenden  wollen  wir  die  beiden  zuletzt  ange- 
führten Bedingungen  ebenfalls  beibehalten,  dagegen  wollen  wir 
statt  des  homogenen  Leiters  einen  solchen  betrachten,  der  aus 
mehreren  ohne  Electrolyse  leitenden  StoflFen  zusammengesetzt 
ist,  wobei  es  hauptsächlich  die  an  den  Berührungsflächen  je  zweier 
Stoffe  stattfindenden  Vorgänge  sind,  welche  unsere  Aufmerksam- 
keit in  Anspruch  nehmen  werden. 

Man  pflegt  es  als  eine  durch  electroskopische  Versuche  hin- 
länglich erwiesene  Thatsache  zu  betrachten,  dass  bei  der  Beruh- 
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rung  zweier  verschiedener  Stoffe  eine  electrische  Spannungsdiffe- 
renz zwischen  ihnen  eintrete,  indem  sich  die  Electricität  ungleich 
unter  ihnen  theile.  Hiernach  muss  man  für  den  Zustand  des 
Gleichgewichtes  annehmen,  dass  die  Potentialfunction  zwar  inner- 
halb eines  jeden  einzelnen  Stoffes  constant  sei,  aber  in  zwei  sich 
berührenden  Stoffen  verschiedene  Werthe  habe  i) ,  und  für  den 
wählend  eines  continuirlichen  Stromes  stattfindenden  Zustand, 
dass 'die  Potentialfunction  sich  innerhalb  jedes  einzelnen  Stoffes 
nur  allmälig,  an  der  Berührungsfläche  zweier  Stoffe  aber  plötz- 
lich ändere. 

Wir  wollen  diese  Thatsache  vorläufig  ebenfalls  als  feststehend 
annehmen  und  zu  weiteren  Schlüssen  benutzen.  Die  Yergleichung 
der  letzteren  mit  der  Erfahrung  kann  dann  ihrerseits  wieder  dazu 
dienen,  die  Zulässigkeit  jener  Annahme  zu  prüfen.  Bezeichnen  wir 
also  die  Potentialfunction  innerhalb  des  ersten  und  zweiten  Stoffes 
zur  Unterscheidung  mit  Vi  und  Fj,  so  findet  für  je  zwei  Puncte, 
welche  sich  zu  beiden  Seiten  der  Berührungsfläche  sehr  nahe  ge- 
genüberliegen, die  Gleichung 

(1)       '  r,-  Vi  =  E 

statt,  worin  E  eine  von  der  Beschaffenheit  der  sich  berührenden 
Stoffe  abhängige  Grösse  ist,  welche  wir  im  Folgenden  immer  kun 
die  electrische  Differenz!  nennen  wollen  2). 

Man  darf  diese  plötzliche  Aenderung  der  Potentialfunction 
natürlich  nicht  im  streng  mathematischen  Sinne  als  einen  Sprung 
betrachten,  wefcher  in  einer  mathematischen  Fläcl^e  stattfindet, 
sondern  nur  als '  eine  sehr  schnelle  Aenderung  in  der  Nähe  die- 
ser Fläche.  Zur  Erklärung  derselben  muss  man,  wie  schon  mehr- 
fach, und  besonders  bestimmt  neuerdings  von  Helmholtz^)  aus- 
gesprochen ist,  zwei  zu  beiden  Seiten  der  Berührungsfläche  sich 
gegenüberliegende  entgegengesetzt  electrische  Schichten  annehmen. 


^)  In  electrostatischen  Untersuchungen  legt  man  gewöhnlich  den  Satz 
zu  Grunde,  dass  in  einem  ganzen  Systeme  unter  sich  verbundener  Leiter 
im  Zustande  des  Gleichgewichtes  die  Potentialfunction  überall  denselbeD 
Werth  habe;  dadurch  sollen  aber  die  durch  Verschiedenheit  der  Stoffe  be- 
dingten Unterschiede  nicht  bestritten  werden,  sondern  sie  sind  nur  ihrer 
Kleinheit  wegen  vernachlässigt,  da  man  es  in  der  Electrostatik  gewöhnlich 
mit  viel  gp-össeren  Unterschieden  zu  thun  hat. 

^)  [Bezeichnender  würde  der  in  neuerer  Zeit  von  mir  gebrauchte  Aw- 
druck  Potentialniveaudiffcrenz  sein.     1860.] 

8)  Pogg.  Ann.  Bd.  89. 
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also  eine  ähnliche  Anordnung,  wie  bei  einer  geladenen  Leidener 
Flasche  oder  Franklin'schen  Tafel. 

Es  entsteht  nun  aber  die  Frage,  was  es  für  eine  Kraft  ist, 
welche  diese  beiden  Schichten,  die  doch  durch  keinen  nichtleiten- 
den Körper  yon  einander  getrennt  sind,  hindert,  sich  in  ihrem 
electrischen  Zustande  auszugleichen,  und  welche  sogar,  wenn  die 
Electricität  einen  anderen  Weg  zur  Ausgleichung  hat,  in  dapasel- 
ben  Maasse,  wie  dadurch  die  Differenz  an  der  Berührungsfläche 
geringer  werden  ¥rürde,  immer  neue  Electricität  von  der  negati- 
ven nach  der  positiven  Seite  hinübertreibt,  und  so  einen  fortwäh- 
renden electrischen  Strom  möglich  macht. 

Helmholtz  spricht  sich  darüber  in  seiner  Schrift  „über  die 
Erhaltung  der  Kraft"  S.  47  folgendermaassen  aus:  „Es  lassen 
sich  nämlich  offenbar  alle  Erscheinungen  in  Leitern  erster  Klasse 
(d.  h.  solchen,  in  denen  die  Leitung  der  Electricität  ohne  Electro- 
lyse  stattfindet)  herleiten  aus  [der  Annahme,  dass  die  verschiede- 
nen chemischen  Stoffe  verschiedene  Anziehungskräfte  haben  gegen 
.  die  beiden  Electricitäten  i),  und  dass  diese  Anziehungskräfte  nur 
in  unmessbar  kleinen  Entfernungen  wirken,  während  die  Electri- 
citäten aufeinander  es  auch  in  grösseren  thun.  Die  Gontactkraft 
würde  danach  in  der  Differenz*  der  Anziehungskräfte  bestehen, 
welche  die  der  Berührungsstelle  zunächst  liegenden  Metalltheil- 
chen  auf  die  Electricitäten  dieser  Stelle  ausüben,  und  das  electri- 
sche  Gleichgewicht  eintreten,  wenn  ein  electrisches  Theilchen,  wel- 
ches von  dem  einen  zum  anderen  übergeht,  nichts  mehr  an  le- 
bendiger Kraft  verliert  oder  gewinnt."  s 

Mit  dieser  Erklärung  stimmen  meines  Wissens  auch  die  An- 
sichten der  meisten  anderen  Physiker  überein,  wenn  die  darüber 
vorhandenen  Aussprüche  auch  minder  klar  und  bestimmt  sind; 
dessen  ungeachtet  glaube  ich  ihr  wenigstens  theilweise  widerspre- 
chen zu  müssen.  Ob  überhaupt  eine  electrische  Differenz  in  der 
hier  angegebenen  Weise  bloss  durch  die  verschiedenen  Anziehungs- 
kräfte verschiedener  chemischer  Stoffe  gegen  die  Electricität  her- 
vorgebracht wird ,  mag  vorläufig  dahingestellt,  bleiben,  dass  sich 


^)  Ob  man  zwei  Electricitäten  oder  nur  eine  annimmt,  ist  hierbei  gleich- 
gültig. Wenn  ich  daher  im  Folgenden  der  Bequemlichkeit  wegeo,  überein- 
stimmend mit  meinem  vorigen  Aufsätze,  immer  nur  von  Einer  Electricität 
spreche,  so  hat  das  auf  die  Resultate  gar  keinen  Einfluss,  da  sich,  wie  ich 
schon  dort  erwähnt  habe,  alle  Schlüsse  leicht  aus  der  einen  Hypothese  in 
die  andere  übersetzen  lassen. 

ClausiuB,  mech.  Wftrmetheorie.   U.  12 
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aber  hieraus,  wie  behauptet  wird,  alle  Erscheinungen  in  Leitern 
erster  Klasse  herleiten  lassen,  muss  ich  bestreiten.  Zur  Erklärung 
der  thermoelectrischen  Ströme,  und  der  von  Peltier  entdeckten, 
durch  einen  electrischen  Strom  verursachten  Wärme-  und  Kälte- 
erregung  an  der  Berührungsstelle  zweier  Stoffe  reicht  diese  An- 
nahme nicht  hin ,  sondern  dazu  ist  eine  andere  Annahme  noth- 
wendig,  nämlich  die,  dass  die  Wärme  selbst  bei  der  Bildung  und 
Erhaltung  der  electrischen  Differenz  an  der  Berührungsstelle  wirk- 
sam ist,  indem  die  Molecularbetvegung,  welche  wir  Wärme  nenneti, 
die  Eledricität  von  dem  einen  Stoffe  zum  anderen  zu  treiben  strebt, 
und  nur  durch  die  entgegenwirkende  Kraft  der  beiden  dadurch  ge- 
bildeten electrischen  Schichten ,  wenn  diese  eine  gewisse  Dichtigkeit 
erreicht  haben,  daran  verhindert  werden  kann. 

Um  dieses  zuerst  aus  den  thermoelectrischen  Strömen  nach- 
zuweisen, denken  wir  uns  irgend  eine  aus  zwei  Stoffen,  als  welche 
wir  der  Regel  nach  Metalle  annehmen  können,  gebildete  Kette 
gegeben.  Wenn  sich  die  ganze  Kette  in  gleicher  Temperatur  be- 
findet, so  sind  natürlich  die  electrischen  Differenzen  an  den  bei-, 
den  Berührungsstellen  gleich  gross,  und  die  Potentialfunction  kann 
daher  in  jedem  Metalle  für  sich  einen  constanten  Werth  haben, 
wie  es  dem  Gleichgewichtszustande  entspricht.  Werden  nun  aber 
die  beiden  Berührungsstellen  in  verschiedene  Temperaturen  ge- 
bracht, so  entsteht  ein  Strom,  und  daraus  muss  man  schlieasen, 
dass  in  Bezug  auf  die  Vertheilung  der  Electricität  eigenthümliche 
Bedingungen  eingetreten  sind,  die  sich  durch  keinen  Gleichge- 
wichtszustand erfüllen  lassen. 

Solche  Bedingungen  lassen  sich  aus  der  Annahme,  dass  die 
electrischen  Differenzen  nur  durch  die  verschiedenen  Anziehungs- 
kräfte chemisch  verschiedener  Stoffe  gegen  die  Electricität  her- 
vorgebracht werden ,  nicht  herleiten.  Zunächst  ist  es  überhaupt 
sehr  unwahrscheinlich,  dass  solche  Anziehungskräfte  sich  mit  der 
Temperatur  ändern  sollten,  und  wenn  dieses  nicht  der  Fall  wäre, 
so  würde  die  Wärmevertheilung  auf  die  Electricitätsvertheilung 
gar  keinen  Einfiuss  haben.  Aber  wenn  man  auch  diesen  Einwand 
fallen  lässt,  und  die  Abhängigkeit  der  Anziehungskräfte  von  der 
Temperatur  als  möglich  zugiebt,  so  ist  damit  doch  zur  EIrklämng 
einer  fortwährenden  Bewegung  der  Electricität  noch  gar  nichts 
gewonnen ,  denn  alsdann  würde  einfach  jeder  Theil  der  Kette  so 
viel  Electricität  zu  sich  heranziehen ,  wie  seiner  augenblickliehen 
Anziehungskraft  entspräche,  und  würde  diese,  so  lange  die  Tem- 
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peraturverhältnisse  der  Kette  dieselben  blieben,  festhalten.  Man 
kann  denselben  Schluss  auch  in  folgender  Weise  aussprechen. 
Wenn  ein  Stofi  bei  verschiedenen  Temperaturen  verschiedene  An- 
ziehungskräfte gegen  die  Electricität  besässe,  so .  würden  sich  zwei 
verschieden  warme  Theile  desselben  Stoffes  in  dieser  Beziehung 
eben  so  zu  einander  verhalten,  wie  zwei  verschiedene  Stoffe  bei 
gleicher  Temperatur,  so  dass  auch  zwischen  ihnen  eine  electrische 
Differenz  entstehen  müsste.  Hiernach  würde  eine  Temperatur- 
verschiedenheit in  den  Theilen  einer  thermoelectrischen  Kette  ge- 
rade so  wirken,  wie  eine  vermehrte  Stoffverschiedenheit  bei  gleicher 
Temperatur^  welche  wohl  einen  veränderten  electrischen  Gleich- 
gewichtszustand, aber  nie  einen  dauernden  electrischen  Strom 
zur  Folge  haben  kann. 

Anders  verhält  es  sich,  wenn  man  annimmt,  dass  die  Wärme 
selbst  bei  der  Bildung  der  electrischen  Differenzen  an  den  Be- 
rührungsstellen wirksam  sei.  Diese  Annahme  macht  es  nicht  nur 
möglich,  sondern  sogar  sehr  wahrscheinlich,  dass  die  Grösse  der 
Differenzen  von  den  dort  stattfindenden  Temperaturen  abhänge, 
und  giebt  dabei  doch  durchaus  keine  Veranlassung  zu  dem 
Schlüsse,  dass  auch  zwischen  den  verschieden  warmen  Theilen 
eines  und  desselben  Stoffes  entsprechende  electrische  Differenzen 
entstehen  müssen.  Man  erhält  also  bei  dieser  Annahme  in  der 
That  den  eigenthümlichen  Fall,  dass  einerseits  die  Verschieden- 
heit der  electrischen  Differenzen  an  den  beiden  Berührungsstel- 
len es  nothwendig  macht,  dass  die  Potentialfunction  in  den  ver- 
schiedenen Theilen  der  einzelnen  Stoffe  verschiedene  Werthe  be- 
sitzt, und  dass  sich  andererseits  innerhalb  jedes  einzelnen  Stoffes 
der  electrische  Zustand  so  auszugleichen  sucht,  dass  die  Poten- 
tialfunction in  allen  seinen  Theilen  denselben  Werth  hat.  Diese 
beiden  Bedingungen  lassen  sich  durch  einen  Gleichgewichtszustand 
nicht  gleichzeitig  erfüllen,  sondern  erfordern  einen  continuirlichen 
Strom,  ganz  so,  wie  es  der  wirklichen  Beobachtung  entspricht. 

Wir  wenden  uns  nun  zu  der  zweiten  der  oben  erwähnten  Er- 
scheinungen, zu  der  von  Peltier  entdeckten,  an  der  Berührungs- 
fläche zweier  Stoffe  durch  einen  electrischen  Strom  verursachten 
Wärme-  oder  Kälteerregung.  Von  dieser  Wirkung  gilt  natürlich 
dasselbe,  was  oben  von  der  Veränderung  der  Potentialfunction  ge- 
sagt ist,  dass  sie  nicht  auf  eine  mathematische  Fläche  beschränkt 
sein  kann,  sondern  über  den  körperlichen  Kaum  einer,  wenn  auch 
nur  sehr  dünnen  Schicht  vertheilt  sein  muss.    Wir  wollen  diese 

12* 
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Schicht,  welche  jedenfalls  die  beiden  oben  erwähnten  electrischen 
Schichten  und  den  zwischen  ihnen  befindlichen  Raum  in  sich  be- 
greift, die  Uebergangsschicht  nennen.  Zur  Erklärung  der  in  dieser 
Schicht  stattfindenden  Erzeugung  oder  Vernichtung  ?on  Wärme 
muss  eine  entsprechende,  von  irgend  einer  Kraß  gethane  positive 
oder  negative  mechanische  Arbeit  nachgewiesen  werden. 

Bevor  ich  auf  die  Betrachtung  dieser  Arbeit  speciell  einge- 
hen kann,  muss  ich  zur  Verständigung  ein  Paar  allgemeine  Bemer- 
kungen über  die  mechanische  Arbeit  und  ihren  Zusammenhang 
mit  der  Kraft  voraufschicken.  Wenn  ein  Punct  sich  unter  dem 
Einflüsse  einer  Kraft  bewegt,  so  nennt  man  bekanntlich  das  Pro- 
duct  der  Weglänge  und  der  in  die  Richtung  des  Weges  fallenden 
Kraftcomponente  die  mechanische  Arbeit.  Bei  dieser  Arbeit 
scheint  es  mir  aber  zweckmässig,  sie  so  viel  wie  möglich,  und  mehr 
als  es  gewöhnlich  geschieht,  ausdrücklich  auf  die  bei  ihrer  Bestim- 
mung  berücksichtigte  Kraft  zu  beziehen,  denn  häufig  kommt  es 
vor,  dass  auf  einen  Punct  mehrere  Kräfte  gleichzeitig  wirken,  welche 
man  nicht  in  ihrer  gemeinsamen  Resultante,  sondern  einzeln  be- 
trachten will,  und  besonders  hat  man  es  bei  den  durch  Maschinen 
heryorgebrachten  Bewegungen  fast  immer  mit  zwei  verschiedenen 
Kräften,  der  treibenden  und  der  widerstehenden,  zu  thun.  In  sol- 
chen Fällen  sind  in  derselben  Bewegung  mehrere  Arbeitsgrössen 
enthalten,  welche  streng  unterschieden  werden  müssen,  und  bei 
denen  eine  Unbestimmtheit  des  Ausdruckes  leicht  zu  Verwirrun- 
gen fuhren  kann.  —  Ferner  bezeichnet  man  die  Arbeit,  je  nach- 
dem die  Bewegung  mit  der  wirksamen  Kraftcomponente  gleich- 
oder  ihr  entgegengerichtet  ist,  als  positiv  oder  negativ.  Ich  finde 
aber,  dass  es  häufig  zur  bequemeren  Verbindung  der  Arbeit  mit 
der  Kraft,  und  überhaupt  zur  leichteren  Darstellung  wünschens- 
werth  ist,  diesen  Unterschied  auch  durch  das  Verbum  ausdrücken 
zu  können,  und  zu  diesem  Zwecke  schlage  ich  vor,  die  Arbeit  im 
ersteren  Falle  eine  von  der  Kraft  gethane,  im  letzteren  eine  von 
der  Kraft  erlittene  zu  nennen,  so  dass  also  der  Ausdruck  ,die 
Kraft  erleidet  eine  Arbeit^  so  viel  bedeutet,  als  „sie  thut  eine 
negative  Arbeit". 

Indem  wir  nun  zur  Betrachtung  der  innerhalb  der  Ueber- 
gangsschicht stattfindenden  Vorgänge  schreiten,  wollen  wir  dabei 
zunächst  wieder  von  der  von  Helmholtz  ausgesprochenen  An- 
nahme ausgehen.  Nach  dieser  wirken  auf  ein  in  diesem  Räume 
befindliches   Electricitätstheilchen  zwei  verschiedene  Kräfte,  er- 
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stens  eiue  rein  electrische  Kraft,  indem  das  Theilcheu  zwischen 
den  beiden  electrischen  Schichten  von  der  einen  angezogen  und 
von  der  anderen  abgestossen  wird,  und  zweitens  eine  Molecular- 
kraft,  indem  das  Theilchen  von  den  auf  beiden  Seiten  befindli- 
chen Yerschieden artigen  Molecülen  verschieden  stark  angezogen 
wird.  Wenn  sich  der  Gleichgewichtszustand  hergestellt  hat,  so 
wirken  sich  diese  beiden  Kräfte  mit  gleicher  Stärke  entgegen,  so 
dass  beim  Uebergange  des  Theilchens  eine  eben  so  grosse  Arbeit 
von  der  einen  erlitten,  wie  von  der  anderen  gethan  werden  würde, 
und  daher,  wie  es  auch  Helmholtz  ausspricht,  weder  ein  Ge- 
winn noch  ein  Verlust  an  lebendiger  Kraft  eintreten  könnte. 
Während  eineä  Stromes  dagegen  ist  die  electrische  Kraft  ein  we- 
nig grösser  oder  kleiner,  als  die  Molecularkraft,  so  dass  das  Elec- 
tricitätstheilchen  jener  oder  dieser  folgen  muss.  Man  kann  die- 
ses Verhältniss  am  einfachsten  dadurch  darstellen,  dass  man  die 
während  des  Gleichgewichts  wirksamen  einander  gleichen  Kräfte 
auch  jetzt  ganz  unverändert  beibehält,  ausserdem  aber  noch  eine 
kleine  electrische  Kraft  als  dritte  hinzufügt,  welche  nach  der 
einen  oder  anderen  Seite  gerichtet  ist,  und  gerade  nur  dazu 
hinreicht,  den  Leitungswiderstand  innerhalb  der  Uebergangs- 
schicht  zu  überwinden,  und  so  die  Electricität  in  Bewegung  zu 
erhalten.  Diese  Kraft  ist  ganz  dieselbe,  welche  bei  gleicher 
Stromstärke  auch  in  jeder  mit  einem  gleichen  Leitungswiderstande 
versehenen  Schicht  eines  homogenen  Leiters  vorhanden  sein  muss, 
und  somit  können  auch  die  von  ihr  gethane  Arbeit  und  erzeugte 
Wärme  keine  anderen  sein,  als  die,  welche  in  einer  solchen  ho- 
mogenen Schicht  vorkommen,  und  welche  bei  der  Kleinheit  des 
Leitungswiderstandes  einer  so  dünnen  Schicht  hier  vernachlässigt 
werden  können.  Die  an  der  Berührungsstelle  stattfindende  eigen- 
thumliche  Erscheinung,  welche  von  Peltier  beobachtet  ist,  bleibt 
bei  dieser  Annahme  also  unerklärt 

Wir  wollen  nun  in  gleicher  Weise  von  der  anderen  Annahme 
ausgehen,  nach  der  es  die  Wärme  ist,  welche  innerhalb  der  Ueber- 
gangsschicht  die  Electricität  von  der  einen  nach  der  anderen 
Seite  zu  treiben  strebt,  und  dadurch  der  electrischen  Kraft  ent- 
gegenwirkt. Während  des  Gleichgewichtszustandes  wird  dieses 
Streben  von  der  electrischen  Kraft  gerade  compensirt;  während 
eines  Stromes  dagegen  ist  die  letztere,  wie  vorher  erwähnt,  etwas 
vergrössert  oder  verkleinert  und  dadurch  wird  der  Uebergang 
der  Electricität  in  der  einen  oder  anderen  Richtung  veranlasst. 


182  '  Abhandlung  XIL 

Dabei  thut  oder  erleidet  die  electrische  Kraft  eine  gewisse  Arbeit, 
und  diese  kann  nicht  durch  eine  entgegengesetzte  Arbeit  einer 
anderen  Kraft  aufgehoben  werden,  da  unserer  Annahme  nach 
keine  zweite  Kraft  vorhanden  ist,  sondern  die  Wirkungen,  welche 
man  einer  solchen  zuschreiben  zu  müssen  glaubte,  durch  die 
Wärme,  also  durch  eine  Betvegung^  hervorgebracht  werden.  Dem- 
nach muss  jene  ganze  Arbeit  eine  äquivalente  Vermehrung  oder 
Verminderung  der  lebendigen  Kraft  zur  Folge  haben,  und  daraus 
erhalten  wir,  da  lebendige  Kraft  hier  nur  in  der  Form  von  Wärme 
vorkommt,  die  von  Peltier  beobachtete  Wärme-  oder  Kälte- 
erregung. 

Ich  glaube  den  ganzen  Zustand  in  der  Uebergangsschicht  am 
besten  mit  dem  vergleichen  zu  können,  wenn  ein  in  einer 
ausdehnsamen  Hülle  befindliches  >Quantum  Gas  durch  einen 
äusseren  Druck  zusammengehalten  wird,  während  die  Wärme- 
bewegung seiner  Molecüle  es  auszudehnen  sucht.  Wird  die  äus- 
sere Kraft,  welche  vorher  dem  Ausdehnungsbestreben  der  Wärme 
gerade  das  Gleichgewicht  hielt,  ein  Wenig  vergrössert  oder  ver- 
kleinert, so  drückt  sie  das  Gas  weiter  zusammen  oder  lässt  es  sich 
weiter  ausdehnen;  dabei  thut  oder  erleidet  sie  eine  gewisse  Arbeit, 
und  zugleich  wird  in  dem  Gase  eine  äquivalente  Menge  Wärme 
erzeugt  oder  vernichtet  i). 


1)  In  meinen  Aufsätzen  über  die  bewegende  Kraft  der  Wärme,  in  wi- 
chen ich  aaf  dieses  Verhalten  des  Gases  etwas  näher  eingegangen  bin, 
habe  ich  den  positiven  und  negativen  Sinn  der  Arbeit  anders  bestimmt, 
als  hier.  Indem  ich  nämlich  dort  das  Aasdehnungsbestreben  der  Wärme, 
welches  auf  die  beweglichen  Theile  der  Hülle,  z.  B.  auf  einen  Stempel, 
nach  Art  einer  bewegenden  Kraft  wirkt,  als  die  für  uns  nützliche  Kraft 
betrachtete,  bezog  ich  die  vorkommenden  Arbeitsgrössen  auf  sie,  und 
nicht  auf  den  entgegenwirkenden  Druck,  und  musste  daher  eine  mitUeber- 
windung  des  Druckes  stattfindende  Ausdehnung  als  positive,  und  eine  Za- 
sammendrückung  als  negative  Arbeit  bezeichnen.  Dadurch  entstand  die  in 
mancher  Beziehung  bequeme  Xusdrucksweise ,  dass  zur  Erzeugung  von 
Arbeit  Wärme  verbraucht  werde,  und  umgekehrt,  so  dass  die  Summe  von 
Wärme  und  Arbeit  constant  sei.  In  meinen  Untersuchungen  über  die  Elec- 
tricität  dagegen ,  in  weichen  es  sich  nicht  um  eine  von  der  Wärme  selbst 
ausgeübte  bewegende  Kraft,  sondern  nur  um  die  durch  andere  Kräfte  ver- 
ursachte Vermehrung  oder  Verminderung  der  Wärme  handelte,  musste  ich 
die  Arbeit  immer  auf  diese  anderen  Kräfte  beziehen ,  und  diese  Art  der 
Bestimmung  habe  ich  auch  im  vorliegenden  Aufsatze  beibehalten.  Dem- 
gemäss  hat  sich  natürlich  auch  die  obige  Ausdrucksweise  dahin  ändern 
müssen,  dass  eine  positive  Arbeit  eine  Vermehrung  und  eine  negative  Ar- 
beit eine  Verminderung  der  lebendigen  Kraft  oder  Wärme  zur  Folge  hat. 
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Es  hat  sich  also  ergeben,  dass,  wenn  man  an  der  Berührungs- 
stelle zweier  Stoffe  eine  durch  die  Wärme  verursachte  electrische 
Differenz  annimmt,  dann  die  durch  den  Strom  je  nach  seiner 
Richtung  erregte  Wärme  oder  Kälte  eine  nothwendige  Folge  da- 
Ton  ist  Demgemäss  können  wir  nun  auch  umgekehrt  die  letztere 
Erscheinung  als  einen  Beweis  für  das  Vorhandensein,  und  zu- 
gleich als  ein  Maass  jener  electrischen  DiflFerenz  betrachten.  Hier- 
mit scheint  aber  eine  andere  Thatsache  im  Widerspruche  zu 
stehen.  Da  nämlich  die  Wärme-  oder  Kälteerregung  am  stärk- 
sten beim  Wismuth  und  Antimon  stattfindet,  so  muss  man  schlies- 
sen,  dass  zwischen  diesen  beiden  Metallen  auch  die  electrische 
Differenz  am  grössten  ist;  electroskopische  Versuche  dagegen  zei- 
gen zwischen  anderen  Metallen,  wie  z.  B.  Kupfer  und  Zink,  viel 
grössere  Differenzen,  als  zwischen  Wismuth  und  Antimon.  Dieser 
Widerspruch  lässt  sich  auf  zwei  verschiedene  Weisen  erklären. 

Erstens  kann  man  annehmen,  dass  ausser  der  durch  die 
Wärme  verursachten  electrischen  Differenz  gleichzeitig  noch  eine 
andere  bestehe,  welche  in  der  von  Helmholtz  angegebenen  Weise 
nur  durch  die  verschiedenen  Moleoularanziehungen  hervorgebracht 
werde,  und  dass  diese,  wenn  sie  auch  auf  die  thermoelectrischen 
Erscheinungen  keinen  Einfluss  übe,  doch  bei  den  electroskopi- 
schen  Erscheinungen  zur  vollen  Geltung  komme,  und  sich  dabei  so- 
gar meistens  als  die  grössere  von  beiden  erweise.  Zweitens  kann 
man  annehmen,  dass  die  bei  electroskopischen  Versuchen  beob- 
achtete Differenz  nicht  durch  die  unmittelbare  Berührung  der 
beiden  untersuchten  Stoffe,  z.  B.  des  Kupfers  und  Zinks,  entstehe, 
und  überhaupt  gar  nicht  zur  Zahl  derjenigen  Erscheinungen  ge- 
höre, welche  bei  der  Berührung  von  nur  Leitern  erster  Klasse 
eintreten,  sondern  zur  Zahl  derer,  welche  durch  die  Mitwirkung 
von  Leitern  zweiter  Klasse  (d.  h.  von  solchen,  die  die  Electricität 
durch  Electrolyse  leiten)  veranlasst  werden.  Man  kann  in  dieser 
Beziehung  anführen,  dass  bei  einem  electroskopischen  Versuche, 
selbst  wenn  die  untersuchten  Metalle  mit  keinem  fremden  Körper, 
wie  z.  B.  mit  der*  Hand,  sondern  nur  unter  sich  in  Berührung  ge- 
bracht werden,  dadurch  doch  die  Mitwirkung  fremder  Stoffe  nicht 
ganz  ausgeschlossen  werden  könne,  denn  die  Metalle  selbt  seien 
an  ihrer  Oberfläche  von  einer  Schicht  comprimirter  Gase  und  viel- 
leicht auch  condensirter  Dämpfe  bedeckt,  welche  bei  nicht  zusam- 
mengelötheten,  sondern  nur  zusammengedrückten  Metallstücken 
den  wirklich  metallischen  Contact  verhindere,  und  durch  ihr  Da- 
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zwischentreten  die  electroskopischen  Erscheinungen  wesentlich 
nxodificire. 

Welche  von  diesen  beiden  Erklärungsarten  vorzuziehen  ist,  soll 
hier  nicht  eröiiert  werden,  da  es  für  die  Untersuchung  der  thermoelec- 
trischen  Ströme  und  ihrer  Wirkungen  gleichgültig  ist.  Für  diese  ge- 
nügt es,  wenn  die  durch  die  Wärme  verursachte  electrische  Di£Pe- 
renz  dem  obigen  Schlüsse  gemäss  als  existirend  anerkannt  wird, 
denn  nur  mit  ihr  haben  wir  es  hier  zu  thun,  und  wenn  daher  im 
Folgenden  kurz  von  der  electrischen  Differenz  die  Rede  ist,  so 
soll  damit  immer  nur  diese  eine  gemeint  sein,  ganz  abgesehen  da- 
von, ob  daneben  noch  eine  andere  besteht,  oder  nicht. 

Wenn  wir  nach  diesen  allgemeinen  Betrachtungen  nun  für 
die  innerhalb  der  Uebergangsschicht  gethane  Arbeit  und  erzeugte 
Wärme  bestimmte  Formeln  aufstellen  wollen,  so  können  wir 
dazu  genau  dieselben  Schlüsse  anwenden ,  welche  ich  in  meinem 
[vorstehenden]  Aufsatze  in  Bezug  auf  die  innerhalb  eines  homoge- 
nen Leiters  stattfindenden  Vorgänge  auseinandergesetzt  habe. 
Daraus  ergiebt  sich,  dass  auch  in  der  Uebergangsschicht  die  heim 
Durchgange  einer  gegebenen  Eleetricitätsmenge  gethane  Arbeit  durch 
die  Zunahme  tles  Potentials  dieser  Eleetricitätsmenge  und  der  freien 
Electricität  auf  einander  ausgedrückt  wird.  Bezeichnen  wir  daher 
die  während  der  Zeiteinheit  hindurchgehende  Eleetricitätsmenge 
mit  Ji  und  die  Differenz  der  Werthe  der  Potentialfiinction  zu  bei- 
den Seiten  der  Uebergangsschicht,  welche  wir  einfach  die  electrische 
Differenz  genannt  haben,  und  zwar  in  der  Weise  gerechnet,  dass 
der  erste  Werth  vom  zweiten  abgezogen  wird,  wie  in  Gleichung  (1) 
mit  -B,  so  ist  die  während  der  Zeiteinheit  gethane  Arbeit: 

(2).  W=:E,J, 

und  dem  entsprechend  die  erzeugte  Wärme: 

(3)  H=A.E,J, 

worin  A  das  Wärmeäquivalent  für  die  Einheit   der  Arbeit   be- 
deutet. 

Da  hiernach  die  Arbeit  in  den  Uebergangsschichten  nach  dem- 
selben Gesetze  bestimmt  wird,  wie  in  den  homogenen  Leitern,  so 
kann  man  die  Bestimmung  auch  gleich  für  beide  zusammen  aus- 
führen, und  erhält  dadurch  eine  erweiterte  Anwendung  der  schon 
auf^S.  [171]  u.£  meines  früheren  Aufsatzes  entwickelten  Ausdrücke. 
Sei  nämlich  ein  beliebig  gestaltetes  Stück  eines  Leiters  gegeben, 
welches  jetzt  nicht,  wie  dort  vorausgesetzt  wurde,  homogen  zu  sein 
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braucht,  sondern  aus  mehreren  leitenden  Stoffen  zusammengesetzt 
sein  kann,  so  erhält  man  die  während  der  Zeiteinheit  in  demselben 
gethane  Arbeit  nach  jenem  Gesetze  einfach  dadurch,  dass  man  für 
jedes  während  der  Zeiteinheit  hindurchströmende  Electricitäts- 
theilchen,  mag  es  auf  seinem  Wege  aus  einem  Stoffe  in  einen  an- 
deren übergegangen  sein  oder  nicht ,  die  Zunahme  des  Potentials 
bestimmt,  wozu  man  es  nur  mit  den  am  Eintritts-  und  Austritts- 
puncte  stattfindenden  Werthen  der  Potentialfiinction  zu  multipli- 
ciren,  und  dann  das  erste  Product  vom  zweiten  abzuziehen  braucht. 
Sei  also  dio  ein  Element  der  das  betrachtete  Leiterstück  ein- 
schliessenden  Fläche,  V  der  dort  stattfindende  Werth  der  Poten- 
tialfunction,  und  idio  die  während  der  Zeiteinheit  durch  das  Ele- 
ment strömende  Electricitätsmenge ,  welche  positiv  oder  negativ 
zu  nehmen  ist,  je  nachdem  sie  aus  dem  eingeschlossenen  Räume 
heraus  oder  in  ihn  hineinströmt,  so  ist  die  in  dem  Leiterstücke 
gethane  Arbeit: 

(4)  W=Jvid(o, 

worin  das  Integral  über  die  ganze  Fläche  ausgedehnt  werden  muss. 
Bezeichnet  Tc  das  Leitungsvermögen  des  Stoffes,  in  welchem  sich 
das  Flächenelement  d(D  befindet,  und  ist  N  die  auf  dem  Elemente 
errichtete  Normale^  nach  Aussen  hin  als  positiv  gerechnet,  so  ist: 

^  _-.dV 
'-^dN 


k  V  ^da>. 


und  somit: 

(4  a)  W=f) 

Ebenso  ist  die  in  dem  Leiterstücke  während  der  Zeiteinheit  er- 
zeugte Wärme: 

(5)  H=AfridG), 

(5a)  n=AfjcV^da>. 

Diese  Gleichungen  unterscheiden  sich  von  den  in  meinem  früheren 
Aufsatze  gegebenen  nur  dadurch,  dass  die  Grösse  Jc^  welche  dort, 
wo  nur  Ein  Stoff  vorkam,  constant  war,  hier  in  den  verschiedenen 
Stoffen  verschiedene  Werthe  hat,  und  daher  nicht  wie  dort  als 
einfacher  Factor  vor  das  Integralzeichen,  sondern  unter  dasselbe 
gestellt  ist. 
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Wir  wollen  nun  eine  Thermokette  im  Ganzen  betrachten,  und 
dazu  zunächst  eine  solche  wählen,  die  nur  aus  zwei  Metallen  be- 
steht. Die  Metalle  mögen  a  und  b  und  ihre  beiden  Berührungs- 
stellen c  und  c'  heissen.  Um  die  electrischen  Differenzen  an  die- 
sen Berührungsstellen  durch  einfache  Zeichen  vollständig  darstel- 
len zu  können,  so  dass  daraus  nicht  nur  ihre  absolute  Grösse  son- 
dern auch  der  positive  und  negative  Sinn  ersichtlich  ist,  müssen 
wir  eine  bestimmte  Stromrichtung  als  die  positive  feststellen,  und 
dann  die  Differenzen  an  beiden  Stellen  in  derselben  Ordnung  bilden, 
z.  B.  so,  wie  in  der  Gleichuiig  (1),  dass  def  erste  Werth  der  Poten- 
tialfunction  vom  zweiten  abgezogen  wird.  Die  in  dieser  Weise  be- 
stimmten Differenzen  mögen  resp.  E  und  E  heissen,  dann  wird  die 
Intensität  «/"des  durch  sie  veranlassten  Stromes  nach  dem  0hm'- 
schen  Gesetze  durch  den  Ausdruck : 

(6)  J-=_^+Z 

dargestellt,  worin  L  den  Leitungswiderstand  der  ganzen  Kette  be- 
deutet 9«    Die  hierin  vorkommende  negative  Summe  —  (i7  -f-  -^ 


^)  Man  kann  dieselD  Ausdruck  leicht  aus  demTheüe  des  Ohm 'sehen  Ge- 
setzes, welcher  sich  nur  auf  einen  einzelnen  homogenen  Leiter  bezieht,  and 
welchen  ich  schon  in  meinem  früheren  Aufsätze  angewandt  habe,  ab- 
leiten. Bezeichnet  man  nämlich  die  speciellen  Werthe,  welche  die  Poten- 
tialfunction  dicht  neben  den  beiden  Berührungsflächen  besitzt,  in  a  mit 
Va  und  V'a  und  in  h  mit  Vh  und  V*h,  und  den  Leitungswiderstand  des 
Leiters  a  von  der  einen  Berührungsstelle  bis  zur  anderen  mit  la  und  ebenso 
den  des  Leiters  h  mit  h,  so  erhält  man  für  die  Stromstärke  in  der  Rich- 
tung achc'cu  in  beiden  Leitern  einzeln  die  Ausdrücke: 


Stromstärke  in  a  = 


Stromstärke  in   h  = 


la 

V'ö  -  Vö 


h 

Da  diese  beiden  Stromstärken  einander  gleich  sein  müssen,  so  folgt: 

Va  -  Va         V'b  —  Vb 


la  h 

Wendet  man  auf  diese  Gleichung  die  beiden  Gleichungen  an,  welche  sich 
unmittelbar  aus  der  Definition  von  ^  und  ^'  ergeben,  nämlich  Vb  —  Va—E 
und  V'a  —  V'b  =  l^i  und  setzt  zugleich  U  -{-  h  =  L,  so  kommt  in 
Uebereinstimmung  mit  (6) : 

F«  —  Va        V'b  —  Vb  E+E' 

la  Ib  L 
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ist  die  Grösse,  welche  man  nach  Ohm  die  electromotorische  Kraft 
der  Kette  nennt  Befinden  sich  beide  Berührungsstellen  in  glei- 
cher Temperatur,  so  sind  die  Differenzen  E  und  E'  numerisch 
gleich,  aber  von  entgegengesetzten  Vorzeichen,  so  dass  ihre  Summe 
Null  ist;  bei  verschiedenen  Temperaturen  dagegen  können  wir  dem 
Obigen  nach  auch  jene  Differenzen  als  verschieden  betrachten,  und 
erhalten  daher,  wie  es  nach  der  Gleichung  sein  muss,  wenn  ein 
Strom  entstehen  soll,  eine  Summe  von  angebbarer  Grösse. 

Aus  der  Gleichung  (6)  ergeben  sich  auch  sofort  die  Ausdrücke 
für  die  in  den  verschiedenen  Theilen  der  Kette  gethane  Arbeit 
und  erzeugte  Wärme.  Bei  den  Uebergangsschichten  brauchen 
wir  nur  in"  die  Gleichung  (2)  für  J  seinen  Werth  zu  setzen,  und  in 
Bezug  auf  die  homogenen  Theile  a  und  b  wenden  wir  den  experi- 
mentell bekannten  und  in  meinem  früheren  Aufsatze  auch  theore- 
tisch entwickelten  Satz  an,  dass  die  in  einem  Leiter  während  der 
Zeiteinheit  gethane  Arbeit  durch  das  Product  aus  dem  Leitungs- 
widerstande in  das  Quadrat  der  Stromstärke  ausgedrückt  wird. 
Hierdurch  erhalten  wir  folgende  drei  Arbeitsgrössen : 

in  der  üebergangsschicht  bei  c      —  ^  •  — = — 


(7) 


in  der  Üebergangsschicht  bei  c'     —  E*  — ^ — 
in  den  homogenen  Leitern  a  und  b j — ^ 


und  dieselben  Ausdrücke  stellen  auch,  wenn  sie  alle  noch  mit  dem 
Wärmeäquivalente  für  die  Einheit  der  Arbeit  A  multiplicirt  wer- 
den, die  in  den  entsprechenden  Räumen  erzeugten  Wärmemen- 
gen dar. 

Die  Summe  der  beiden  ersten  Ausdrücke  ist  stets  negativ,  in- 
dem sie  sich  in  einen  Bruch  zusammenziehen  lässt,  dessen  Zähler 
ein  negatives  Quadrat  ist,  und  dessen  Nenner  seiner  Bedeutung 
nach  nur  positiv  sein  kann.  Dieses  Besultat  liess  sich  auch  un- 
mittelbar aus  der  blossen  Betrachtung  der  Gleichung  (6)  schliessen. 
Darin  erkennt  man  nämlich  aus  dem  auf  der  rechten  Seite  stehen- 
den Minuszeichen ,  dass  der  Strom  immer  diejenige  Richtung  an- 
Dinunt,  in  welcher  die  Summe  der  beiden  electrischen  Differenzen 
negativ,  und  welche  somit  den  in  den  Uebergangsschichten  wirk- 
samen electrischen  Kräften ,  wenn  beide  in  Eine  zusammengefasst 
werden,  entgegengesetzt  ist.    Diese  scheinbar  unnatürliche  Bewe- 
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gung  der  Electricität,  bei  welcher  die  electrischen  Kräfte  eine  Ar- 
beit erleiden,  wird,  wie  oben  erwähnt,  durch  die  Wärme  hervor- 
gerufen. —  Der  letzte  Ausdruck  erweiset  sich  durch  seine  quadra- 
tische Form  sogleich  als  wesentlich  positiv,  und  dieses  entspricht 
auch  der  Natur  der  Sache,  denn  in  den  homogenen  Leitern  hat 
die  electrische  Kraft  nur  den  Leitungswiderstand  zu  überwinden, 
welcher  einer  Reibung  zu  vergleichen  ist,  und  daher  keine  der 
electrischen  Kraft  entgegengesetzte  Bewegung  veranlassen  kann. 
Bildet  man  die  Summe  aller  drei  Ausdrücke,  so  erhält  man 
gerade  Null,  und  dasselbe  gilt  natürlich  auch  in  Bezug  auf  die 
Ausdrücke  für  die  Wärmemengen.  Die  Richtigkeit  dieses  Schlus- 
ses lässt  sich  ebenfalls  leicht  übersehen,  da  man  auch  zu  ihm  auf 
kürzerem  Wege  gelangen  kann.  Es  ist  dazu  nicht  nöthig,  die  in 
den  verschiedenen  Theilen  der  Kette  stattfindenden  Vorgänge  ein- 
zeln zu  betrachten,  sondern  es  braucht  nur  der  Grundsatz  über 
die  Aequivalenz  von  Wärme  und  Arbeit  auf  die  Kette  im  Ganzen 
angewandt  zu  werden,  und  auf  diese  Weise  ist  derselbe  Schluss, 
obwohl  nicht  gerade  in  derselben  Form,  auch  schon  von  Helm* 
holtzi)  und  W.  Thomson 3)  abgeleitet  worden,  um  als  Grund- 
lage für  weitere  Entwickelungen  zu  dienen.  Wenn  nämlich  die 
electrische  Kraft  während  einer  gegebenen  Zeit  innerhalb  der 
Kette  im  Ganzen  eine  gewisse  Arbeit  thun  oder  erleiden  sollte,  so 
könnte  dieses  nur  durch  eine  veränderte  Anordnung  der  Electri- 
cität geschehen,  und  jede  solche  Aenderung  ist  durch  die  Annahme, 
dass  der  Strom  stationär  sei,  ausgeschlossen.  Somit  müssen  die 
in  den  verschiedenen  Theilen  der  Kette  vorkommenden  Arbeits- 
grössen  sich  gerade  gegenseitig  aufheben.  Da  femer  der  Annahme 
nach  der  Strom  nicht  inducirend  nach  Aussen  wirkt,  sondern  seine 
ganze  Wirkung  auf  die  Kette  selbst  beschränkt  bleibt,  und  auch 
in  dieser  nirgends  eine  Veränderung  mechanischer  oder  chemi- 
scher Natur  vorkommen  soll,  so  dass  nur  die  in  den  einzelnen 
Theilen  befindlichen  Wärmemengen  veränderlich  sind,  so  [muss 


1)  Ueber  die  Erhaltung  der  Kraft,  S.  59. 

2)  On  a  Mechanical  Theory  of  Thermo^Electric  Gurrents.  Phil.  Ma§. 
S.  4,  Vol.  3,  p.  529.  Dieser  Aufsatz  ist  nur  ein  Aaszug  einer  in  der  JEdin- 
burger  B.  Soc»  gelesenen  Abhandlung,  welche  aber,  so  viel  ich  weiss,  bis 
jetzt  nicht  vollständig  veröffentlicht  ist.  [Später  hat  Thomson  zwei  aas- 
gedehnte Abhandlungen  über  die  therm o electrischen  Ströme  und  die  elee- 
trodynamiBchen  Eigenschaften  der  Metalle  veröffentlicht.    1866.] 
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jede  von  der  eleotrischen  Kraft  gethane  oder  erlittene  Arbeit  eine 
entsprechende  Menge  erzeugter  oder  vernichteter  Wärme  zur  Folge 
haben,  und  diese  Wärmemengen  müssen  sich  daher  ebenso,  wie 
jene  Arbeitsgrössen,  aufheben.  Dieses  letztere  lässt  sich  auch  kurz 
so  aussprechen.  Der  Strom  selbst  wird  durch  die  Wärme  hervor- 
gebracht, wobei  Wärme  verbraucht  wird,  und  seine  Wirkung  be- 
steht wiederum  nur  in  Erzeugung  von  Wärme,  folglich  muss,  da 
im  Ganzen  unter  solchen  Umständen  weder  ein  Gewinn  noch  ein 
Verlust  an  Wärme  stattfinden  kann,  diese  erzeugte  Wärme  gleich 
jener  verbrauchten  sein. 

Wir  können  diejenigen  Theile  der  Thermokette,  in  welchen 
die  Wärme  selbst  thätig  ist,  indem  sie  entweder  die  Electricität 
nach  einer  bestimmten  Richtung  treibt,  oder  der  vorhandenen  Be- 
wegung widerstrebt,  also  in  unserem  bisher  betrachteten  einfachen 
Falle  die  beiden  Uebergangsschichten  bei  c  und  c',  mit  jeder  voll- 
kommenen durch  Wärme  getriebenen  Maschine  v^gleichen.    Wie 
durch  die  Maschine  z.  B.  ein  Gewicht  gehoben,  also  der  Schwer- 
kraft entgegen  bewegt  werden  kann,  wobei  die  Schwerkraft  eine 
Arbeit  erleidet,  so  wird  hier  die  Electricität  zu  einer  Bewegung 
gezwungen,   welche  der  eleotrischen  Kraft  entgegengerichtet  ist, 
und  bei  der  diese  daher  eine  Arbeit  erleidet    Wie  man  ferner 
dort  das  gehobene  Gewicht  nachher  wieder  sinken  und  somit  der 
Schwerkraft  folgen  lassen  kann,  wobei  diese  eine  Arbeit  thut,  die 
der  vorher  erlittenen  genau  gleich  ist,  und  welche  man  zur  Her- 
vorbringung verschiedener  Wirkungen  benutzen  kann,  so  strömt 
auch  hier  die  Electricität  wieder  zurück,  indem  sie  innerhalb  der 
homogenen  Leiter  der  electrischen  Kraft  folgt,  und  die  von  dieser 
dabei  gethane  Arbeit  kann  ebenfalls  zu  verschiedenen  Wirkungen 
benutzt  werden,  da  man  ja  aus  den  electrischen  Strömen  eine 
mechanische  Triebkraft  gewinnen  kann.  Wenn  wir,  um  die  üeber- 
einstimmung  noch  vollständiger  zu  machen,  auch  die  beschränken- 
den Bedingungen ,  denen  wir  die  Wirkungen  des  Stromes  im  Vo- 
rigen unterworfen  haben,  in  entsprechender  Weise  bei  der  Ma- 
schine einführen  wollen,  so  müssen  wir  annehmen,  dass  die  ganze 
Arbeit  der  Maschine  nur  znr  Ueberwindung  von  Reibung  benutzt 
werde.    In  diesem  Falle  wird  durch  die  Reibung  gerade  so  viel 
Wärme  erzeugtr,  wie  in  der  Maschine  selbst  verbraucht  wird,  und 
betrachten  wir  daher,  um  ein  mit  der  ganzen  Thermokette  ver- 
gleichbares System  zu  erhalten,  die  sich  reibenden  Körper  als  mit 
der  Maschine    zusammengehörig,    so    findet   in   diesem  Systeme 
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ebenfalls  weder  ein  Gewinn  noch  ein  Verlast  an  Wärme 
statt. 

Im  Vorstehenden  ist  bei  der  mechanischen  Arbeit  immer  nur 
die  damit  verbundene  Erzeugung  oder  Vernichtung  von  Wärme 
betrachtet.  Nun  findet  aber  in  allen  Fälljen,  wo  durch  die  Wärme 
irgend  eine  Kraft  eine  Arbeit  erleidet,  und  wo  zugleich  der  Vor- 
gang so  geleitet  ist,  dass  der  Körper,  welcher  diese  Wirkung  ver- 
mittelt, sich  am  Schlüsse  der  Operation  wieder  in  demselben  Zu- 
stande, wie  zu  Anfange,  befindet,  ausser  der  Veränderung  der 
Quantität  der  im  Ganzen  vorhandenen  Wärme,  auch  ein  Uebergang 
von  Wärme  von  einem  warmen  ssu  einem  halten  Körper  statt,  und  dieser 
Uebergang  steht  ebenfalls  zur  Grösse  der  Arbeit  in  einer  bestimmten 
Beziehung,  welche  durch  das  Garnot'sche  Gesetz  ausgedrückt 
wird.  Das  führt  natürlich  auf  den  Gedanken,  dass  dieses  Gesetz 
auch  auf  die  thermoelectrischen  Erscheinungen  Anwendung  finde, 
und  uns  in  ähnlicher  Weise,  wie  bei  den  Gasen  und  Dämpfen,  zu 
v^eiteren  Schlüssen  über  diese  Erscheinungen  dienen  könne.  Von 
diesem  Gesichtspuncte  aus  ist  die  Thermokette  zuerst  von  Thom- 
son in  dem  oben  erwähnten  Aufsatze  betrachtet,  wo  er  eine  all- 
gemeine Gleichung  mittheilt,  welche  das  Garnot'sche  Gesetz  für 
jede  noch  so  complicirte  Kette  ausdrückt.  Dabei  sagt  er  aber, 
dass  über  die  Anwendbarkeit  des  Gesetzes  hier  noch  eine  gewisse 
Unsicherheit  herrsche,  indem  sich  der  bei  einem  thermoelectri- 
schen Strome  stattfindende  Vorgang  nicht,  wie  es  zum  Beweise  nö- 
thig  sei,  vollständig  umkehren  lasse.  Die  Erörterung  der  Frage, 
ob  und  in  welcher  Weise  auch  für  die  Thermokette  ein  strenger 
Beweis  des  Gar  not' sehen  Satzes  möglich  sei,  würde  hier  ziemlich 
weitläufig  werden.  Nachdem  aber  oben  auseinandergesetzt  ist. 
dass  die  Wirkung,  welche  die  Wärme  in  den  Uebergangsschicbten 
auf  die  Electricität  ausübt,  mit  ihren  mechanischen  Wirkungen,  wie 
z.  B.  bei  der  Ausdehnung  eines  Gases,  im  Wesentlichen  von  ganz 
gleicher  Natur  ist,  glaube  ich,  dass  auch  ohne  einen  für  diesen 
Fall  speciell  geführten  Beweis  kaum  ein  Zweifel  daran  obwalten 
kann,  dass  er  ebenfalls  jenem  sonst  allgemein  gültigen  Gesetze  un- 
terworfen ist.  Auch  die  Erfahrung  scheint  mir  überall,  wo  die 
Erscheinungen  zu  einem  bestimmten  Schlüsse  vollständig  genug 
bekannt  sind,  dafür  zu  sprechen. 

In  der  letzteren  Beziehung  wollen  wir  zunächst  die  allgemei- 
nere Frage  stellen,  ob  sich  in  der  Thermokette  überhaupt  ein 
Wärmeübergang  von  einem  warmen  zu  einem  kalten  Körper  nach- 
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weisen  lässt.    Wir  betrachten  dabei  wieder,  wie  bisher,  die  aus 
nur  zwei  homogenen  Stofifen  bestehende  Kette,  bei  welcher  die 
Wärme  nur  in  den  beiden  Uebergangsschichten  thätig  ist.    Oben 
wurde  gezeigt,  dass  der  Ausdruck  für  die  in  beiden  Schichten  zu- 
sammen erzeugte  Wärme  negativ  ist;  daraus  darf  man  aber  nicht 
denselben  Schluss  für  jede  Schicht  einzeln  ziehen,  sondern  man 
kann  vielmehr,  wenigstens  für  geringe  Temperaturintervalle,  im 
Voraus  als  Regel  annehmen,  dass  die  beiden  einzelnen  Ausdrücke 
von  entgegengesetzten  Vorzeichen  sind.    Bei  gleichen  Temperatu- 
ren sind  nämlich  die  electrischen  Differenzen  an  beiden  Berüh- 
rungsstellen gleich  und  entgegengesetzt;  wenn  sich  nun  die  Tem- 
peratur der  einen  Stelle  ändert,  so  ändert  sich  auch  ihre  elec- 
trische  Differenz,  da  diese  Aenderung  aber  stetig  vor  sich  geht,  so 
kann  sie  wenigstens  nicht  gleich  anfanglich  ^ine  Umkehrung  des 
Vorzeichens  bewirken,  und  so  lange  dieses  nicht  geschieht,  behal- 
ten die  electrischen  Differenzen,  und  mit  ihnen  natürlich  auch  die 
entsprechenden  Arbeitsgrössen  und  Wärmemengen  entgegengesetzte 
Vorzeichen.    Dieses  Verhalten  wollen  wir  daher  auch  In  der  von 
uns  betrachteten  Thermokette  voraussetzen,  indem  wir  die  bei 
grossen  Temperaturunterschieden  zuweilen  vorkommenden  Abwei- 
chungen, von  denen  später  die  Rede  sein  wird,  für  jetzt  unberück- 
sichtigt lassen.    Da  der  Zustand  der  ganzen  Kette  der  Annahme 
nach  stationär  sein  soll,  und  somit  die  an  den  beiden  Berührungs- 
stellen stattfindenden  Temperaturen,  welche  t  und  f  heissen  mö- 
gen, constant  sein  müssen,  so  denken  wir  ujis  dieses  dadurch  be- 
wirkt, dass  die  beiden  Berührjingsstellen  mit  zwei  Körpern  in  Ver- 
bindung gesetzt  sind,   welche  bleibend  auf  den  Temperaturen 
t  und  if  erhalten  werden,  und  von  denen  der  eine  seiner  Berüh- 
rungsstelle die  vernichtete  Wärme  wieder  ersetzt,  der  andere  der 
seinigen  die  erzeugte  Wärme  entzieht    Dadurch  erfahrt  der  eine 
Körper  einen  Verlust,  der  andere  einen  Gewinn  an  Wärme,  und 
wir  erhalten  somit  wirklich  einen  durch  die  Thermokette  vermit- 
telten Uebergang  von  Wärme  von  einem  Körper  zu  einem  anderen. 
Es  fragt  sich  nun  ^och,  ob  dieser  Uebergang  auch  der  Be- 
dingung genüge,  dass  er  vom  warmen  zum  kalten  Körper,  und 
nicht  etwa  in  umgekehrter  Richtung  geschieht.    Betrachten  wir 
in   dieser  Beziehung  die  beiden  Stoffe,   deren  thermoelectrische 
Wirkungen  am  meisten  experimentell  untersucht  sind,  und  bei  de- 
nen die  Entscheidung  daher  am  sichersten  ist,  nämlich  Wismuth 
und  Antimon,  so  ergiebt  sich  in  der  That  das  erstere,  denn  bei 
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einer  aus  diesen  Stoffen  zusammengesetzten  Kette  geht  der  Strom 
an  der  warmen  Berührungsstelle  vom  Wismuth  zum  Antimon,  und 
an  der  kalten  vom  Antimon  zum  Wismuth,  und  andererseits  weiss 
man,  dass  ein  durch  die  Berührungsstellen  gehender  Strom  bei 
der  ersteren  Richtung  Wärme  vernichtet,  und  bei  der  letzteren 
Wärme  erzeugt.  Demnach  erfährt,  wie  es  sein  muss,  der  wär- 
mere Körper  den  Verlust  und  der  kältere  den  Gewinn  an  Wärme, 
und  in  ähnlicher  Weise  stellt  sich  die  Uebereinstimmung  auch  bei 
den  anderen  bis  jetzt  untersuchten  Stoffen  heraus.  Man  sieht 
leicht,  wie  durch  dieses  Resultat  die  oben  durchgeführte  Analogie 
zwischen  der  Tfaermokette  und  einer  durch  die  Wärme  getriebe- 
nen Maschine  noch  vervollständigt  wird,  denn  offenbar  entspricht 
die  warm  gehaltene  Berührungsstelle  dem  geheizten  Theile  der 
Maschine,  und  die  kalt  gehaltene  dem  Gondensator  der  Dampf- 
maschine oder  dem  Theile,  wo  die  kalte  Luft  comprimirt  wird ,  in 
der  durch  warme  Luft  getriebenen  Maschine. 

Nachdem  so  das  Vorhandensein  des  Wärmeüberganges  nach- 
gewiesen ist,  wollen  wir  das  Garnot^sche  Gesetz  auf  denselben 
anwenden.  Nehmen  wir  dazu  an,  dass  die  beiden  Temperaturen 
t  und  t'  nur  um  unendlich  Wenig  von  einander  verschieden  seien, 
so  dass  wir  f  =  t  +  dt  setzen  können,  so  erhalten  wir  zwischen 
der  Arbeit,  welche  die  electrische  Krafb  in  beiden  üebergangs- 
schichten  zusammen  während  einer  Zeiteinheit  erlitten  hat,  und 
der  dabei  übergegangenen  Wärmemenge  nach  diesem  Gesetze  fol- 
gende Relation: 

.  .  die  erlittene  Arbeit  dt 

^  ^  die  übergegangene  Wärme  C 

worin  C  eine  ein  für  allemal  bestimmte  Temperaturfunction,  die 
sogenannte  Carnot'sche  Function  ist  In  meinem  Aufsatze  über  die 
bewegende  Kraft  der  Wärme  habe  ich  nachgewiesen,  dass,  wenn 
man  für  die  permanenten  Gase  eine  Annahme  macht,  welche  nach 
den  dort  angeführten  Gründen  wahrscheinlich  in  demselben 
Grade  richtig  ist,  wie  das  Mariotte'sche  und  Gay-Lussac^sche 
Gesetz,  man  diese  Function  näher  bestimmen  kann,  und  dabei 
folgende  sehr  einfache  Formel  erhält : 

(9)  C  =  Ä(a-{'t), 

worin  t  die  vom  Gefrierpunkte  ab  nach  Cent.  Graden  gezählte 
Temperatur  und  a  nahe  =  273®  ist,  während  Ä^  wie  gewöhnlich, 
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das  Wärmeäquivalent  für  die  Einheit  der  Arbeit  bedeutet^).  Hier- 
durch geht  (8)  über  in: 

.  die  erlittene  Arbeit  dt 

^     ^  die  übergegangene  Wärme         Ä(a  -\-  t) 

Die  in  den  beiden  Uebergangsschichten  zusammen  während 
der  Zeiteinheit  erlittene  Arbeit  wird  durch  die  schon  oben  be- 
sprochene Summe  der  beiden  ersten  von  den  unter  (7)  angeführt 
ten  Ausdrücken  dargestellt,  bei  welcher  hier  da^  Minuszeichen 
fortfallt,  weil  in  dieser  Relation  eben  die  erlittene  Arbeit  als  solche 
positiv  gerechnet  wird.    Es  kommt  also: 

die  erlittene  Arbeit  =  ^ — ^ — ^  • 

jj 

Da  die  absoluten  Werthe  von  E  und  1/  die  zu  den  Temperaturen 
i  und  t  -\-  dt  gehörigen  Werthe  einer  und  derselben  Function 
sind,  das  Vorzeichen  aber  bei  beiden  entgegengesetzt  genommen 
werden  muss,  so  kann  man  schreiben: 

und  somit: 

(10)  E+E'=-  "^dt, 

und  dadurch  erhält  man : 

(11)  die  erlittene  Arbeit  =  -i  (^\ dt\ 

Die  übergegangene  Wärme  oder,  was  dasselbe  ist,  die  an  der  käl- 
teren Berührungsstelle  erzeugte  Wärme  wird  dargestellt  durch 
den  ersten  der  Ausdrücke  (7),  nachdem  er  mit  A  multiplicirt  ist, 

also: 

E  +  E' 
die  übergegangene  Wärme  =  —  AE j —  , 


1)  S.  Pogg.  Ann.  Bd.  79,  S.  392.  [Diese  Sammlung  Tbl.  I,  S.  42.J  Die 
Annahme  besteht  darin ,  dass  ein  permanentes  Gas,  wenn  es  sich  bei  oon- 
sianter  Temperatur  attsdehnt,  nur  so  viel  Wärme  verschluckt^  wie  zu  der 
äusseren  Arbeit,  die  es  dabei  leistet,  verbraucht  wird,  [Im  ursprünglichen 
Abdrucke  der  vorliegenden  Abhandlung  ist  diese  Anmerkung  noch  länger, 
indem  für  die  damals  noch  nicht  allgemein  als  ricbtig  anerkannte  Annahme 
neue  Gründe  angeführt  sind;  da  indessen  dieser  Gegenstand  im  ersten  Theile 
der  Abhandlnngensammlung  schon  mehrfach  besprochen  ist,  so  glaube  ich 
den  Rest  der  Anmerkung  hier  fortlassen  zu  können.     1Ö66.J 

GUasiuB,  mecb.  W&nnetbeorlc.   IL  13 
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oder,  wenn  man  hierauf  wieder  die  Gleichung  (10)  anwendet: 

(12)  die  übergegangene  Wärme  =z  y  E  -jrdt. 

Durch  Einsetzung  der  Ausdrücke  (11)  und  (12)  in  die  Gleichung 
(8)  resp.  (8a)  erhält  man: 

(1^;  E  -  ,G 

(13  a)  =       ^^ 


und  hieraus  folgt  durch  Integration : 

rAdt^)    ' 

(14)  E=  6.  e 

(14a)  =£(a  +  0, 

worin  a  eine  von  der  Natur  der  beiden  sich  berührenden  Stoffe 
abhängige  Gonstante,  und  e  das  gewöhnliche  Zeichen  für  die  Ba- 
sis der  natürlichen  Logarithmen  ist. 

Auf  diese  Weise  erhält  man  also  für  die  bei  den  verschiede- 
nen Gombinationen  von  je  zwei  Stoffen  vorkommenden  electrischen 
Differenzen  in  Bezug  auf  ihre  Veränderlichkeit  mit  der  Tempe- 
ratur ein  gemeinschaftliches  Gesetz,  nämlich  dctss  sie  sich  aüe 
nach  einer  und  derselben  Temperaturfunction  ändern^  und  wenn 
man  auch  die  bestimmtere  Gleichung  (14a)  als  richtig  anerkennt, 
so  hat  diese  Temperaturfunction  sogar  eine  möglichst  einfache 
Form,  und  das  Gesetz  lässt  sich  dann  dahin  aussprechen,  d(i$s 
jede  eledrische  Differenz  sich  mit  der  von  —  273®  C.  cm  geeähUen 
Temperatur  proportional  ändert. 

Vergleicht  man  dieses  Resultat  mit  der  Erfahrung,  so  findet 
man  in  mehrfacher  Beziehung  eine  unzweifelhafte  Uebereinstim- 
mung.  Wenn  eine  aus  mehreren  Stoffen  a,  b,  c h  zusam- 
mengesetzte Kette  gegeben  ist,  und  man  bezeichnet  die  electri- 
schen Differenzen  an  den  Berührungsstellen  der  Reihe  nach  mit 
E^tt  Etc E^a^  und  den  ganzen  Leituugswiderstand  mit  L, 


^)  Denselben  Ausdrack  hat  auch  Thomson  entwickelt,  freilich  nicht 
für  die  in  diesem  Aufsätze  angenommene  electrische  Differenz,  sondern  für 
die  an  der  Berühmngsstelle  darch  einen  Strom  erregte  Wärme  oder  Kälte, 
welche  indessen  nach  den  obigen  Auseinandersetzungen  der  electrischen  Diffe- 
renz proportional  ist. 
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so  erhält  man  für  die  Stromintensität  in  der  Richtung  abc  . ,  .ha 
der  Gleichung  (6)  entsprechend  den  Ausdruck : 

Befindet  sich  die  ganze  Kette  in  gleicher  Temperatur,  so  entsteht 
kein  Strom,  und  es  muss  also  in  diesem  Falle 

(16)  Eab-{-Ebc  + +  E^a  =  0 

sein.  Wenn  sich  nun  die  Temperatur  der  ganzen  Kette  gleich- 
massig  ändert,  so  ändern  sich  dabei  auch  alle  einzelnen  electri- 
schen  Differenzen;  da  aber  von  jeder  neuen  Temperatur  dasselbe 
gilt,  wie  von  der  ursprünglichen,  dass  kein  Strom  entsteht,  so 
folgt,  dass  die  Aenderung  der  verschiedenen  eledrischen  Differemien 
in  der  Art  geschehen  muss,  dass  die  Gleichwng  (16)  immer  richtig 
bleibt  Diese  Bedingung  wird  schon  durch  die  blosse  Form  des 
in  (14)  gegebenen  Ausdruckes,  ohne  dass  man  die  mit  dem  con- 
•stauten  Factor  multiplicirte  Temperaturfunction  selbst  zu  kennen 

CAdt 

J     G 

braucht,  erfüllt.    Setzt  man  nämlich  statt  e  allgemein  9  (f), 

und  bezeichnet  die  zu  -Eat,  Etc  -  *  -  •  Ej^a  gehörigen  constanten 
Factoreri  resp.  mit  Sabi  f^c  •  •  •  •  «aoi  so  göht  die  Gleichung  (16) 
über  in  die  folgende: 

(17)  {Bab  +  f5c  + +  «Aa)9(0  =  0, 

und  wenn  diese  Gleichung  für  irgend  eine  Temperatur  richtig  ist, 
ohne  dass  dazu  9  (Q  =  0  gesetzt  werden  muss,  so  bleibt  sie  es  auch 
für  alle  anderen  Temperaturen. 

Die  folgenden  Vergleichungen  beziehen  sich  auf  die  Tempe- 
raturfunction selbst,  und  ich  werde  dabei  von  den  Gleichungen 
(14)  und  (14a)  der  Einfachheit  wegen  immer  die  letztere  anwen- 
den, denn  wenn  die  Function  C  auch  wirklich  von  A{a  -\-t)  ver- 
schieden sein  sollte,  so  kann  der  Unterschied  doch  keinesfalls  so 
bedeutend  sein,  dass  er  hier,  wo  nicht  eine  numerisch  genaue 
sondern  nur  eine  angenäherte  Uebereinstimmung  nachgewiesen 
werden  soll,  in  Betracht  käme.  Aus  dieser  Gleichung  lassen  sich 
folgende  einzelne  Schlüsse  ableiten,  welche  mir  zur  Vergleichung 
mit  der  Erfahrung  geeignet  zu  sein  scheinen. 

1)  Nach  (14  a)  nehmen  die  eledrischen  Differenzen  bei  wachsen- 
der Temperatur  eu  u/nd  nicht  ab.  Um  die  Richtigkeit  dieses 
Schlusses  zu  prüfen,  müssen   wir  uns  erinnern,  dass  der  Strom 

13* 


190)  Abhandlung  XII. 

immer  die  Richtung  wählt,  in  welcher  die  Summe  der  electrischen 
Differenzen  negativ  ist,  also  für  den  Fall,  wo  nur  zwei  Differenzen 
vorkommen,  die  Richtung,  in  welcher  die  grössere  von  ihnen  ne- 
gativ ist.  Es  braucht  also  zum  Beweise,  dass  die  electrische  Dif- 
ferenz an  der  wärmeren  Berührungsstelle  die  grössere  ist,  nur  ge- 
zeigt zu  werden,  dass  sie  in  Bezug  auf  die  Stromrichtung  die 
negative  ist,  und  dieses  ist  schon  oben  geschehen,  indem  aus  der 
Erfahrung  nachgewiesen  ist,  dass  an  der  wärmeren  Berührungs- 
stelle eine  Vernichtung  von  Wärme  stattfindet. 

2)  Nach  (14  a)  sind  die  Aenderungen  jeder  electrischen  Diffe- 
rene  den  entsprechenden  Temperaturänderungen  proportional.  Hier- 
nach muss  bei  jeder  aus  zwei  homogenen  Stoffen  zusammengesetz- 
ten Thermokette  die  electromotorische  Kraft  *)  dem  an  beiden 
Berührungsstellen  angewandten  Temperaturunterschiede  propor- 
tional sein,  und  dieses  kann  allerdings  für  nicht  zu  grosse  Tem- 
peraturunterschiede im  Allgemeinen  als  Kegel  bezeichnet  werden. 

3)  Nach  (14  a)  müssen  diejenigen  electrischen  Differenzen, 
deren  Zunahme  mit  der  Temperatur  am  grössten  isty  auch  ihren 
ganzen  Werthen  nach  die  grössten  sein.  Nennen  wir  nämlich  bei 
zwei  verschiedenen  Combinationen  von  je  zwei  Stoffen  die  electri- 
schen Differenzen  Ei  und  E2<,  und  die  dazu  gehörigen  Constanten 
Factoren  fj  und  a^,  so  ist: 

El  =  6i(a  -{-  t)  und  i^  =  «^ (a  +  0? 
woraus  für  irgend  eine  bestimmte  Temperatur  folgt: 

El  :  JEj  =r  £,  :  s<i] 
zugleich  ist: 

=  Si  und  — -H.  =  S.2, 


dEi  ,  dE2 

-^  =  si  und  — 


und  es  kommt  also: 

(18)  E,:E.  =  ^:i§.. 

Auch  dieser  Schluss  bestätigt  sich,  indem  diejenigen  Stoffcombi- 
nationen,  welche  bei  einem  bestimmten  Temperaturunterschiede 
die  stärksten  Ströme  geben,  wie  z.B.  die  von  Wismuth und  Antimon, 
sich  auch  dadurch  auszeichnen,  dass  ein  durch  ihre  Berührungs- 


1)  Man  darf  hier  statt  der  electromotorischen  Kraft  nicht  ohne  Weite- 
ret die  Stromstärke  setzen,  weil  die  letztere  auch  vom  Leitangswidentande 
abhängt,  welcher  sich  mit  der  Temperatur  ändert 
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stelle  gebender  Strom  dort  am  meisten  Wärme  erzeugt  oder  ver- 
nichtet, wobef  die  erstere  Eigenschaft  auf  einen   grossen  Wertb 

d  7^ 

des  Differentialcoefficienten  — tt-,  und  die  letztere  auf  einen  gros* 

Ben  Werth  der  Function  E  selbst  schliessen  lässt. 

Diese  Bestätigungen,  in  Verbindung  mit  der  sonstigen  Zuver- 
lässigkeit des  Garn 0  tischen  Gesetzes,  lassen  wohl  keinen  Zwei- 
fel daran,  dass  der  in  der  Gleichung  (14)  resp.  (14a)  gegebene 
Ausdruck  nicht  bloss,  wie  eine  empirische  Formel,  innerhalb  ge- 
wisser Grenzen  eine  äusserliche,  vielleicht  zufallige  Aehnlichkeit 
mit  dem  Verhalten  der  electrischen  Differenzen  zeigt,  sondern 
dass  er  in  der  Natur  der  Sache  selbst  begründet  ist.  Dessen  un- 
geachtet stellt  er  allein  die  Erscheinungen  noch  nicht  mit  voller 
Genauigkeit  dar,  vielmehr  findet  man  bei  näherer  Untersuchung 
derselben,  besonders  in  den  Fällen,  wo  hohe  Temperaturen  vor- 
kommen, erhebliche  Abweichungen,  welche  zeigen,  dass  bei  der 
Hervorbringung  dieser  Erscheinungen  noch  Nebenumstände  mit- 
wirken müssen,  die  bei  der  Ableitung  des  Ausdruckes  nicht  be- 
rücksichtigt sind.  Am  deutlichsten  tritt  dieses  bei  einer  aus  Eisen 
und  Kupfer  bestehenden  Thermokette  hervor,  welche  bekanntlich 
bei  allmälig  fortschreitender  Erwärmung  der  einen  Berührungs- 
stelle statt  beständiger  Zunahme  des  Stromes  von  einer  gewissen 
Temperatur  an  eine  Abnahme,  und  bei  der  Glühhitze  sogar  eine 
Umkehrung  des  Stromes  zeigt 

Aus  diesen  Abweichungen  hat  Thomson  i)  den  Schluss  ge- 
zogen, dass  jene  von  Peltier  entdeckten  thermischen  Wirkun- 
gen des  Stromes,  deren  Eigenthümlichkeit  hauptsächlich  darin 
besteht,  dass  sie  bei  entgegengesetzten  Strömen  ebenfalls  von 
entgegengesetzter  Art  sind,  nicht  bloss  an  den  Berührungsstellen 
verschiedener  Stoffe  stattfinden,  sondern  ^,dass  ein  eledrischer 
Strom  verschiedene  thermische  Wirkungen  hervorbringt,  je  nachdem 
er  von  warm  zu  kalt,  oder  voyi  kalt  zu-  warm  in  demselben  Metalle 
geht'^  Nach  der  Erklärung,  welche  oben  von  den  thermischen 
Wirkungen  an  den  Berührungsstellen  gegeben  wurde,  müssen  wir 
diesen  Schluss  dahin  deuten,  dass  auch  im  Innern  eines  und  des- 
selben Metalls,  wenn  seine  verschiedenen  Theile  sich  in  verschie- 
denen Temperaturen  befinden,  die  Wärme  das  Bestreben  hat^  die 
JSleäridtät  nach  einer  bestimmten  Richtung  zu  treiben^  und  dass 


1)  Phil.  Mag,  8.  4,  F.  3,  p.  520. 
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daher,  wenn  der  Gleichgewichtszustand  eingetreten  ist,  die  Poten- 
tialfunction  in  dem  Metalle  nicht  OberoXl  gleich  ist,  sondern  dass 
auch  zwischen  den  verschiedenen  Theüen  desselben  Met^Hles  elec- 
trische  Differenzen  statt/inden. 

Sofern  hierin  nur  ausgedrückt  sein  soll,  dass  überhaupt  eUc- 
irische  Differenzen  im  Innern  einzelner  Metalle  als  Wirhimgen  der 
Temperaturverschiedenheit  vorkommen^  halte  auch  ich  den  Schluss 
für  vollkommen  gerechtfertigt,  denn  er  ist  in  der  That  das  einzige 
Mittel,  das  Garnot'sche  Gesetz  aufrecht  zu  erhalten.  Wollte  man 
z.  B.  bei  der  Eisen- Eupferkette  die  Entstehung  des  Stromes  nur 
aus  den  /beiden  an  den  Berührungsstellen  stattfindenden  electri- 
schen  Differenzen  erklären,  so  müsste  man  schliessen,  dass  bei  der 
Temperatur,  bei  welcher  die  Umkehrung  des  Stromes  eintritt,  die 
electrische  Differenz  an  der  warmen  Berührungsstelle  gerade  wie- 
der gleich  der  an  der  kalten  geworden  wäre,  und  sich  so  auf  dem 
Durchgangspuncte  aus  einem  grösseren  in  einen  kleineren,  oder 
aus  einem  kleineren  in  einen  grösseren  Werth  befände.  Bei  die- 
ser Aenderung  ihres  Werthes  würde  natürlich  ihr  Vorzeichen  zu- 
nächst ungeändert  bleiben,  und  es  müssten  sich  daher  bei  der 
Umkehrung  des  Stromes  auch  seine  thermischen  Wirkungen  an 
den  beiden  Berührungsstellen  in  die  entgegengesetzten  verwan- 
deln, so  dass,  wenn  vorher  Wärme  von  einem  warmen  zu  einem 
kalten  Körper  überging,  nun  der  umgekehrte  Uebergang  einträte, 
was  dem  Garn ot 'sehen  Gesetze  direct  widerspricht.  Man  ist  also 
zu  der  Annahme  genöthigt,  dass  auch  im  Innern  der  beiden  ver- 
bundenen Metalle,  oder  eines  derselben,  electrische  Differenzen 
entstanden  seien,  welche  als  electromotorische  Kräfte  zur  Hervor- 
bringung des  Stromes  mitwirken,  und  hat  zugleich  durch  die  Be- 
dingung, dass  das  Garnot'sche  Gesetz  immer  erfüllt  bleiben  mussi 
ein  Mittel  über  das  Yerhältniss,  in  welchem  diese  verschiedenen 
Differenzen  zu  einander  stehen  müssen,  wenigstens  Einiges  zu 
schliessen. 

Damit  ist  aber  nicht  gesagt,  dass  jede  Temperaturverschieden- 
heit  schon  als  solche  nothwendig  von  einer  eledrischen  Differenz  be- 
gleitet sein  müsse,  sondern  ich  glaube,  dass  es  zur  Erklärung  jener 
Abweichungen,  soweit  sie  bis  jetzt  beobachtet  sind,  hinreicht,  wenn 
man  die  im  Innern  eines  Metalles  entstehende  electrische  Differenz 
nur  als  eine  secundäre  Wirkung  der  Temperaturverschiedenheit  be- 
trachtet, welche  dann  eintritt,  wenn  durch  die  Temperaturänderung 
des  einen  Theiles  eine  Aenderung  seines  Molecularzustafides  veran- 
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lasst  ist,  so  dSpSS  der  veränderte  und  der  unveränderte  Theil  des- 
selben Metalles  sich  wie  verschiedene  Metalle  zu  einander  ver- 
halten. 

Dass  dergleichen  Aenderungen  in  bedeutendem  Maasse  statt- 
finden, lässt  sich  in  manchen  Fällen  mit  ziemlicher  Sicherheit 
nachweisen,  und  es  möge  als  ein  Beispiel  der  Art  hier  der  Stahl 
betrachtet  werden,  bei  welchem  die  Wirkungen  der  Wärme  beson- 
ders aufiPallig  sind.  Harter  und  weicher  Stahl  stehen  sich  in  den 
bedeutendsten  Eigenschaften,  wie  Härte,  Elasticität  und  Sprödig- 
keit,  so  fern,  wie  zwei  ganz  verschiedene  Metalle,  und  es  ist  be- 
kannt, dass  bei  ihrer  Berührung  auch  eine  electrische  Differenz 
entsteht,  indem  sich  aus  ihnen  eine  wirksame  Thermokette,  und 
durch  mehrfache  Wiederholung  eine  ziemlich  kräftige  Thermosäule 
bilden  lässt  Da  dieser  ganze  Unterschied  seine  Ursache  nur  in 
der  grösseren  oder  geringeren  Geschwindigkeit  der  Abkühlung  hat, 
so  muss  man  annehmen,  dass  die  bei  höherer  Temperatur  statt- 
findende Art  der  Verbindung  des  Eisens  mit  der  Kohle,  und  der 
damit  zusammenhängende  Molecularzustand  der  ganzen  Masse  sich 
bei  der  Abkühlung  zu  ändern  sucht,  dass  diese  Aenderung  aber 
einiger  Zeit  bedarf  und  daher  durch  die  Schnelligkeit  der  Abküh- 
lung ganz  oder  theilweise  verhindert  werden  kann,  während  sie 
bei  langsamer  Abkühlung  wirklich  eintritt  In  Uebereinstimmung 
hiermit  kann  man  aus  der  Verschiedenheit,  welche  man  zwischen 
langsam  und  schnell  gekühltem  Stahle  beobachtet,  auf  eine  ent- 
sprechende Verschiedenheit  zwischen  langsam  gekühltem  und 
heissem  Stahle  schliessen,  und  denselben  Schluss  hat  auch  See- 
beck aus  seinen  thermoelectrischep  Versuchen  gezogen  ^). 

Für  das  häufige  Vorkommen  und  den  electrischen  Einfluss 
solcher  Verschiedenheiten  des  Molecularzustandes  sprechen  ferner 
alle  thermoelectrischen  Ströme,  welche  man  bei  Anwendung  eines 
einzigen  Metalles  erhält,  wenn  man  einzelne  Stellen  desselben  er- 
wärmt. Besonders  stark  sind  diese  bei  solchen  Metallen,  die  ein 
deutlich  ausgeprägtes  krystallinisches  Gefüge  zeigen.  So  beob- 
achtete Seebeck ^  z.  B.  bei  einem  im  Ganzen  gegossenen  Ringe 
aus  Antimon,  dass  er  sich  gerade  so  verhielt,  als  ob  er  aus  zwei 


^)  Ueber  die  magnetigche  Polarisation  der  Metalle  und  Erze  durch 
Teniperatur-DifFerenz,  von  Dr.  T.  J.  Seebeck,  Denkschr.  der  Berliner  Akad. 
für  1822  u.  1823,  und  Pogg.  Ann.  Bd.  6,  §.  •kl. 

3)  A.  a.  0.  §.  46. 
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verschiedenen  Metallen  bestände,  deren  Grenzen  sich  genau  fest- 
stellen Hessen.    Als  später  der  Bing  zerbrochen  wurde,  fand  sich, 
dass  der  eine  Theil  sternförmig  krystallisirt  war,  während  der  an- 
dere ein  feinkörniges  Gefiige  besass,  und  eine  weitere  Untersuchung 
des  Gegenstandes  ergab  als  Ursache  dieses  Unterschiedes  die  ver- 
schiedene  Erkaltungsgeschwindigkeit  der  beiden  Theile.   Für  dehn- 
bare Metalle  ist  in  neuerer  Zeit  Magnus  durch  sorgfaltige  expe- 
rimentelle Untersuchungen  i)  ebenfalls  zu  dem  Resultate  gelangt, . 
dass   die  in  einem  einzigen  Metalle  entstehenden  Ströme  ihren 
Grund  in  dem  verschiedenen  Zustande  seiner  Theile,  besonders 
in  der  verschiedenen  Härte  haben.    Da  demnach  durch  verschie- 
dene Behandlung  in  den  Theilen  eines  Metalles  bleibend  ein  sol- 
cher Unterschied  des  Zustandes  entstehen  kann,  dass  sie  sich  in 
Bezug  auf  die  Bildung  von  thermoelectrischen  Strömen  wie  ver- 
schiedene Metalle  verhalten,  so  ist  es  wohl  keine  unwahrschein- 
liche Annahme ,  dass  auch  durch  Temperaturverschiedenheit  vor- 
übergehend ein  solcher  Unterschied  hervorgerufen  werden  könne. 
Wenn  nun  in  einer  Thermokette  dieser  Fall  eintritt,  dass  ein 
Theil  des  einen  Metalles  seinen  Molecularzustand  ändert,  so  ent- 
steht dabei  erstens,  wie  erwähnt,  zwischen  diesem  veränderten  und 
dem  unveränderten  Theile  desselben  Metalles  eine  vorher  nicht  vor- 
handene  electrische  Differenz,  und  zweitens  erleidet  an  der  Stelle, 
wo  der  veränderte  Theil  ein  anderes  Metall  berührt,  die  dort  schon 
vorhandene  electrische  Differenz  eine  Aenderung,  welche  in  der 
Gleichung  (14)  nicht  mit  ausgedrückt  ist,  und  daher  noch  beson- 
ders  in  Rechnung  gebracht  werden  muss,  und  beide  Umstände  ver- 
einigen sich  in  ihrer  Wirkung  auf  den  Strom.    Um  in  solchen  Fäl- 
len  mit   dem   Garnot'schen  Gesetze  im  Einklänge  zu  bleiben, 
braucht  man  sich  nur  die  durch  die  Wärme  in  der  Thermokette 
hervorgebrachten  electrischen  Wirkungen  in  zwei  Theile  zerlegt 
zu  denken,  nämlich  in  die  unmittelbaren  und  die  durch  Aenderun- 
gen  des  Molecularzustandes  vermittelten,  und  dann  die  letzteren 
so  zu  behandeln ,  als  ob  sie  durch  wirkliche  Stoffveränderungen 
veranlasst  wären,  für  die  ersteren  dagegen  die  Gleichung  (14)  un- 
geändert  beizubehalten  und  sie  nach  jeder  Aenderung  des  Mole- 
cularzustandes auf  die  veränderte  Kette  gerade  so  anzuwenden, 
wie  vorher  auf  die  unveränderte.    Ob  die  Aenderung  des  Moleca- 


2)  Denkßchriften  der  Berliner  Akad.  für  1851 ,  und  Pogg.  Ann.  Bd.  83, 
S.  469 
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larzustaades  bei  einer  bestimmten  Temperatur  sprungweise  eintritt, 
oder  ob  ein  allmäliger  Uebergang  aus  dem  einen  Zustande  in  den 
anderen  stattfindet,  macht  hierbei  keinen  wesentlichen  Unterschied, 
denn  im  letzteren  Falle  kann  man  statt  Einer  endlichen  Differenz 
eine  unendliche  Reihe  von  unendlich  kleinen  Differenzen  annehmen. 
Wenn  man  für  alle  einzelnen  thermoelectrischen  Erscheinun- 
gen, welche  in  dergleichen  Aenderungen  des  Molecularzustandes 
ihren  Grund  haben,  das  vorher  angedeutete  Verfahren  wirklich 
ausführen,  und  sie  auf  diese  Weise  vollständig  erklären  wollte,  so 
würde  man  freilich  auf  bedeutende  Schwierigkeiten  stossen,  indem 
dazu  einerseits  diese  Aenderungen  und  andererseits  jene  Erschei- 
nungen selbst  viel  genauer  bekannt  sein  müssten,  als  es  bis  jetzt 
der  Fall  ist.  Ein  solches  Unternehmen  würde  aber  auch  die  beab- 
sichtigten Grenzen  dieses  Aufsatzes  weit  überschreiten.  Wie  man 
nämlich  in  jedem  Zweige  der  Wissenschaft  zuerst  für  die  Erklä- 
rung der  gewöhnlich  wiederkehrenden  und  daher  als  Begel  gelten- 
den Erscheinungen  eine  sichere  Grundlage  gewonnen  haben  muss, 
ehe  man  auf  die  Untersuchung  der  einzelnen  Ausnahmefälle  näher 
eingehen  kann,  so  glaubte  ich  auch  bei  diesem  Versuche  einer 
mechanischen  Theorie  der  thermoelectrischen  Erscheinungen  die 
letzteren  zunächst  nur  in  jener  regelmässigen  Gestalt  auffassen 
zu  müssen.  Die  Abweichungen  von  der  Regel  brauchten  dabei  nur 
insofern  erwähnt  zu  werden ,  als  gezeigt  werden  muBste ,  dass  sie 
mit  den  aufgestellten  Principen  nicht  im  Widerspruche  stehen. 


ABHANDLUNG  XIIL 


lieber  die  Eleotrioitätsleitung  in  Electrolyten. 

Poggendorffs  Annalen,  Juliheft  1857,  Bd.  Gl»  S.  338;  Philosophical 

Magazine,  4th.  Ser.,  Vol.  XV,  p.  94  ^). 


1.  In  einer  früheren  Abhandlung  ')  habe  ich  die  Wirkungen 
eines  galvanischen  Stromes  innerhalb  eines  Leiters  erster  Klasse 
(d.  h.  eines  solchen,  welcher  ohne  Electrolyse  leitet)  betrachtet, 
ohne  dabei  auf  die  Art  der  Entstehung  des  Stromes  Rücksicht  za 
nehmen.  Es  hat  sich  dort  ergeben,  dass  die  Gesetze,  nach  wel- 
chen die  Wärmeerzeugung  in  diesen  Leitern  stattfindet,  eine  an- 
mittelbare Folge  des  Ohm' sehen  Gesetzes  und  des  Satzes  von  der 
Aequivalenz  von  Wärme  und  Arbeit  sind.  In  ähnlicher  Weise 
kann  man  auch  bei  einem  Leiter  zweiter  Klasse,  welcher  durch 
Electrolyse  leitet,  wenn  man  ihn  ganz  für  sich,  ohne  Rücksicht 
auf  die  übrigen  Theile  der  Kette  betrachtet,  einige  theils  streng 
begründete,  theils  wenigstens  wahrscheinliche  Folgerungen  ziehen, 


')  [Diese  Abhandlung  nimmt  Bezng  auf  eine  Hypothese,  welche  erst 
in  der  weiter  unten  folgenden  Abhandlung  XIV.  näher  auseinanderge- 
setzt wird.  Da  sie  aber  ihrem  Inhalte  nach  zu  den  electrischen  Abhand- 
lungen gehört,  so  habe  ich  sie  doch  hierher,  yor  jene  Abhandlung,  auf 
welche  sie  sich  beruft,  gestellt.] 

^)  lieber  die  bei  einem  stationären  Strome  in  dem  Leiter  gethane  Ar- 
beit und  erzeugte  Wärme.    [Abhandlung  XI.  dieser  Sammlung.] 
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>v eiche  mir  von  Interesse  zu  sein  scheinen,  und  welche  ich  ver- 
suchen will,  in  dieser  Abhandlung  zu  entwickeln. 

2.  Was  zunächst  die  Gesetze  der  Wärmeerzeugung  anbe- 
trifft, so  lassen  sich,  wenn  man  das  Ohm'sche  Gesetz  auch  bei 
den  Leitern  zweiter  Klasse  als  richtig  anerkennt,  die  in  meiner 
früheren  Abhandlung  gezogenen  Schlüsse  in  unveränderter  Weise 
auch  auf  diesen  Fall  ausdehnen,  wobei,  ebenso  wie  dort,  voraus- 
gesetzt werden  soll,  dass  der  Strom  stationär  sei,  und  dass  er 
keine  inducirenden  Wirkungen  electromagnetischer  oder  electro- 
dynamischer  Art  nach  aussen  hin  übe  oder  von  aussen  her  erleide. 

**  Um  die  Electricität  trotz  des  Leitungswiderstandes  in  Be- 
wegung zu  erhalten,  muss  an  jeder  Stelle  des  Leiters  eine  Kraft 
thätig  sein ,  welche  auf  die  in  ihm  vorhandene  Electricität  nach 
einer  bestimmten  Richtung  hin  bewegend  wirkt,  oder,  falls  man 
zwei  Electricität en  voraussetzt,  die  positive  Electricität  nach  einer 
Richtung  und  die  negative  eben  so  stark  nach  der  entgegengesetz- 
ten Richtung  zu  treiben  sucht  Diese  Kraft  wird  ausgeübt  von 
freier  Electricität,  welche  sich  aber,  wie  Kirchhoff  bewiesen  hat, 
nicht  im  Innern  des  Leiters,  sondern  nur  an  seiner  Oberfläche 
oder  an  der  Grenzfläche  zweier  verschiedener  Leiter  befinden 
kann.  Von  dem  Innern  eines  homogenen  Leiters  gilt  bei  Lei- 
tern zweiter  Klasse  dasselbe,  wie  bei  Leitern  erster  Klasse,  näm- 
lich, wenn  man  von  der  Voraussetzung  ausgeht,  dass  es  zwei 
Electricitäten  gebe,  welche  nach  entgegengesetzten  Richtungen 
strömen,  so  muss  man  annehmen,  dass  in  jedem  messbaren 
Baume  innerhalb  des  Leiters  stets  gleiche  Quantitäten  beider 
Electricitäten  vorhanden  sind,  und  wenn  man  nur  eine  Electrici- 
tät voraussetzt,  so  muss  man  annehmen,  dass  sich  in  jedem  Räume 
stets  die  normale  Quantität  von  Electricität  befindet,  bei  welcher 
der  Raum  als  unelectrisch  erscheint. 

Die  von  der  treibenden  Kraft  gethane  Arbeit  kann  in  unserm 
jetzigen  Falle  ganz  ebenso  bestimmt  werden,  wie  in  meiner  frühe- 
ren Abhandlung,  und  ich  will  daher,  ohne  auf  die  Entwickelung 
einzugehen,  nur  das  Endresultat  anführen.  Denken  wir  uns  inner- 
halb des  Leiters  ein  beliebiges  von  einer  geschlossenen  Fläche 
begrenztes  Stück  zur  Betrachtung  ausgesondert,  und  bezeichnen 
irgend  ein  Flächenelement  seiner  Grenzfläche  mit  äc},  den  hier 
stattfindenden  Werth  der  Potentialfunction  der  freien  Electricität 
mit  F,  die  auf  dem  Elemente  errichtete  Normale,  und  zwar  nach 
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aussen  hin  als  positiv  gerechnet,  mit  JV,  und  endlich  die  Lei- 
tungsfahigkeit  des  Stoffes  mit  A;,  so  ist  die  während  der  Zeitein- 
heit in  diesem  Leiterstücke  getbane  Arbeit  W  bestimmt  durch 
die  Gleichung: 

worin  das  Integral  über  die  ganze  Grenzfläche  des  betrachteten 
Leiterstückes  zu  n'ehmen  ist. 

3.  Wenn  man  nun  die  durch  den  Strom  erzeugte  Wärme 
bestimmen  will,  so  könnte  es  auf  den  ersten  Blick  vielleicht  schei- 
nen, als  ob  in  dieser  Beziehung  zwischen  den  Leitern  erster  und 
zweiter  Klasse  eine  Verschiedenheit  obwalten  müsse.  In  den 
Leitern  erster  Klasse  bleiben  die  Massenmolecüle  unverändert  in 
ihrer  Lage,  und  nur  die  Electricität  bewegt  sich ;  bei  den  Leitern 
zweiter  Klasse  dagegen  werden  die  Bestandtheile  der  Massen- 
molecüle mit  in  die  Bewegung  gezogen,  und  es  finden  Zerlegun- 
gen und  Wiederzusammensetzungen  statt,  bei  denen  ohne  Zwei- 
fel die  Molecularkräfte,  mit  welchen  die  Bestandtheile  auf  einan- 
der wirken,  eine  bedeutende  Thätigkeit  entwickeln.  Bei  näherer 
Betrachtung  überzeugt  man  sich  jedoch  leicht,  dass  bei  der  Be- 
stimmung der  erzeugten  Wärme  die  von  den  Molecularkräften  ge- 
thanen  Arbeitsgrössen ,  so  bedeutend  sie  auch  im  Einzelnen  sein 
mögen,  doch  nicht  berücksichtigt  zu  werden  brauchen,  weil  sie 
sich  gegenseitig  vollständig  aufheben. 

Wenn  man,  während  der  Leiter  von  einem  stationären  Strome 
durchflössen  wird,  das  vorher  zur  Betrachtung  ausgewählte,  von 
einer  geschlossenen  Fläche  umgrenzte  Stück  zu  Anfang  und  zu 
Ende  einer  Zeiteinheit  untersucht,  so  findet  man,  dass  der  Zu- 
stand desselben  während  dieser  Zeit  keine  wesentliche  Verände- 
rung erlitten  hat.  Es  haben  sich  zwar  die  electro-positiven  Be- 
standtheile vieler  Molecüle  von  electro-negativen,  mit  welchen  sie 
bisher  verbunden  waren,  getrennt,  aber  dafür  haben  sie  sich  mit 
anderen  ganz  gleichen  wieder  verbunden,  und  die  Arbeit,  welche 
die  Molecularkräfte  bei  einer  solchen  Verbindung  thun,  ist  un- 
zweifelhaft eben  so  gross,  wie  die,  welche  sie  bei  der  Trennung 
erleiden  (oder  negativ  thun).  Ebenso  sind  iiir  alle  Massentheile, 
welche  an  der  einen  Seite  aus  dem  Baume  ausgetreten  sind,  eben 
so  viele  solche  an  der  anderen  Seite  eingetreten,  so  dass  die 
ganze  in  dem  Räume  befindliche  Masse  zu  Ende  der  Zeit  dieselbe 
Dichtigkeit,  dieselbe  Zusammensetzung  und  dieselbe  Anordnung 
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der  Molecüle  hat,  wie  zu  Anfang.  Man  kann  daher,  ohne  die  Ar- 
beitsgrössen,  welche  bei  den  einzehien  Vorgängen  von  den  Mole- 
cularkräften  gethan  sind,  zu  kennen,  mit  Sicherheit  den  Schluss 
ziehen,  dass  die  algebraische  Summe  dieser  Arbeitsgrössen  Null 
ist.  Es  bleibt  also  nur  die  Arbeit  übrig,  welche  die  treibende 
electrische  Kraft  bei  der  Ueberwindung  des  Leitungswiderstandes 
gethan  hat,  und  welche  sich,  da  sie  keine  bleibende  Veränderung 
in  dem  Leiter  hervorgebracht  hat,  in  lebendige  Kraft,  und  da 
keine  andere  lebendige  Kraft  vorkommt,  in  Wärme  verwandelt 
haben  muss. 

Demnach  kann  man,  wenn  H  die  während  der  Zeiteinheit  in 
jenem  Räume  erzeugte  Wärme  darstellt  und  A  das  Wärmeäqui- 
valent für  die  Einheit  der  Arbeit  ist,  in  Folge  der  vorigen  Glei- 
chung schreiben: 


H=^Akf 


Diese  Gleichung  schliesst,  wie  ich  in  meiner  früheren  Ab- 
handlung gezeigt  habe,  die  für  einen  linearen  Leiter  empirisch  ge- 
fundenen Gesetze,  dass  die  erzeugte  Wärmemenge  dem  Leitungs- 
widerstande  und  dem  Quadrate  der  Stromintensität  proportional 
ist,  als  besonderen  Fall  in  sich  ein. 

4.  Wir  wollen  nun  auf  die  Art,  wie  man  sich  die  Electrici- 
tätsleitung innerhalb  eines  Electrolyten  vorstellen  muss,  etwas 
specieller  eingehen. 

Die  Molecüle  des  Electrolyten  werden  durch  den  Strom  in 
zwei  Bestandtheile  zerlegt,  welche  entweder  einfache  Atome  oder 
selbst  auch  schon  aus  mehreren  Atomen  zusammengesetzte  Mole- 
cüle sein  können,  wie  z.  B.  im  Kupfervitriol  der  eine  Bestandtheil 
üu  einfach  und  der  andere  SO4  zusammengesetzt  ist  Ich  werde 
diese  Bestandtheile,  mögen  sie  nun  aus  einem  oder  aus  mehreren 
Atomen  bestehen,  die  Theümolecüle  nennen,  und  ein  ganzes  Mole- 
cül  des  Electrolyten,  wo  es  zur  Unterscheidung  nöthig  ist,  ein 
Gesammtmolecüh 

Aus  der  Art,  wie  die  Zersetzung  des  Electrolyten  mit  der 
Electricitätsleitung  zusammenhängt,  muss  man  schliessen,  dass 
die  beiden  Theilmolecüle  in  ihrer  Verbindung  zu  einem  Gesammt- 
molecül  entgegengesetzte  electrische  Zustände  haben,  welche  auch 
nach  ihrer  Trennung  fortbestehen.  Unter  der  Voraussetzung, 
dass  es  zwei  Electricitäten  gebe,  muss  man  also  annehmen,  dass 
das  eine  Theilmolecül  einen  Ueberschuss  an  positiver,  das  andere 
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einen  eben  so  grossen  Ueberschuss  an  negativer  Electricität  habe; 
unter  der  Voraussetzung  von  nur  Einer  Electricität  dagegen  muss 
man  annehmen,  dass  das  eine  Theilmolecül  mehr  und  das  andere 
weniger  Electricität  besitze,  als  zum  neutralen  Zustande  nöthig  ist. 

Dass  zwei  Molecüle  von  verschiedener  Natur  bei  ihrer  Be- 
rührung solche  entgegengesetzten  electrischen  Zustände  annehmen 
können,  ist  sehr  wohl  denkbar.  Eben  so  liegt  keine  Schwierig- 
keit darin,  sich  diese  Zustände  auch  nach  der  Trennung  als  fort- 
bestehend zu  denken,  so  lange  man  nur  annimmt,  dass  nirgends 
innerhalb  des  Leiters  eine  grössere  Anzahl  positiver  Theilmolecüle 
allein  oder  negativer  Theilmolecüle  allein  angehäuft  sei,  sondern 
dass  beide  Arten  von  Theilmolecülen  überall  so  gleichmässig  ver- 
breitet seien,  dass  sich  in  jedem  messbaren  Räume  gleich  viel 
Molecüle  beider  Arten  befinden.  In  diesem  Falle  kann  nämlich 
aus  den  Kräften,  welche  die  an  einem  Theilmolecül  haftende  Elec- 
tricitätsmenge  von  den  Electricitätsmengen  der  umgebenden 
Theilmolecüle  erleidet,  wegen  der  entgegengesetzten  Wirkungen 
der  positiven  und  negativen  Theilmolecüle,  keine  starke  Resul- 
tante entstehen,  welche  jene  erstere  Electricitätsmenge  nach 
einer  bestimmten  Richtung  zu  treiben  und  dadurch  von  seinem 
Molecül,  wenn  dieses  an  der  Bewegung  verhindert  wäre,  zu  tren- 
nen suchte. 

Wäre  dagegen  in  einem  Räume  eine  grosse  Anzahl  von  Mo- 
lecülen  befindlich,  welche  alle  mit  gleicher  Electricität  geladen 
wären,  so  würde  die  Electricitätsmenge  irgend  eines  zur  Betrach- 
tung ausgewählten  Molßcüls  von  den  Electricitätsmengen  aller 
anderen  abgestossen  werden,  und  diese  Kräfte  würden,  wenn  sich 
das  betrachtete  Molecül  nicht  gerade  in  der  Mitte  der  Masse  be- 
fände, durch  ihre  Vereinigung  eine  beträchtliche  in  der  Richtung 
von  innen  nach  aussen  wirkende  Kraft  bilden  können.  T>a  aach 
die  an  den  anderen  Molecülen  haftenden  Electricitätsmengen  ganz 
ähnlichen  Wirkungen  unterworfen  wären,  indem  jede  durch  die 
Gesammtwirkung  aller  übrigen  nach  aussen  gedrängt  würde,  so 
würde  in  dem  electrischen  Zustande  der  ganzen  Masse  eine  Span- 
nung obwalten,  welche  sich  nur  dann  unverändert  erhalten  könnte, 
wenn  die  Masse  absolut  nicht  leitend  wäre.  Im  anderen  Falle 
würde  die  freie  Electricität  aller  Molecüle,  je  nach  der  Güte  der 
Leitung  mehr  oder  weniger  schnell  nach  aussen  strömen,  zunächst 
an  die  Oberfläche  def  Masse,  und  von  da,  wenn  die  Masse  nicht 
vollkommen  isolirt  wäre,  in  die  weiteren  Umgebungen. 
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5.  Betrachten  wir  ferner  den  Vorgang  der  Zersetzung  selbst, 
wie  er  in  der  Flässigkeit,  welche  als  Electrolyt  dient,  oder  den 
Electrolyten  aufgelöst  enthält,  stattfindet,  so  darf  zunächst  so  viel 
als  feststehend  betrachtet  werden,  dass  nicht  die  an  der  einen 
Electrode  frei  werdenden  Theilmolecüle  sich  durch  die  Flüssig- 
keit bis  zur  anderen  Electrode  fortbewegen,  sondern  dass  in  der 
ganzen  zwischen  den  beiden  Electroden  befindlichen  Flüssigkeits- 
masse überall  Zersetzungen  und  neue  Verbindungen  geschehen, 
so  dass  die  positiven  Theilmolecüle ,  welche  während  der  Zeitein- 
heit an  der  Kathode  ankommen,  zwar  der  Anzatd  nach  mit  denen 
übereinstimmen,  welche  von  der  Anode  ausgehen,  aber  nicht  die- 
selben  sind,  und  ebenso  in  Bezug  auf  die  negativen  Theilmolecüle, 
welche  an  der  Anode  ankommen. 

Die  Art,  wie  die  in  den  verschiedenen  Flüssigkeitsechichten 
stattfindenden  Zersetzungen  unter  einander  zusammenhängen,  be- 
darf aber  noch  einer  näheren  Feststellung ,  und  namentlich  muss 
eine  Ansicht,  welche  ziemlich  nahe  zu  liegen  scheint,  welche  aber 
entschieden  unrichtig  ist,  von  vornherein  ausgeschlossen  werden. 

Man  könnte  sich  nämlich  möglicherweise  vorstellen,  dass  die 
Zersetzung  von  der  einen  Electrode,  z.  B.  von  der  Anode,  aus- 
ginge, dass  die  negativen  Theilmolecüle  der  zersetzten  Gesammt- 
molecüle  hier  festgehalten  würden,  die  positiven  dagegen  zur 
nächsten  Flüssigkeitsschicht  gingen  und  dort  eine  neue  Zersetzung 
bewirkten ,  indem  sie  sich  mit  den  negativen  Theilmolecülen  die- 
ser Schicht  verbänden,  und  die  positiven  frei  machten,  dass  diese 
letzteren  dann  weiter  zur  folgenden  Schicht  gingen,  und  hier  aber- 
mals dieselbe  Wirkung  ausübten  u.  s.  £  Hiernach  würde  die  Zer- 
setzung einer  Schicht  die  Ursache  für  die  Zersetzung  der  folgen- 
den Schicht  sein,  und  die  Wirkung  der  in  dem  Leiter  vorhande- 
nen treibenden  Kraft  würde  sich  darauf  beschränken,  erstens  die 
frei  gewordenen  positiven  Theilmolecüle  der  vorigen  Schicht  nach 
der  folgenden  zu  bewegen,  und  zweitens  dadurch,  dass  sie  die 
positiven  Theilmolecüle  dieser  Schicht  ebenfalls  vorwärts  drängt, 
die  Zersetzung  zu  erleichtern. 

Die  Unrichtigkeit  dieser  Vorstellungsweise  ergiebt  sich  aber 
sogleich  daraus,  dass  nach  ihr  innerhalb  der  Flüssigkeit  während 
des  Stromes  stets  ein  Ueberschuss  von  positiven  Theilmolecülen, 
und  somit  auch  von  freier  positiver  Electricität  vorhanden  sein 
müsste,  waS)  wie  schon  erwähnt-,  nach  den  Gesetzen  über  die  Ver- 
theilung  der  freien  Electricität  für  einen  stationären  Strom  eben 
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80  unzulässig  ist,  wie  für  deu  Gleichgewichtszustand.  In  dersel- 
ben Weise  würde  man,  wenn  man  die  vorher  beschriebene  Art  der 
Fortpflanzung  der  Zersetzungen  in  umgekehrter  lUcbtung  von  der 
Kathode  zur  Anode  annehmen  wollte,  einen  Ueberschuss  von  ne- 
gativen Theilmolecülen  innerhalb  der  Flüssigkeit  erhalten,  welcher 
natürlich  gleichfalls  unstatthaft  ist. 

Als  Grundbedingung  für  alle  weiteren  Betrachtungen  müssen 
wir  an  dem  Satze  festhalten,  dass  sich  innerhalb  jedes  messbaren 
Baumes  der  Flüssigkeit  gleich  viel  positive  und  negative  Theilmole- 
ciUe  befinden,  mögen  diese  nun  alle  je  zwei  zu  Gesammtmolecülen 
verbunden  sein,  oder  mögen  einige  im  unverbundenen  Zustande 
zwischen  den  Gesammtmolecülen  zerstreut  sein. 

Hieraus  folgt,  dass  in  einer  electrolytischen  Flüssigkeit, 
welche  sich  in  ihrem  natürlichen  Zustande  befindet,  iüdem  keine 
Art  von  Theilmolecülen  in  ihr  überwiegt,  unter  dem  blossen  Ein- 
flüsse derjenigen  Kraft,  welche  dazu  dient,  den  Leitungs widerstand 
zu  überwinden,  solche  abwechselnde  Zersetzungen  und  Wieder- 
verbindungen der  Molecüle,  wie  sie  zur  Electricitätsleitung  nöthig 
sind,  stattfinden  können  ^). 

Die  Erklärung  dieser  Thatsacbe  bietet  eine  eigenthümliche 
Schwierigkeit  dar,  welche,  wie  es  mir  scheint,  nur  dadurch  geho- 
ben werden  kann,  dass  man  ein  durchaus  anderes  Verhalten  der 
Flüssigkeiten  annimmt,  als  es  bisher  gebräuchlich  war.  Ich 
will  versuchen,  dieses  in  den  nächsten  Paragraphen  auseinander 
zu  setzen. 

6.  Es  sei  eine  Flüssigkeit  gegeben,  welche  entweder  ganz 
oder  zum  Theil  aus  electrolytischen  Molecülen  besteht,  und  wir 
wollen  zunächst  einmal  annehmen,  diese  Molecüle  hätten  sich  im 
natürlichen  Zustande  der  Flüssigkeit  in  irgend  einer  bestimmten 
Anordnung  gelagert,  in  welcher  sie,  so  lange  keine  fremde  Kraft 


1)  [um  einen  Fall  za  haben,  wo  gar  keine  Electroden  vorkommen, 
kann  man  folgende  Annahme  machen.  £a  sei  aus  einem  electrolytischen 
Leiter  ein  in  eich  geschlossener  Ring  gebildet.  In  der  Nähe  dieses  leiten- 
den Ringes  werde  ein  kreisförmiger  eleotrischer  Strom  oder  ein  Mahnet 
bewegt,  z.  B.  angenähert  oder  entfernt.  Dadurch  wird  in  dem  Rin^e  ein 
Inductionsstrom  erzeugt,  and  man  hat  somit  in  dem  Electrolyten  einen 
eleotrischen  Strom ,  welcher  nicht  von  einer  Electrode  zu  einer  anderen, 
sondern  im  Kreise  durch  einen  überall  gleichartigen  Ring  geht  und  dnrefa 
eine  electromotorische  Kraft  heryorgerofen  ist,  die  nicht  bloss  an  einzelnen 
Stellen  des  Ringes,  sondern  in  allen  seinen  Theilen  wirkt    1866.] 
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auf  sie  einwirkt,  verharrten,  indem  die  einzelnen  Molecüle  zwar 
vielleicht  um  ihre  Gleichgewichtslagen  oscilliren,  aber  nicht  ganz 
aus  denselben  heraustreten  könnten;  femer  sei,  wie  man  es  bei 
jeder  derartigen  Anordnung  voraussetzen  muss,  die  Anziehung 
zwischen  zwei  Theilmolecülen ,  welche  zu  einem  Gesammtmolecül 
verbunden  sind,  und  daher  einander  sehr  nahe  sind,  grösser,  als 
die  Anziehung  zwischen  dem  positiven  Theilmolecül  eines  Ge- 
sammtmolecüls  und  dem  negativen  eines  anderen.  Wenn  nun 
innerhalb  dieser  Masse  eine  electrische  Kraft  wirkt,  welche  die 
positiv  electrischen  Theilmolecüle  nach  einer  und  die  negativ 
electrischen  nach  der  entgegengesetzten  Richtung  zu  treiben 
sucht,  so  fragt  es  sich ,  welchen  Einfluss  diese  auf  das  Verhalten 
der  Molecüle  ausüben  muss. 

Die  erste  Wirkung  würde  o£fenbar,  sofern  die  Molecüle  als 
drehbar  vorausgesetzt  werden,  darin  bestehen,  alle  Molecüle  in 
gleicher  Weise  zu  richten,  indem  die  beiden  entgegengesetzt  elec- 
trischen Bestandtheile  jedes  Gesammtmolecüls  sich  nach  den  Sei- 
ten drehen  würden,  wohin  sie  durch  die  wirksame  Kraft  getrieben 
werden. 

Ferner  würde  die  Kraft  die  zu  einem  Gesammtmolecül  ver- 
einigten Theilmolecüle  zu  trennen  und  nach  entgegengesetzten 
Richtungen  zu  bewegen  suchen,  und  wenn  diese  Bewegung  ein- 
träte, so  würde  dadurch  das  positive  Theilmolecül  des  einen  Ge- 
sanuntmolecüls  mit  dem  negativen  des  folgenden  zusammenkom- 
men und  sich  mit  ihm  verbinden.  Nun  muss  aber,  um  die  ein- 
mal verbundenen  Theilmolecüle  zu  trennen,  die  Anziehung,  welche 
sie  auf  einander  ausüben,  überwunden  werden,  wozu  eine  Kraft 
Ton  bestimmter  Stärke  nöthig  ist,  und  dadurch  wird  man  zu  dem 
Schlüsse  geführt,  dasSy  so  lange  die  in  dem  Leiter  wirksame  Kraß 
diese  Stärke  nicht  besitzt  ^  gar  keine  Zersetzung  der  Molecüle  staU- 
finden  könne ,  dass  dagegen ,  wenn  die  Kraft  bis  zu  dieser  Stärke 
angewachsen  ist,  sehr  viele  Molecüle  mit  einem  Male  zersetzt  wer» 
den  müssen,  indem  sie  alle  unter  dem  Einflüsse  der  seihen  Kraft 
stehen  und  fast  gleiche  Lage  zu  einander  haben.  In  Bezug  auf 
den  electrischen  Strom  kann  man  diesen  Schluss,  wenn  man  vor- 
aussetzt, dass  der  Leiter  nur  durch  Electrolyse  leiten  könne,  so 
ausdrücken:  So  lange  die  im  Leiter  wirksame  treibende  Kraft  un- 
ter einer  gewissen  Grenze  ist,  bewirkt  sie  gar  keinen  Strom,  wenn 
sie  aber  diese  Grenze  erreicht  hat,  so  entsteht  plötzlich  ein  sehr 
starker  Strom. 

Olausiufl,  meoh.  W&nneiheorie.  IL  |^ 
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Dieser  ScUuss  widerspricht  aber  der  Erfahrung  YoUkommen. 
Schon  die  geringste  Kräfte)  bewirkt  einen  durch  abwechselnde 
Zersetzungen  und  Wiederverbindungen  geleiteten  Strom,  und  die 
Intensität  dieses  Stromes  wächst  nach  dem  Ohm'schen  Gesetze 
der  Kraft  proportional. 

Demnach  muss  die  obige  Annahme,  dass  die  Theilmolecüle 
eines  Electrolyten  in  fester  Weise  zu  Gesammtmolecülen  yerbun- 
den  sind,  und  diese  eine  bestimmte  regelmässige  Anordnung  ha- 
ben, unrichtig  sein.  Man  kann  dieses  Resultat  noch  allgemeiner 
folgendermaassen  aussprechen.  Jede  Annahme,  welche  darauf 
hinauskommt,  dass  der  natürliche  Zustand  einer  electrolytischen 
Flüssigkeit  ein  Gleichgewichtszustand  ist,  in  welchem  jedes  posi- 
tive Theilmolecül  mit  einem  negativen  fest  verbunden  ist,  und 
dass  ferner,  um  die  Flüssigkeit  aus  diesem  Gleichgewichtszustande 
in  einen  anderen  überzuführen,  welcher  dem  vorigen  im  Wesent- 
lichen gleicht,  und  sich  nur  dadurch  von  ihm  unterscheidet,  dass 
eine  Anzahl  positiver  Theilmolecüle  mit  anderen  negativen  als 
vorher  verbunden  ist,  auf  diejenigen  Molecüle,  welche  diese  Ver- 
änderung erleiden  sollen,  eine  Kraft  von  bestimmter  Stärke 
wirken  muss,  —  steht  im  Widerspruche  mit  dem  Ohm'schen 
Gesetze. 

Ich  glaube  daher,  dass  die  folgende  Annahme,  bei  welcher 
dieser  Widerspruch  gehoben  ist,  und  welche,  wie  es  mir  scheint^ 
auch  mit  den  sonst  bekannten  Tbatsachen  vereinbar  ist,  einige 
Beachtung  verdient 

7.  In  meiner  Abhandlung  „über  die  Art  der  Bewegung, 
welche  wir  Wärme  nennen"  2),  habe  ich  die  Ansicht  ausgesprochen^ 
dass  in  Flüssigkeiten  die  Molecüle  nicht  bestimmte  Gleich- 
gewichtslagen haben,  um  welche  sie  nur  oscilliren,  sondern  dass 
ihre  Bewegungen  so  lebhaft  sind,  dass  sie  dadurch  in  ganz  ver- 


^)  Icli  musB  hierbei  noch  einmal  ausdrücklich  hervorheben,  dass  hier, 
wie  in  dieser  ganzen  Abhandlung,  nicht  von  den  Kräften  die  Rede  ist, 
welche  an  den  Electroden  wirken,  wo  die  Zersetzungsproducte  aosgeechie- 
den  werden  und  die  Polarisation  überwunden  werden  muss,  sondern  ledige 
lieh  von  der  Kraft,  welche  innerhalb  des  Electrolyten  selbst  wirkt,  wo  je- 
des Theümolecül,  welches  von  dem  bisher  mit  ihm  verbundenen  Theilmole- 
cül getrennt  wird,  sich  sogleich  wieder  mit  einem  anderen  Theümoleeo] 
derselben  Art  verbindet,  so  dass, die  Masse  im  Wesentlichen  unge&ndert 
bleibt,  und  nur  der  Leitungswiderstand  zu  überwinden  ist. 

^)  [Abhandlung  XIV.  dieser  Sammlung.J 
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änderte  und  immer  neue  Lagen  zu  einander  kommen,  und  sich 
unregelmässig  durch  einander  bewegen. 

Denken  wir  uns  nun  in  der  electrolytischen  Flüssigkeit  zu- 
nächst ein  Mal  ein  einzelnes  Theilmolecül,  z.  B.  ein  electro-posi- 
tives,  befindlich,  von  welchem  wir  voraussetzen  wollen,  dass  sein 
electrischer  Zustand  noch  ganz  derselbe  sei,  wie  in  dem  Momente, 
wo  es  aus  einem  Gesammtmolecül  ausgeschieden  wurde.  Ich 
glaube  nun,  dass,  indem  dieses  Theilmolecül  sich  zwischen  den 
Gesammtmolecülen  umherbewegt,  unter  den  vielen  Lagen,  die  es 
annehmen  kann,  auch  zuweilen  solche  vorkommen,  in  welchen  es 
das  negative  Theilmolecül  irgend  eines  Gesammtmolecüls  mit 
stärkerer  Kraft  anzieht,  als  die ,  mit  welcher  die  beiden  zu  dem 
Gesammtmolecül  gehörigen  Theilmolecüle,  deren  Lage  zu  einan- 
der auch  nicht  ganz  unveränderlich  ist,  sich  in  diesem  Augen- 
blicke gegenseitig  anziehen.  Sobald  es  in  eine  solche  getreten 
ist,  verbindet  es  sich  mit  diesem  negativen  Theilmolecül,  und  das 
bisher  mit  demselben  verbundene  positive  Theilmolecül  wird  da- 
durch frei.  Dieses  bewegt  sich  nun  ebenfalls  allein  umher  und 
zerlegt  nach  einiger  Zeit  ein  anderes  Gesammtmolecül  auf  dieselbe 
Art  u.  s.  f.,  und  alle  diese  Bewegungen  und  Zersetzungen  gesche- 
hen eben  so  unregelmässig,  wie  die  Wärmebewegungen,  durch 
welche  sie  veranlasst  werden. 

Betrachten  wir  ferner  das  Verhalten  der  G^sammtmolecüle 
unter  einander,  so  glaube  ich,  dass  es  auch  hier  zuweilen  geschieht, 
dajss  das  positive  Theilmolecül  eines  Gesammtmolecüls  zu  dem 
negativen  eines  anderen  in  eine  günstigere  Lage  kommt,  als  jedes 
dieser  beiden  Theilmolecüle  im  Augenblicke  gerade  zu  dem  ande- 
ren Theilmolecül  seines  eigenen  Gesammtmolecüls  hat.^  Dann 
werden  sich  jene  beiden  bisher  fremden  Theilmolecüle  zu  einem 
Gesammtmolecül  verbinden,  und  die  beiden  dadurch  frei  werden- 
den Theilmolecüle  (das  negative  des  ersten  und  das  positive  des 
zweiten  Gesammtmolecüls)  werden  sich  entweder  ebenfalls  unter 
einander  verbinden,  oder  wenn  die  Wärmebewegung  sie  daran 
yerhindem  sollte,  so  werden  sie  sich  unter  die  übrigen  Gesammt- 
molecüle  mischen,  und  dort  ähnliche  Zersetzungen  hervorbringen, 
wie  sie  vorher  von  einem  einzelnen  Theilmolecül  beschrieben 
wurden. 

Wie  häufig  in  einer  Flüssigkeit  solche  gegenseitige  Zerlegun- 
gen vorkommen,  wird  erstens  von  der  Natur  der  Flüssigkeit  ab- 
hängen, ob  die  Theile  der  einzelnen  Gesammtmolecüle  mehr  oder 

14» 
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weniger  innig  zusammenhängen ,  und  zweitens  von  der  Lebhaftig- 
keit der  Molecularbewegung,  d.  h.  von  der  Temperatur. 

8.  Wenn  nun  in  einer  Flüssigkeit,  deren  Molecüle  sich  schon 
von  selbst  in  einer  solchen  Bewegung  befinden,  wobei  sie  ihre 
Theilmolecüle  in  unregelmässiger  Weise  austauschen,  eine  elec- 
trische  Kraft  wirkt,  welche  alle  positiven  Theilmolecüle  nach 
einer  und  alle  negativen  nach  der  entgegengesetzten  Richtung  za 
treiben  sucht,  so  lässt  sich  leicht  einsehen,  welcher  Unterschied 
dadurch  in  der  Axt  der  Molecularbewegung  eintreten  muss. 

Ein  freies  Theilmolecül  wird  dann  nicht  mehr  ganz  den  un- 
regelmässig wechselnden  Richtungen ,  nach  welchen  es  durch  die 
Wärmebewegungen  getrieben  wird,  folgen,  sondern  es  wird  die 
Richtung  seiner  Bewegung  im  Sinne  der  wirksamen  Kraft  ändern, 
so  dass  unter  den  Richtungen  der  freien  positiven  Theilmolecäle, 
obwohl  sie  noch  sehr  unregelmässig  sind,  doch  eine  gewisse  Rich- 
tung vorherrscht,  und  ebenso  die  negativen  Theilmolecüle  sich 
vorherrschend  nach  der  entgegengesetzten  Richtung  bewegen. 
Ausserdem  werden  bei  der  Einwirkung  eines  Theilmolecüls  auf  ein 
Gesammtmolecül  und  bei  der  Einwirkung  zweier  Gesammtmolecüle 
auf  einander  solche  Zerlegungen,  bei  welchen  die  Theilmolecüle  in 
ihren  Bewegungen  zugleich  der  electrischen  Kraft  folgen  können, 
erleichtert  werden  und  daher  häufiger  stattfinden,  als  ohne  die  Kraft 
indem  auch  in  Fällen,  wo  die  Lage  der  Molecüle  noch  nicht  gun- 
stig genug  ist,  dass  die  Zerlegung  von  selbst  eintreten  könnte,  die 
Mitwirkung  der  electrischen  Kraft  ihr  Eintreten  veranlassen  kann. 
Umgekehrt  solche  Zerlegungen,  bei  denen  die  Theilmolecüle  sich  der 
electrischen  Kraft  entgegen  bewegen  müssten,  werden  durch  diese 
Kraft  erschwert  und  dadurch  seltener  gemacht  werden. 

Betrachtet  man  im  Inneren  dieser  Flüssigkeit,  während  die 
electrische  Kraft  wirkt,  ein  kleines  auf  der  Richtung  der  Kraft 
senkrechtes  Flächenstück,  so  gehen  durch  dieses  während  der  Zeit- 
einheit mehr  positive  Theilmolecüle  in  positiver  als  in  negativer 
Richtung  hindurch^  und  mehr  negative  Theilmolecüle  in  negativer 
als  in  positiver  Richtung,  Da  nun  für  jede  Art  von  Theilmole- 
cülen  zwei  in  entgegengesetzter  Richtung  stattfindende  Durch- 
gänge sich  gegenseitig  in  ihrer  Wirkung  aufheben,  und  nur  der 
für  die  eine  Richtung  bleibende  Ueberschuss  von  Durchgängen  in 
Betracht  kommt,  so  kann  man  das  Vorige  auch  einfacher  so  aus- 
drücken: es  geht  eine  gewisse  Anzahl  positiver  Theümoi^cüle  in 
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positiver  und  eine  Anzahl  negativer  Theilmölecüle  in  negativer 
Richtung  durch  das  Flächenstück.  Die  Grösse  dieser  beiden  Zah- 
len braucht  nicht  gleich  zu  sein ,  weil  sie  ausser  von  der  treiben- 
den Kraft,  welche  für  beide  gleich  ist,  auch  noch  von  dem  Grade 
der  Beweglichkeit  abhängt,  welcher  bei  verschiedenartigen  Theil- 
molecülen  aus  mehreren  Gründen  verschieden  sein  kann. 

Diese  entgegengesetzte  Bewegung  der  beiden  Arten  von 
Theilmolecülen  bildet  den  galvanischen  Strom  innerhalb  der 
Flüssigkeit.  Um  die  Stärke  des  Stromes  zu  bestimmen,  ist  es 
nicht  nöthig,  die  Anzahl  der  in  positiver  Richtung  durch  das 
Flächenstück  gehenden  positiven  Theilmölecüle  und  die  Anzahl 
der  in  negativer  Richtung  hindurchgehenden  negativen  Theilmöle- 
cüle einzeln  zu  kennen,  sondern  es  genügt,  wenn  man  die  Summe 
beider  Zahlen  kennt.  Mag  man  nämlich  von  der  Vorstellung  ausgehen, 
dass  es  zwei  Electricitäten  gebe,  und  dass  ein  negativ  electrisches 
Theilmolecül  mit  einer  gewissen  Quantität  freier  negativer  Electri- 
cität  begabt  sei,  oder  von  der  Vorstellung,  dass  es  nur  eine  Electri- 
cität  gebe ,  und  dass  ein  negativ  electrisches  Theilmolecül  weniger 
Electricität  besitze,*  als  für  den  neutralen  Zustand  nöthig  ist,  in  bei- 
den Fällen  muss  man  annehmen,  dass  es  zur  Vermehrung  eines  gal- 
vanischen Stromes  gleich  viel  beiträgt,  ob  ein  positiv -electrisches 
Theilmolecül  sich  nach  der  Richtung  des  Stromes,  oder  ob  ein  eben 
so  stark  negativ-electrisches  Theilmolecül  sich  nach  der  entgegenge- 
setzten Richtung  bewegt.  Wenn  wir  also  für  den  Fall,  dass  die  Mole- 
cularbewegung  der  Art  wäre,  dass  nur  für  die  positiven  Theilmölecüle 
ein  Ueberschuss  der  Bewegung  nach  einer  Richtung  stattfände,  und 
dass  während  der  Zeiteinheit  n  positive  Theilmölecüle  in  positiver 
Richtung  durch  das Flächenstückgingen,  die  dadurch  bedingteStrom- 
stärke  mit  C  n  bezeichnen,  so  müssen  wir  dem  entsprechend  bei  einer 
Bewegung,  bei  welcher  gleichzeitig  n  positive  Theilmölecüle  in  der  po- 
sitiven und  n'  negative  Theilmölecüle  in  der  negativen  Richtung  hin- 
durchgehen, die  Stromstärke  mit  C  (n  -|-  nO  bezeichnen. 

9.  Bei  dieser  Auffassung  des  Zustandes  der  Flüssigkeiten 
fallt  die  oben  erwähnte  Schwierigkeit  fort.  Man  sieht  leicht,  dass 
der  Einfluss,  welchen  die  electrische  Kraft  auf  die  schon  von 
selbst  stattfindenden,  aber  noch  unregelmässigen  Zersetzungen  und 
Bewegungen  der  Molecüle  übt,  nicht  erst  beginnt,  wenn  die  Kraft 
eine  gewisse  Stärke  erreicht  hat,  sondern  dass  schon  die  geringste 
Kraft  in  der  vorher  angegebenen  Weise  ändernd  auf  dieselben 
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einwirken,  und  dass  die  Grösse  dieser  Wirkung  mit  der  Stärke 
der  Kraft  wachsen  muss.  Der  ganze  Vorgang  stimmt  also  mit 
dem  Ohm'schen  Gesetze  sehr  gut  überein. 

Weshalb  das  electrische  Leitungsvermögen,  welches  Ton  der 
Leichtigkeit,  mit  welcher  die  Zerlegungen  der  Molectile  inner- 
halb der  Flüssigkeit  geschehen,  abhängt,  bei  verschiedenen  Flüs- 
sigkeiten so  verschieden  ist,  weshalb  z.  B.  bei  den  Molecülen  des 
Schwefelsäurehydrats  die  Zerlegungen  so  sehr  viel  leichter  statt- 
finden ,  als  bei  den  Wassermolecülen ,  und  woher  der  bedeutende 
Einfluss  kommt,  welchen  die  Verdünnung  der  Schwefelsäure  auf 
die  Güte  der  Leitung  ausübt,  ist  freilich  bisher  nicht  hinlänglich 
erklärt,  indessen  sehe  ich  darin  auch  nichts,  was  als  Widerspruch 
gegen  die  vorstehende  Theorie  geltend  gemacht  werden  könnte. 

Der  Umstand  dagegen,  dass  bei  Leitern  zweiter  Klasse  das 
Leitüngsvermögen  mit  wachsender  Temperatur  zunimmt,  erklärt 
sich  aus  dieser  Theorie  in  sehr  ungezwungener  Weise ,  indem  die 
grössere  Lebhaftigkeit  der  inneren  Bewegung  offenbar  dazu  bei- 
tragen muss,  die  gegenseitigen  Zerlegungen  der  Molecüle  zu  er- 
leichtem. 

Vergleichen  wir  die  ältere  Grotthuss'sche  Theorie  mit  der 
hier  entwickelten,  so  liegt  der  Unterschied  hauptsächlich  darin, 
dass  in  jener  angenommen  wird,  die  Bewegung  werde  erst  durch 
die  electrische  Kraft  hervorgerufen,  und  finde  nur  nach  zwei  be- 
stimmten Richtungen  statt,  indem  die  Zersetzungen  regelmässig 
von  Molecül  zu  Molecül  fortschreiten,  während  nach  dieser  die 
schon  vorhandenen  Bewegungen  nur  geändert  werden,  und  auch 
das  nicht  so,  dass  sie  vollkommen  regelmässig  werden,  sondern 
nur  so,  dass  in  der  noch  immer  grossen  Mannicbfaltigkeit  von  Be- 
wegungen die  beiden  bestimmten  Richtungen  vorherrschen. 

10.  Nachdem  ich  die  vorstehende  Ansicht  über  das  Verbal- 
ten electrolytischer  Flüssigkeiten  niedergeschrieben  hatte,  erfuhr 
ich  in  der  Unterhaltung  mit  einem  Chemiker ,  dass  eine  ähnliche 
Ansicht  über  das  Verhalten  zusammengesetzter  flüssiger  und  luft- 
förmiger  Körper  schon  von  Williamson  in  einer  Abhandlung 
über  die  Theorie  der  Aetherbildung  i)  ausgesprochen  ist  Es 
heisst  in  dieser  Abhandlung  unter  anderen  *) :    „Wir  werden  auf 

^)  Annalen  der  Chemie  und  Pharmacie  Bd.  77,  S.  37.    Gelesen  vor  der 
British  Assodatian  zu  Edinborg. 
^  A.  a.  0.  S.  46. 
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diese  Weise  zu  der  ÄDnahme  geführt,  dass  in  einem  Aggregat 
von  Molecülen  jeder  Verbindung  ein  fortwährender  Austausch  zwi- 
schen den  in  ihr  enthaltenen  Elementen  vor  sich  geht.  Ange- 
nommen z.  B.,  ein  Gefäss  mit  Salzsäure  würde  durch  eine  grosse 
Zahl  von  Molecülen  von  der  Zusammensetzung  CIH  ausgefüllt,  so 
würde  uns  die  Betrachtung,  zu  der  wir  gelangt  sind,  zu  der  An- 
nahme fuhren ,  dass  jedes  Atom  Wasserstoff  nicht  in  ruhiger  Ge- 
geneinand erlager ung  neben  dem  Atom  Chlor  bleibe,  mit  dem  es 
zuerst  verbunden  war,  sondern  dass  ein  fortwährender  Wechsel 
des  Platzes  mit  anderen  Wasserstoffiitomen  stattfindet^^ 

Hiemach  scheint  Williamson  sogar  eine  noch  grössere 
Wandelbarkeit  in  der  Gruppirung  der  Theilmolecüle  anzunehmen, 
als  zur  Erklärung  der  Electricitätsleitung  nöthig  ist  Er  spricht 
von  einem  fortwährenden  Wechsel  eines  Wasserstoffatoms  mit  an- 
deren Wasserstoflfatomen ,  während  es  zur  Erklärung  der  Electri- 
citätsleitung genügt,  wenn  bei  den  Zusammenstössen  der  Gesammt- 
molecüle  hin  und  wieder  und  vielleicht  verhältnissmässig  selten 
ein  Austausch  der  Theilmolecüle  stattfindet. 

Williamson  fuhrt  zur  Bestätigung  seiner  Ansicht  das  Ver- 
halten an,  welches  stattfindet,  wenn  in  einer  Flüssigkeit  zwei 
Verbindungen  mit  verschiedenen  electro-positiven  und  verschiede- 
nen electro-negativen  Bestandtheilen  gelöst  sind,  dass  dann  die 
beiden  ursprünglichen  Verbindungen  nicht  einfach  bestehen  blei- 
ben, oder  eine  andere  Anordnung  der  Art  entsteht,  bei  welcher 
ein  electro-positiver  Bestandtheil  ausschliesslich  mit  Einem  der 
beiden  electro-negativen  Bestandtheile  verbunden  ist,  und  umge- 
kehrt, sondern  dass  alle  vier  möglichen  Gombinationen  sich  in 
einem  gewissen  Verhältnisse  bilden,  woher  es  kommt,  dass,  wenn 
irgend  eine  der  vier  Verbindungen  unlöslich  ist,  diese  sich  aus- 
scheidet. Auch  ich  glaube,  dass  dieses  Verhalten  sich  sehr  na- 
türlich daraus  erklärt,  dass  die  Verbindungen  je  zweier  Theil- 
molecüle nicht  fest,  sondern  wandelbar  sind,  und  dass  ein  posi- 
tives Tbeilmolecül  nicht  bloss  ein  positives  Theilmolecül  dersel- 
ben Art,  sondern  auch  ein  solches  von  anderer  Art  verdrängen 
kann,  und  ich  habe  dieses  Verhalten  bei  der  Aufstellung  der  oben 
entwickelten  Theorie  gleich  mit  im  Auge  gehabt.  Indessen  halte 
ich  es  auch  hierbei  nicht  für  nöthig,  dass  alle  Molecüle  in  fort- 
währendem Wechsel  begriffen  sind,  sondern  es  scheint  mir  zu  ge- 
nügen, wenn  sie  sich  hin  und  wieder  gegenseitig  austauschen, 
denn  wenn  die  Anzahl  der  Austausche  auch  im  Verhältniss  zur 
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Anzahl  der  Stösse  gering  ist ,  so  kann  sie  doch  an  sich  betrachtet 
noch  sehr  gross  sein,  und  daher  in  kurzer  Zeit  eine  bedeutende 
Aenderung  in  der  ursprünglichen  Yerbindungsart  hervorbringen. 
Da  ich  zu  dem  Schlüsse  über  die  im  Inneren  einer  Flüssig- 
keit stattfindenden  Austausche  der  Theilmolecüle  ganz  unabhän- 
gig und  auf  einem  durchaus  anderen  Wege  wie  Willi amson  ge- 
langt bin,  so  habe  ich,  auch  nachdem  ich  die  Abhandlung  dessel- 
ben kennen  gelernt  habe,  doch  noch  geglaubt,  meine  Betrachtun- 
gen unverändert  mittheilen  zu  dürfen,  indem  es  dadurch  am 
besten  ersichtlich  sein  vrird,  in  wie  fem  diese  beiden  Betrachtungs- 
weisen einander  gegenseitig  zur  Bestätigung  dienen. 

11.  Es  ist  in  neuerer  Zeit  mehrfach  die  Frage  erörtert,  ob 
in  Leitern  zweiter  Klasse  neben  der  Leitung  durch  Electrolyse 
auch  noch  eine  Electricitätsleitung  der  Art,  wie  in  Leitern  erster 
Klasse  stattfinde. 

Vom  theoretischen  Gesichtspuncte  aus  scheint  mir  der  An- 
nahme, dass  beide  Arten  von  Leitung  in  demselben  Körper  gleich- 
zeitig stattfinden  können,  nichts  entgegen  zu  stehen.  Die  Bestim- 
mung aber,  wie  sich  in  einzelnen  Fällen  die  beiden  verschiedenen 
Leitungen  ihrer  Grösse  nach  zu  einander  verhalten,  wird  bei  dem 
Mangel  an  genau  festgestellten  Thatsachen,  welche  als  Grundlage 
für  theoretische  Schlüsse  dienen  könnten,  für  jetzt  wohl  ganz  der 
experimentellen  Untersuchung  überlassen  bleiben  müssen. 

Für  diejenigen  Körper,  welche  bis  jetzt  in  dieser  Beziehung 
untersucht  sind,  und  welche  ihrer  vielfachen  Anwendung  wegen 
die  vnchtigsten  sind,  hat  sich  gezeigt,  dass  die  Leitung  ohne  Elec- 
trolyse, wenn  sie  überhaupt  existirt,  jedenfalls  sehr  gering  ist, 
und  es  wird  daher  nicht  nöthig  sein,  auf  diese  Art  von  Leitung, 
welche  übrigens  theoretisch  nichts  wesentlich  Neues  darbieten 
würde,  hier  näher  einzugehen. 

12.  Es  bleibt  endlich  noch  eine  Erscheinung  zu  erwähnen, 
welche  in  manchen  Fällen  mit  der  Electricitätsleitung  verbunden 
ist,  nämlich  die  beim  Durchgange  des  Stromes  durch  eine  poröse 
Wand  stattfindende  Fortführung  der  Flüssigkeit  in  der  Richtung 
des  positiven  Stromes. 

Diese  Erscheinung  hat  besonders  Wiedemanni)  sorgfaltig 
untersucht,  und  ist  dabei  zu  einer  Reihe  für  die  Theorie  der  Erschei- 

1)  Pogg.  Ann.  Bd.  87,  8.  821  und  Bd.  99,  S.  177. 
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nung  wichtiger  Gesetze  gelangt|  von  denen  mehrere  gegen  das 
Ende  seiner  ersten  Abhandlung  in  dem  Satze  zusammengefasst 
sind,  „dasB  eine  electrische  Spannung,  welche  an  beiden  Seiten 
einer  in  eine  beliebige  Flfissigkeit  eingesenkten  porösen  Wand 
vorhanden  ist,  die  Flüssigkeit  von  der  positiven  zur  negativen 
Seite  mit  einer  Kraft  fortführt,  die  einem  jener  Spannung  direct 
proportionalen  hydrostatischen  Drucke  gleich  ist.'^ 

Was  Wiedemann  hier  die  electrische  Spannung  nennt,  ist, 
mathematisch  ausgedrückt,  die  Differenz  der  an  beiden  Grenz- 
flächen der  porösen  Wand  stattfindenden  Werthe  der  Potential- 
function  der  freien  Electricität,  und  wenn  man  erwägt,  in  welcher 
Weise  die  innerhalb  der  Wand  wirkende  electrische  Kraft,  welche 
den  electrischen  Strom  treibt,  von  jener  Differenz  abhängt,  so 
findet  man,  dass  man  den  obigen  Satz  einfacher  so  ausdrücken 
kann:  Die  Kraß,  welche  die  Flüssigkeit  durch  die  poröse  Wand 
treibt,  ist  der  Kraft ^  welche  die  Electricität  hindurchtreibt^  prch 
portionai. 

Dieser  Satz  ist  so  einfach,  dass  man  dadurch  vielleicht  ver- 
anlasst werden  könnte,  ihm  eine  allgemeine  Gültigkeit  zuzu- 
schreiben, und  zu  glauben,  dass  bei  der  Electricitätsleitung  in 
Electrolyten  überhaupt  ein  bestimmter  Zusammenhang  stattfände 
zwischen  der  Kraft,  welche  die  Electricität  innerhalb  der  Flüssig- 
keit treibt,  und  einer  zweiten  Kraft,  welche  die  Flüssigkeit  selbst 
vorwärts  treibt,  und  dass  daher  eine  Erklärung  der  Electricitäts- 
leitung, bei  welcher,  die  letztere  Kraft  nicht  berücksichtigt  ist, 
nothwendig  unvollständig  sein  müsse.  Diese  Ansicht  würde  aber 
unrichtig  sein.  Der  Satz  darf  nur  auf  die  Fälle  angewendet  wer- 
den, für  welche  Wiedemann  ihn  gefunden  hat. >  Die  Flüssigkeit 
muss  sich  in  einer  porösen  Wand  befinden ,  und  wenn  man  meh- 
rere poröse  Wände  zur  Vergleichung  anwendet,  so  müssen  diese 
von  gleicher  Beschaffenheit  sein.  In  einer  zusammenhängenden 
Flüssigkeitsmasse  ist,  wie  man  aus  manchen  bekannten  That- 
sachen  schliessen  kann,  und  wie  in  neuerer  Zeit  auch  durch 
specielle  Versuche  von  Breda  und  Logeman^)  nachgewiesen 
ist,  jene  zweite  Kraft  entweder  gar  nicht  vorhanden,  oder  doch 
verschwindend  klein.  Wir  haben  es  hier  also  mit  einer  Kraft  zu 
thun ,  welche  nicht  allgemein  mit  der  Electricitätsleitung  verbun- 
den ist,  sondern  nur  innerhalb  einer  porösen  Wand  wirkt,  oder 


1)  Biblioth.  univ.  T.  33,  p.  1  uHd  Pogg.  Ann.  Bd.  100,  S.  149. 
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anders  ausgedrückt,  welche  nur  wirkt,  wenn  die  Flüssigkeit,  anstatt 
eine  zusammenhängende  Masse  zu  bilden,  in  sehr  viele  sehr  feine 
Kanäle  vertheilt  ist. 

Eine  Erklärung  dieser  Erscheinung  ist  bis  jetzt  noch  nicht 
gelungen  1),  und  auch  die  Ansicht,  welche  ich  selbst  mir  davon 
gebildet  habe,  ist  noch  zu  hypothetisch,  als  dass  ich  es  für  ange- 
messen halten  könnte,  hier  darauf  einzugehen.  Für  den  Zweck 
der  vorliegenden  Abhandlung  genügt  es,  wenn  zugestanden  wird, 
dass  es  bei  den  obigen  Betrachtungen  über  die  Art,  wie  die  Elec* 
tricitätsleitung  innerhalb  einer  zusammenhängenden  Masse  einer 
electrolytischen  Flüssigkeit  stattfindet,  nicht  nöthig  war,  jene  Er- 
scheinung zu  berücksichtigen. 

13.  Nur  in  Einer  Beziehung  glaube  ich  die  Erscheinung 
noch  zum  Gegenstande  einer  kurzen  Betrachtung  machen  zu 
müssen,  nämlich  in  Bezug  auf  die  mit  ihr  verbundene  Arbeits- 
leistung und  Wärmeerzeugung. 

Zunächst  unterliegt  es  wohl  keinem  Zweifel,  dass  die  Bewe- 
gung der  Flüssigkeit  durch  die  'V^and  von  derselb^i  freien  Eleo 
tricität  verursacht  wird,  welche  das  Strömen  der  Electricitat 
innerhalb  der  Wand  veranlasst.  Ferner  muss  man  nach  dem, 
was  sonst  über  die  Wirkung  der  Electricitat  bekannt  ist,  anneh- 
men, dass  die  von  der  freien  Electricitat  ausgehende  Kraft 
wiederum  nur  auf  Electricitat  wirken  kaiin,  und  auf  Massenmole- 
cüle  nur  insofern,  als  sie  electrisch  sind.  Wir  können  also  sa- 
gen: die  unmittelbare  Wirkung  der  von  der  freien  Electricitat 
ausgeübten  Kraft  besteht  nur  darin,  Electricitat  zu  bewegen,  und 
die  Bewegung  der  matenellen  Massen  ist  eine  mit  der  Electrici- 
tätsbewegung  verbundene  secundäre  Wirkung. 

Demnach  lässt  sich  die  ganze  von  der  electrischen  Kraft  ge- 
thanc  Arbeit  innerhalb  einer  porösen  Wand  eben  so  einfach  be- 
stimmen, wie  in  anderen  Leitern.  Sie  wird  nämlich  dargestellt 
durch  die  Zunahme  des  Potentials  der  treibenden  freien  Electri- 
citat auf  die  durch  die  Wand  hindurchströmende  Electricitat. 

Die  auf  die  materiellen  Massen  übertragenen  Wirkungen  die- 
ser Arbeit  sind  aber  in  einer  porösen  Wand  zum  Theil  andere 


1)  [Später  ist  über  diesen  Gegenstand  eine  schöne  ünterBuchnng  von 
Quincke  gemacht  (Pogg.  Ann.  Bd.  CXIII,  S.  518,  1861),  deren  Resultate, 
wie  man  leicht  erkennen  wird,  mit  den  hier  gemachten  Bemerkungen  voll- 
kommen übereinstimmen.    1866.] 
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als  in  einer  znsammenhängenden  Flüssigkeitsmasse.  Ein  Theil, 
und  in  den  meisten  Fällen  der  bei  weitem  grösste. Theil  der  Ar« 
beit  wird  dazn  verwendet,  den  Leitnngswiderstand  ganz  in  ge- 
wöhnlicher Weise  unter  Zerlegungen  und  Wiederverbindungen  der 
Molecüle  und  entgegengesetzten  Bewegungen  der  Theilmolecüle  zu 
überwinden.  Dieser  Theil  der  Arbeit  wird  innerhalb  der  Wand  voll- 
ständig in  Wärme  verwandelt.  Ein  anderer  Theil  der  Arbeit  da- 
gegen wird  auf  die  Bewegung  der  ganzen  Flüssigkeit  verwendet, 
und  in  Bezug  auf  diesen  kann  ein  doppeltes  Verhalten  stattfinden. 

Es  kommt  darauf  an,  ob  die  Flüssigkeit  beim  Durchgange 
durch  die  Wand  einen  Gegendruck,  welchen  man  sich  als  einen 
hydrostatischen  Druck  vorstellen  kann,  zu  überwinden  hat  oder 
nicht.  Erleidet  die  Flüssigkeit  keinen  Gegendruck,  so  ist  nur  die 
Reibung  in  der  Wand  zu  überwinden,  und  dabei  wird  auch  dieser 
Theil  der  Arbeit  ganz  in  Wärme  verwandelt.  Findet  aber  ein 
Gegendruck  statt,  welcher  jedoch  nicht  gross  genug  ist,  um  das 
Wandern  der  Flüssigkeit  zu  verhindern ,  so  ist  die  auf  das  Hin- 
durchtreiben von  Flüssigkeit  verwendete  Arbeit  an  sich  schon  ge- 
ringer, weil  weniger  Flüssigkeit  hindurch  getrieben  wird,  und  von 
dieser  Arbeit  wird  auch  nur  ein  Antheil  in  Wärme  verwandelt, 
und  der  andere  wird  dazu  verbraucht,  den  hydrostatischen  Druck 
zu  überwinden,  oder,  wie  man  auch  sagen  kann,  wird  durch  die 
negative  Arbeit  des  hydrostatischen  Gegendrucks  aufgehoben. 
Ist  endlich  der  Gegendruck  so  gross,  dass  er  der  hindurchtreiben- 
den Kraft  das  Gleichgewicht  hält,  und  also  gar  kein  Wandern  der 
Flüssigkeit  stattfindet,  so  ist  auch  der  auf  dieses  bezügliche  Theil 
der  Arbeit  Null. 

Man  kann  diese  verschiedenen  Fälle  so  zusammenfassen.  In 
den  beiden  Grenzfällen,  wo  entweder  gar  kein  Gegendruck  statt- 
findet, oder  der  Gegendruck  so  gross  ist,  dass  gar  kein  Wandern 
stattfindet,  wird  ^e  ganze  von  der  electrischen  Kraft  gethane  Ar- 
beit in  Wärme  verwandelt;  in  den  Zwischenfällen  dagegen  wird 
ein  Theil  der  Arbeit  zur  Ueberwindung  des  hydrostatischen  Ge- 
gendruckes verbraucht 

14.  Die  Grösse  der  auf  das  Hindurchtreiben  der  Flüssigkeit 
verwendeten  Arbeit  und  desjenigen  Theiles  derselben,  welcher 
zur  Ueberwindung  des  Gegendruckes  verbraucht  wird,  lässt  sich 
leicht  bestimmen.  Stellt  man  die  Kraft,  welche  die  Flüssigkeit 
durch  die   Wand  treibt,  und  welche  man  sich   ebenfalls  durch 
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einen  hydrostatischen  Druck  ersetzt  denken  kann,  durch  Gewichte 
auf  eine  Flächeneinheit  dar ,  so  braucht  man  diese  Zahl  nur  mit 
dem  Volumen  der  während  einer  gewissen  Zeit  hindurch  getrie- 
benen Flüssigkeit  zu  multipliciren,  um  die  von  der  hindurchtrei- 
benden Kraft  während  der  Zeit  gethane  Arbeit  zu  erhalten.  Ebenso 
erhält  man  die  negative  Arbeit  des  Gegendruckes,  wenn  man  das 
Volumen  der  Flüssigkeit  mit  diesem  Drucke  multiplicirt. 

Um  eine  ungefähre  Vorstellung  von  dem  Werthe  ^eser  Ar- 
beitsgrössen  zu  erhalten,  wollen  wir  beispielsweise  annehmen,  die 
hindurchtreibende  Kraft  sei  so  gross,  dass  sie  einen  hydrostati- 
schen Gegendruck  von  einer  ganzen  Atmosphäre  überwinden 
könne.  Dann  ist  diese  Kraft  in  Kilogrammen  auf  ein  Quadrat- 
meter ausgedrückt  10333,  und  diese  Zahl  muss  man,  um  die  Ar- 
beit in  Kilogrammeter  ausgedrückt  zu  erhalten,  mit  dem  in  Ku- 
bikmeter ausgedrückten  Volumen  der  hindurchgetriebenen  Flüssig- 
keit multipliciren.  Betrachten  wir  z.  6.  einen  Zeitraum,  während 
dessen  ein  Liter  oder  0,001  Kubikmeter  hindurchgetrieben  wird, 
so  erhalten  wir  als  entsprechende  Arbeit 

10333  .  0,001  =  10,333  Kilogrammeter. 

Denkt  man  sich  diese  Arbeit  in  Wärme  verwandelt,  so 
giebt  sie 

423:55  =  iT  Wameemhext, 

also  so  viel  Wärme,  um  ein  Liter  Wasser,  welches  ein  Kilogramm 
wiegt,  um 

^  Grad  C. 

41 

ZU  erwärmen,  oder  das  hindurchgetriebene  Liter  der  Flüssig- 
keit um 

^       Grad  C. 


41  .  CS 

zu  erwärmen,  wenn  c  die  specifische  Wärme  und  s  das  specifische 
Gewicht  i)  der  Flüssigkeit  ist. 

Man  kann  dieses  Resultat,  in  welchem  nur  der  grösseren  An- 
schaulichkeit wegen  bestimmte  Werthe  zu  Grunde   gelegt  sind, 


1)  [Bei  der  ersten  YeröffenÜichuDg  dieser  Abhandlang  in  Pogg.  Ann. 
Bd.  CI.  war  der  Buchstabe  s  vergessen ;  er  ist  aber  in  den  Berichtigangen 
des  folgenden  Bandes  angeführt.    1866.] 
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ohne  Weiteres  verallgemeinern.  Sei  die  Kraft,  mit  welcher  die 
Flüssigkeit  durch  die  Wand  getrieben  wird,  wenn  man  sie  sich 
durch  einen  hydrostatischen  Druck  ersetzt  denkt,  in  Atmosphä- 
ren ausgedrückt  durch  p  bezeichnet,  so  ist  die  Arbeit,  welche 
beim  Uindurchtreiben  eines  gewissen  Volumens  der  Flüssigkeit 
von  dieser  Kraft  gethan  wird,  so  gross,  dass,  wenn  sie  in  Wärme 
verwandelt  würde,  dadurch  die  hindurchgetriebene  Flüssigkeit  um 

-p^ —  Grad  C. 
41  .  CS 

erwärmt  werden  könnte. 

Diese  Arbeit  ist  so  gering,  dass  sie  in  den  meisten  Fällen 
nur  einen  kleinen  Theil  der  ganzen  von  der  electrischen  Kraft 
innerhalb  der  porösen  Wand  gethanen  Arbeit  bilden  kann.  Nur 
bei  sehr  schlecht  leitenden  Flüssigkeiten  kann  sie  verhältniss- 
mässig  beträchtlicher  werden,  da  von  schlecht  leitender  Flüssig- 
keit bei  gleicher  Stromstärke  eine  grössere  Menge  durch  die 
Wand  dringt,  als  von  gut  leitender. 

Aus  der  Art,  wie  in  einer  porösen  Wand  die  Bewegung  der 
Electricität  mit  der  Bewegung  der  Flüssigkeit  zusammenhängt, 
ist  es  mir  wahrscheinlich,  dass,  wenn  die  Differenz  der  an  beiden 
Seiten  der  Wand  stattfindenden  Werthe  der  Potentialftinction 
ungeändert  bleibt,  die  Electricitätsmenge,  welche  während  der 
Zeiteinheit  durch  die  Wand  geht ,  etwas  geringer  ist,  wenn  durch 
einen  hydrostatischen  Gegendruck  das  Wandern  der  Flüssigkeit 
verhindert  wird,  als  wenn  dieses  nicht  geschieht,  oder  mit  ande- 
ren Worten,  dass  dadurch,  dass  man  das  Wandern  der  Flüssig- 
keit verhindert,  der  Leitungswiderstand  der  Wand  etwas  vermehrt 
vnrd.  Der  unterschied  kann  aber  aus  den  vorher  angegebenen 
Gründen  bei  Flüssigkeiten,  welche  nicht  sehr  schlecht  leiten,  nur 
klein  sein. 


v> 


NOTIZ 

Über 

die  Beziehung  awischen  der  chemischen  Action,  welche  in  einer 
Volta'sohen  Saide  stattfindet,  iind  den  durch  den  Strom  her- 
vorgebrachten Wirkungen. 


Entnommen   aus  den  Archives  des  scienoes  physiqnes  et  naturelles,  Bibliotheqae 

universelle  de  Genfeve  t.  XXXVI,  p.  119;  1857. 


[Wenn  ein  electrischer  Strom  durch  eine  Yolta'sche  Säule  hervor- 
gebracht wird,  so  findet  in  dieser  eine  chemische  Action  statt,  weldie 
nicht  unmittelbar  die  Wärme  entwickelt,  die  sie  entwickeln  könnte, 
wenn  sie  unter  anderen  Umständen  stattfände.  Diejenige  bei  dieser 
Action  von  den  molecularen  Kräften  gethane  Arbeit,  welche,  anstatt  un- 
mittelbar Wärme  zu  erzeugen,  den  electrischen  Strom  hervorruft,  möge 
kurz  die  rerbratichte  Arbeit  genannt  werden.  Der  Strom  seinerseits, 
indem  er  den  Leitungswiderstand  überwindet,  erzeugt  in  den  Leitern 
Wärme,  Sofern  der  Strom  keine  äusseren  Wirkungen  hervorbringt,  ist 
diese  erzeugte  Wärme  der  verbraiuMen  Arheii  äquivalent. 

Wenn  dagegen  der  Strom  eine  äussere  Wirkung  hervorzubringen, 
z.  B.  eine  electromagnetische  Maschine  zu  treiben  hat,  so  nimmt  die 
Stärke  des  Stromes  ab,  und  damit  wird  zugleich  einerseits  die  che- 
mische Action  und  der  mit  ihr  verbundene  Arbeitsverbrauch,  und  an- 
dererseits die  bei  der  Ueberwindung  des  Leitungswiderstandes  stattfin- 
dende Wärmeerzeugung  geringer.  Es  fragt  sich  nun,  in  welcher  Besie- 
hung jetzt  diese  beiden  Grössen  zu  einander  stehen,  ob  wiederum  die 
erzeugte  Wärmie  der  verbrauchten  Arbeit  äquivalent  ist,  oder  ob  sich 
unter  Anwendung  der  in  der  Electricitätslehre  geltenden  Gesetze  ein 
Ueberschuss  an  verbrauchter  Arbeit  in  der  Säule  nachweisen  lässt,  wel- 
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eher  als  Aequivaleot  der  ausserlich  bervorgebrachten  Wirknngen  zu 
betrachten  ist. 

Hierüber  habe  ich,  obwohl  die  Sache  nicht  mehr  neu  war,  wegen 
einer  Meinungsverschiedenheit  mit  Herrn  Sorot  einige  Bemerkungen 
in  den  Archives  des  sciences  phys.  et  nat.  von  1857  yeröffentlicht, 
welche  hier  in  deutscher  Uebersetzung  Platz  finden  mögen,  weil  sie  den 
Hanptpunct,  um  den  es  sich  dabei  handelt,  kurz  und,'  wie  ich  glaube, 
leicht- fasslich  hervorheben.     1866.] 

Wenn  die  Intensität  des  Stromes,  während  er  ausserlich  eine  Ar- 
beit thut,  abnimmt,  so  nimmt  dabei  die  chemische  Action  im  einfachen 
Verhältnisse  und  die  erzeugte  Wärme  im  quadratischen  Verhältnisse 
ab.  Folglich  muss  die  eräseugte  Wärme  kleiner  als  die  verbrauchte  Ar- 
beit werden.  Es  bleibt  somit  von  der  in  der  Säule  verbrauchten  Ar- 
beit ein  üeberschuss,  welcher  das  Aequivalent  der  ausserlich  gethanen 
Arbeit  ist. 

Die  Sache  wird  noch  klarer  durch  einige  einfache  Formeln. 

Sei  a  die  Menge  des  Zinks,  welche  in  einem  galvanischen  Elemente 
durch  einen  Strom  von  der  Einheit  der  Intensität  während  der  Einheit 
der  Zeit  aufgelöst  wird.  Wenn  dann  Z  die  Menge  des  Zinks  bezeich- 
net, welche  in  einer  Säule  von  n  Elementen  durch  einen  Strom  von  der 
Intensität  I  während  der  Zeiteinheit  aufgelöst  wird,  so  haben  wir  die 
Gleichung: 

(1)  Z  =  anl. 

Die  übrigen  chemischen  Actioneu,  welche  die  Auflösung  des  Zinks 
begleiten,  sind  in  den  verschiedenen  galvanischen  Elementen  verschie- 
den, und  ebenso  verhält  es  sich  folglich  auch  mit  der  in  den  Elementen 
verbrauchten  Arbeit.  Sei  e  die  verbrauchte  Arbeit  für  die  Gewichts- 
einheit Zink,  eine  Arbeitsgrösse,  welche  je  nach  den  Elementen  ungleich 
und  z.  B.  in  einem  Grove' sehen  Elemente  grösser  als  in  einem  Da- 
niell' sehen  Elemente  ist.  Sei  femer  W  die  Arbeit,  welche  in  der 
ganzen  Säule  während  der  Zeiteinheit  verbraucht  wird,  wenn  der  Strom 
die  Intensität  I  hat.     Dann  hat  man  die  Gleichung: 

(2)  W=eZ  =  aenI. 

Die  Wärmemenge  H^  welche  durch  denselben  Strom  [bei  Ueber- 
windung  des  Leitungswiderstandes]  erzeugt  wird,  wird  bestimmt  durch 
die  Gleichung: 

(3)  H=ÄIJP, 

worin  l  den  ganzen  Leitungswiderstand  der  Schliessung  bedeutet,  und 
A   eine  Constante  darstellt,  von  der  ich  nachgewiesen  habeO*  dass  sie 


^)  Ueber  die  bei  einem  stationären  dectrischen  Strome   in  dem  Leiter  ge- 
thane  Arbeit  and  enengte  Wärme.    [Abhandlung  XI.  dieser  Sammlnng.J 
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nichts  anderes  als  das  Wärmeäquiyalent  für  die  Einheit  der  Arbeit  ist, 
vorausgesetzt  dass  die  Stromintensität  und  der  Leitungswiderstand  nach 
mechanischen  Maassen  gemessen  wird. 

Wenn  eine  Schliessung,  welche  eine  galvanische  Säule  enthält,  sich 
unter  solchen  Umständen  befindet,  wo  sie  keine  äusserÜche  Wirkung 
ausübt  oder  erleidet,  so  nimmt  der  Strom  von  selbst  diejenige  Intensi- 
tät an,  welche  nothwendig  ist,  damit  die  erzeugte  Wärme  der  verbrauch- 
ten Arbeit  äquivalent  werde.  Wenn  also  Wi  und  Hi  die  speciellen 
Werthe  von  W  und  IT  sind,  welche  diesem  Falle  entsprechen,  so  hat  man: 

(4)  H,=ÄWt, 

welche  Gleichung  dazu  dient,  die  Intensität  Ii  des  Stromes,  welcher  un- 
ter diesen  Umständen  entsteht,  zu  bestimmen.  Unter  Anwendung  der 
Gleichungen  (2)  und  (3)  geht  diese  Gleichung  nämlich  über  in: 

(5)  All}  =  Äaenli, 
woraus  folgt: 

(6)  I,  =  ^- 

Die  in  dieser  Gleichung  vorkommende  Grösse  aen  ist  diejenige,  welche 
man  gewöhnlich  die  electromotorische  Kraft  der  Säule  nennt. 

Wir  wollen  nun  annehmen,  der  Strom  vollbringe  äusserlich  eine 
Arbeit,  und  dadurch  sei  seine  Intensität  um  die  Grösse  i  vermindert. 
Der  Einfachheit  wegen  wollen  wir  noch  annehmen,  dass  diese  Vermin- 
derung constant  sei,  denn  wenn  sie  veränderlich  wäre,  so  müssten  wir 
statt  einer  Zeiteinheit  nur  ein  Element  der  Zeit  betrachten.  Die  gegen- 
wärtige Intensität  des  Stromes  ist  also: 

Indem  man  diesen  Werth  in  die  Gleichungen  (2)  und  (3)  einführt, 
erhält  man: 

(7)  W  =  aen(Ii  —  i) 

(8)  H=ÄliIi  —  0* 

Substituirt  man  in  der  letzten  Gleichung  für  I\  seinen  Werth  aus  (6), 
so  kann  man  schreiben: 

H=A[aen{I^  —  i)  —  U{li  —  %)] 

und  folglich  auch,  gemäss  der  Gleichung  (7): 

(9)  H=A\W—U{Ii—  t)]. 

Ans  dieser  Gleichung  ersieht  man,  dass  die  erzeugte  Wärme  n 
klein  ist,  um  der  verbrauchten  Arbeit  äquivalent  zu  sein.  Der  Besi 
dieser  letzteren,  nämlich  die  Qrösse 
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stellt  denjenigen  Verbrauch  dar,  welcher  der  äusserlich  gewonnenen  Ar- 
beit entspricht 

Ebenso  findet  man,  dass  in  dem  Falle,  wo  durch  einen  äusseren 
Einfloss  die  Intensität  des  Stromes  vermehrt  wird,  die  erzeugte  Wärme 
die  [in  der  Säule]  verbrauchte  Arbeit  übertrifft.  Man  braucht  für  die- 
sen Fall  nur  die  Grösse  i  mit  dem  Pluszeichen  einzufELhren,  wodurch 
man  an  der  Stelle  von  (9)  erhält: 

(10)  jff=4[TF+  Zt(Ii  -ft)]. 

Wenn  die  Schliessung,  in  welcher  der  Strom  t  inducirt  wird,  keine 
eigene  Stromquelle  enthält,  so  muss  man  W  ===  0  und  J|  :=  Q  setzen, 
wodurch  die  letzte  Gleichung  übergeht  in: 

H=Äli\ 

welches  för  einen  inducirten  Strom  dieselbe  Gleichung  ist,  wie  (3)  für 
einen  beliebigen  Strom. 


NOTIZ 

über 

die  Zunahme  des  eleotrischen  IjeitungBwiderstazLdes  der  ein- 
fachen Metalle  mit  der  Temperatur. 


Pogg.  Ann.  Angastheft  1858,  Bd.  GIY,   S.  650  and  Phil.  Mag.  4«^  Ser. 

Vol.  XVI,  p.  400. 


Im  Maihefke  dieser  Annalen  0  befindet  sich  eine  interessante  Ab- 
handlung von  Arndtsen  über  den  Leitungswiderstand  der  Metalle  bei 
verschiedenen  Temperaturen,  in  welcher  der  Verfasser  zu  dem  Resultate 
gelangt,  dass  bei  den  einfachen  Metallen,  die  er  untersucht  hat,  mit 
Ausnahme  des  £isens,  der  Leitungswiderstand  gleichmässig  mit  der 
Temperatur  wächst^),  und  dass  femer  die  verhältnissmässige  Zunahme 


^)  [Pogg-  -Ainn.  Bd.  CIV,  S.  1.] 

^  [Während  bei  den  übrigen  einfachen  Metallen  die  beobachtete  Zunahme  des 
Leitvngswidentandes  sich  durch  Ein  Glied,  welches  die  Temperatur  t  als  Factor 
hat,  ausdrücken  lässt,   mnss  beim  Bisen  noch   ein  zweites  Glied  mit  dem  Factor 
Olautiat,  mecb.  Wftmetheorl«.  ü.  16 
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bei  den  Terschiedenen  Metallen  wenig  yon  einander  abweicht.  Nennt 
man  den  Leitungswiderstand  beim  Grefrierpuncte  100,  so  liegen  die  Zah- 
len, welche  die  Zunahme  für  l^C.  angeben,  bei  den  sechs  untersuchten 
Metallen,  mit  Einschluss  des  Eisens,  zwischen  0,327  und  0,413  ^),  und 
Arndtsen  fügt  hinzu,  dass  man  vielleicht,  wenn  man  absolut  chemisch 
reine  Metalle  anwendete  und  die  Untersuchung  noch  genauer  ausführte, 
ganz  übereinstimmende  Zahlen  finden  würde. 

Beim  Anblicke  dieser  Zahlen  ist  es  mir  aufgefallen,  dass  sie  dem 
Ausdehuungscoefficienten  permanenter  Gase  nahe  liegen.  Wenn  man 
das  beim  Eisen  vorkommende  quadratische  Glied  vernachlässigt,  und 
aus  den  sämmtlichen  ersten  CoefBcienten  ^)  das  Mittel  nimmt,  so  erhält 
man  fü»  den  Leitungs widerstand  Wt  bei  der  Temperatur  f ,  verglichen 
mit  dem  Leitungswiderstande  Wq  beim  Gefrierpuncte,  die  Formel: 

Wt  =  Wo(l  +•  0,00366  .  0, 

woraus'  folgen  würde,  dass  der  Leitungswiderstand  der  einfachen  Me- 
talle im  festen  Zustande  nahe  proportional  der  (ibsoluten  Temperatur 
wäre  ^). 

Obwohl  die  Anzahl  der  von  Arndtsen  untersuchten  Metalle  noch 
zu  geriifg  und  die  Uebereinstimmung  zu  unvollkommen  ist,  um  schon 
einen  sicheren  Schluss  zu  gestatten,  so  glaube  ich  doch,  dass  diese  Be- 
merkung vielleicht  von  einigem  Interesse  sein  und  zu  weiteren  Unter- 
suchungen Anregung  geben  könnte. 


t^  hinzogefügt  werden.  Der  constante  Coefficient  von  t^  ist  aber  so  klein,  d«ss 
bei  geringen  Temperatordlfferenzeu  das  zweite  Glied  yemachlässigt  und  somit 
das  Eisen  in  Bezog  aof  die  Form  des  Ausdruckes  den  übrigen  Metallen  zoge- 
sellt  werden  kann.    1866.] 

'^)  Auch  die  von  Mathiessen  für  Kalium  und  Natrium  im  festen  Zustande 
gefundenen  Zahlen  fallen  zwischen  diese  Qrenzen.    (S.  Pogg.  Ann.  Bd.  C,  S.  18S.) 

')  [Nämlich  aus  den  bei  sämmtlichen  untersuchten  Metallen  vorkommendes 
Coefficienten  von  U   1866.] 

^  [Beim  Lesen  des  von  Arndtsen  mitgetheilten  Resultates,  dass  die  ver* 
hältniismässige  Zunahme  des  Leitnngswiderstandes  mit  der  Temperatur  bei  deo 
Terschiedenen  Metallen  wenig  von  einander  abweiche,  stieg  mir  sofort  der  Ge« 
danke  auf,  dass,  wenn  diese  Zunahme  von  der  Natur  des  Stoffes  unabhängig  und 
nur  von  der  Temperatur  abhängig  sei,  sie  jedenfalls  zur  absoluten  Temperatur 
in  einer  einfachen  Beziehung  stehen  müsse,  und  diese  Erwartung  &nd  ich  bei  näherer 
Betrachtung  der  Zahlen  in  der  im  Texte  angegebenen  Weise  bestätigt,    1866.] 
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ABHANDLUNGEN 


ÜBER   DIE   ZUR 


ERKLÄRUNG   DER  WÄRME 


ANGENOMMENEN 


MOLECUL  ARBE  WEGM  GEN. 


ABHANDLUNG  XIV. 


Ueber  die  Art  der  Bewegung,  welche  wir  Wärme 

nennen. 

Poggendorrs  Annalen  Märzheft  1857,  Bd.  C,  S.  353;  Phil.  Mag.  4*»»  Ser. 
Vol.  XIV,  p.  108;  Archives  deg  sdences  pbys.  et  oat.,  Bib].  nniv.  de 

Geneve  t.  XXXVI,  p.  293. 


1.    Schon  bevor  ich  meine  erste,  im  Jahre  1850  veröffent- 
lichte Abhandlung  über  die  Wärme  schrieb,  in  welcher  voraus- 
gesetzt ist,  dass  die  Wärme  eine  Bewegung  sei,  hatte  ich  mir 
über  die  Art  dieser  Bewegung  eine  bestimmte  Vorstellung  gebii- 
det,  welche  ich  auch  schon  zu  verschiedenen  Untersuchungen  und 
Rechnungen  angewandt   hatte.     Ich  habe  diese  Vorstellung   in 
meinen  bisherigen  Abhandlungen  absichtlich  unerwähnt  gelassen, 
weil  es  mein  Wunsch  war,  die  Schlüsse,  welche  sich  aus  gewissen 
allgemeinen  Principien  ableiten  lassen,  von   denjenigen,  welche 
eine  bestimmte  Art  der  Bewegung  voraussetzen,  zu  trennen,  und 
weil  ich  hoffte,  meine  Ansicht  über  die  letztere  und  die  daraus 
hervorgehenden  speciellen  Folgerungen  später  in  einer  besonde- 
ren Abhandlung   zusammenfassen   zu  können.     Die  Ausfuhrung 
dieses  Planes  hat  sich   aber  länger  verzögert,  als   ich  anfangs 
glaubte,  indem  ich,  theils  wegen  der  Schwierigkeit  des  Gegenstan- 
des, theils  wegen  anderer  Arbeiten,  der  EntWickelung  noch  nicht 
den  Grad  von  Vollständigkeit  geben  konnte,  welcher  mir  für  die 
Publication  nothwendig  zu  sein  schien. 
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In  neuerer  Zeit  ist  nun  von  Krönig  eine  Abhandlung  unter 
dem  Titel  „Grundzüge  einer  Theorie  der  Gase"  *)  veröffentlicht, 
in  welcher  ich  einen  Theil  meiner  eigenen  Ansichten  wiedergefun- 
den habe.  Ich  bin  weit  davon  entfernt,  Krön  ig  gegenüber,  wel* 
eher  auf  diese  Ansichten  eben  so  selbstständig  wie  ich  gekommen 
ist,  und  sie  vor  mir  veröffentlicht  hat,  irgend  ein  Prioritätsrecht 
zu  beanspruchen.  Da  indessen  der  Gegenstand  durch  diese  Ab- 
handlung einmal  angeregt  ist,  so  glaube  ich  nun  auch  den  Theil 
meiner  Ansichten,  welchen  ich  in  ihr  noch  nicht  gefunden  habe, 
veröffentlichen  zu  müssen.  Ich  beschränke  mich  dabei  aber  für 
jetzt  auf  die  kurze  Anführung  einiger  Hauptpuncte,  indem  ich 
mir  eine  vollständigere  Auseinandersetzung  für  später  vorbehalte  *j. 


^)  Zuent  als  besondere  Schrifb  gedruckt  in  Berlin  bei  A.  W.  liayn, 
und  dann  in  Pogg.  Ann.  Bd.  99,  S.  315. 

^)  Ich  darf  hier  nicht  unerwähnt  lassen,  dass  ich  schon  vor  längerer 
Zeit  in  einer  Unterhaltung  mit  Hm.  William  Siemens  aus  London,  als 
dieser  in  Berlin  zum  Besuche  war,  erfahren  habe,  dass  auch  Hr.  Joule  in 
den  Abbandlungen  der  Lit  and  Phil.  Soc  of  Manchester  ähnliche  Ideen 
ausgesprochen  hat.  Es  war  dieses  ein  Grund  mehr  für  mich  mit  der  Publi- 
cation  meiner  Ansichten,  da  sie  doch  nicht  mehr  vollständig  neu  waren, 
weniger  zu  eilen,  als  ich  sonst  vielleicht  gethan  hätte.  Die  betreffende  Ab- 
handlung von  Joule  habe  ich  mir  bis  jetzt  nicht  verschaffen  können,  und 
weiss  daher  nicht,  wie  weit  er  die  Sache  verfolgt  hat,  und  ob  seine  An- 
sichten mit  den  meinigen  in  allen  Puncten  übereyistimmen.  Es  wäre  za 
wünschen,  dass  Hr.  Joule  seine  Abhandlung  auch  in  einer  mehr  verbreite- 
ten Zeitschrift  bekannt  machte. 

[Hr.  Joule  hat  dem  hier  geäusserten  Wunsche  in  sehr  entgegenkom- 
mender Weise  entsprochen,  indem  er  seine  Abhandlung  noch  einmal  im 
Phil.  Mag.  4th  Ser,  Vol.  XIV,  p.  211  hat  abdrucken  lassen,  wodurch  er 
ausser  mir  gewiss  auch  viele  andere  Physiker  zu  Dank  verpflichtet  hat. 
Auch  vor  Joule  und  Krön  ig  haben,  wie  mir  später  bekannt  geworden 
ist,  schon  mehrere  Autoren  ähnliche  Ideen  über  den  gasförmigen  Zustand 
ausgesprochen.  Was  darüber  zu  meiner  Kenutniss  gelangt  ist,  habe  ich  in 
einer  Anmerkung  zu  einer  im  Jahre  1862  veröffentlichten  Abhandlung 
(welche  weiter  unten  als  Abhandlung  XYI  folgen  wird)  zusammengestellt. 
Des  Zusammenhanges  wegen  scheint  es  mir  aber  zweckmässiger  das  dort 
Gesagte  gleich  hier  anzuschliessen. 

Nachdem  dort  bemerkt  ist,  dass  Joule  selbst  schon  Herapatb  als 
ihm  vorangehend  erwähnt  hat,  heisst  es  weiter:  „Etwas  später  hat  P.  du 
Boi%-Reymond  darauf  hingewiesen,  dass  schon  Dan.  Bernoulli  in  sei- 
ner Hydrodynamica  dieselbe  Ansicht  ausgesprochen  und  bis  zu  einem  ge- 
wissen Grade  entwickelt  hat.  In  neuester  Zeit  bin  ich  auf  ein  von  Pre- 
vost  herausgegebenes  Buch  aufmerksam  gemacht  (Deux  Trait^  de  Phy- 
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2.  Krönig  Dimmt  an,  dass  die  Gasmolecüle  nicht  um  he- 
stimmte  Gleichgewichtslagen  oscilliren ,  sondern  sich  in  gerader 
Linie  mit  constanter  Geschwindigkeit  fortbewegen,  bis  sie  gegen 
andere  Gasmolecüle  oder  gegen  eine  für  sie  undurchdringliche 
Wand  stossen.  Diese  Ansicht  theile  ich  vollkommen ,  und  glaube 
ebenfalls,  dass  durch  diese  Bewegung  die  Expansivkraft  des 
Gases  entsteht  Dagegen  halte  ich  diese  Bewegung  nicht  für 
die  einzig  vorhandene. 

sique  mecanique,  publies  par  Pierre  Prevoart,  Geneve  et  Paria  1818), 
"welohes  zwei  Abhandlungen  enthält,  eine  von  G.  L.  Le  Sage,  welche 
PrevoBt  nach  dessen  Tode  herausgegeben  hat,  und  eine  von  Prevost 
selbst,  in  welcher  die  Ansichten  von  Le  Sage  weiter  entwickelt  sind.  In 
diesen  Abhandlungen  findet  sich  ebenfalls  die  Idee  ausgesprochen  und  be- 
handelt, dass  die  Molecüle  der  Gase  sich  in  fortschreitenden  Bewegungen 
befinden,  und  wenn  auch  in  Bezug  auf  die  Entstehung  und  Erhaltung  die- 
ser  Bewegungen  manches  darin  vorkommt,  was  von  meinen  Ansichten  sehr 
abweicht,  so  ist  doch  die  Art,  wie  die  Expansivkraft  des  Gases  daraus  er- 
klärt wird,  im  Wesentlichen  dieselbe. 

L  e  Sage  fahrt  wiederum  eine  Reihe  von  Autoren  an ,  welche  schon 
vor  ihm  ähnliche  Ideen  gehabt  haben,  indem  er  auf  S.  126  wörtlich  sagt: 
„On  trouve  des  vestiges  de  cette  opinion  sur  la  nature  de  l'air,  et  meme  de 
„quelques  autres  fluides,  dans  divers  auteurs  qui  m'ont  precede:  Lucrece, 
„livre  II,  vers  111  — 140.  Gassen di,  dans  la  premiere  section  de  sa  Phy- 
„sique,  au  milieu  du  8^  chapitre  du  4^  livre,  et  au  commencement  du  4«  cha- 
„pitre  du  6«  livre.  B  o  y  1  e  dans  ses  Nouvelles  Experiences  physico  -  meca- 
„niques  sur  la  force  elastique  de  l'air  et  sur  ses  e£fets ,  ainsi  que  dans  son 
„Traite  sur  la  fluidite  et  la  durete.  Parent,  dans  THistoire  de  l'Academie 
„des  Sciences  de  Paris,  ponr  1708,  a  la  suite  des  Variations  observees  dans 
„la  regle  deMariotte  sur  la dilatation de  l'air.  Phoronomie  de H e r m a n , 
„Hvre  17,  cbap.  6.  Dan.  Bernoulli,  dans  la  10«  section  de  son  Hydro- 
„dynamique.  Enfin  Dan.  et  Jean  Bernoulli|  dans  une  des  pieces  qui 
„OBt  eu  part  au  prix  de  l'Acad.  des  Sc.  de  Paris,  en  1746.'' 

loh  brauche  wohl  kaum  zu  bemerken ,  dass  ich,  als  ich  meine  Abhand- 
lung schrieb,  von  diesen  fr&her  vorhandenen  Erklärungsversuchen  des  gas- 
förmigen Zustandes  nichts  gewusst  habe;  ich  wurde  es  sonst  gewiss  nicht 
unterlassen  haben,  sie  neben  denjenigen  von  Erönig  und  Joule  ebenfalls 
zu  erwähnen.  Bei  der  grossen  Anzahl  von  Autoren,  die  nun  schon  in  die- 
ser Beziehung  citirt  sind,  und  denen  sich  vielleicht  noch  andere  anreihen 
lassen  werden,  die  sich  aber,  wie  ich  vermuthe,  obwohl  ich  die  älteren 
nicht  nachgelesen  habe,  zum  Theil  nur  ziemlich  unbestimmt  geäussert  ha- 
ben mögen ,  würde  es  wohl  schwer  sein ,  denjenigen  mit  Sicherheit  anzu- 
g-eben,  dem  die  erste  Aufstellung  der  Hypothese  zuzuschreiben  ist,  und  es 
wird  sich  wohl  nur  feststellen  lassen ,  wieviel  die  einzelnen  Autoren  dazu 
beigetragen  haben ,  die  unbestimmte  Idee  zu  einer  annehmbaren  physikali- 
schen Theorie  zu  entwickeln/'    1866.] 
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Zunächst  liegt  es  nahe,  neben  der  fortschreitenden  Bewegung 
auch  eine  rotirende  Bewegung  der  Molecüle  anzunehmen,  da  bei 
jedem  Stosse  zweier  Körper  gegen  einander,  wenn  er  nicht,  zu- 
fällig central  und  gerade  ist,  ausser  der  fortschreitenden  Bewe- 
gung auch  eine  rotirende  entsteht. 

Femer  glaube  ich,  dass  innerhalb  der  einzelnen  in  fortschrei- 
tender Bewegung  begriffenen  Massen  auch  eine  Vibration  statt- 
findet. Solche  Vibrationen  sind  in  verschiedener  Weise  denkbar. 
Selbst  wenn  man  sich  auf  die  Betrachtung  der'  Massenatome  i) 
allein  beschränkt,  und  diese  als  absolut  starr  ansieht,  so  bleibt 
es  doch  noch  möglich,  dass  ein  Moleciil,  welches  aus  mehreren 
Atomen  besteht,  nicht  ebenfalls  eine  absolut  starre  Masse  bildet, 
sondern  dass  in  ihm  die  einzelnen  Atome  innerhalb  gewisser 
Grenzen  beweglich  sind,  und  daher  gegen  einander  schwingen 
können. 

Zugleich  will  ich  noch  bemerken,  dass  dadurch,  dass  man 
den  Massenatomen  selbst  eine  Bewegung  zuschreibt,  nicht  ausge- 
schlossen ist,  dass  jedes  Massenatona  noch  mit  einer  Quantität 
eines  feineren  Stoffes  begabt,  und  dieser,  ohne  sich  von  dem  Atom 
zu  trennen,  doch  in  seiner  Nähe  beweglich  sein  könne. 

Durch  eine  am  Schlüsse  dieser  Abhandlung  mitgetheilte 
mathematische  Betrachtung  lässt  sich  nachweisen,  dass  die  leben- 
dige  Kraft  der  fortschreitenden  Bewegung  zu  gering  ist,  um  allein 
die  ganze  in  dem  Gase  vorhandene  Wärme  darzustellen,  so  dass 
man  schon  dadurch,  ohne  auf  die  sonstigen  Wahrscheinlichkeits- 
gründe einzugehen,  genöthigt  ist,  noch  eine  oder  mehrere  andere 
Bewegungen  anzunehmen.  Der  üeberschuss  der  gesammten  leben- 
digen Kraft  über  diejenige  der  fortschreitenden  Bewegung  allein 
ist  nach  dieser  Rechnung  besonders  bedeutend  bei  den  Gasen  von 
complicirter  chemischer  Zusanmiensetzung,  bei  denen  eine  grosse 
Anzahl  von  Atomen  zu  einem  Molecül  gehört. 

3.  Die  fortschreitende  Bewegung  der  ganzen  Molecüle  und 
die  verschiedenen  Bewegungen,  welche  die  einzelnen  Bestand- 
theile  der  Molecüle  noch  ausserdem  haben ,  und  welche  ich  kurz 
die  Bewegungen  der  Bestandtheile  nennen  will,  werden  bei  einem 
bestimmten  Gase  immer  in  einem  constanten  Verhältnisse  zu  ein- 
ander stehen. 


1)  [Statt  Maasenatome    wurde    hier  tmd    im    folgenden   Abeatze  der 
Ausdruck  ponderable  Atome  bezeiohnender  eein.    1866.] 
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Denkt  man  sich  eine  Anzahl  von  Molecülen ,  deren  Bestand- 
theile  in  lehhafter  Bewegung  sind,  die  aber  keine  fortschreitende 
Bewegung  haben,  so  wird  diese  Yon  selbst  entstehen,  indem  zwei 
sich  berührende  Molecüle  durch  die  Bewegung  der  Bestandtheile 
von  einander  gestossen  werden,  wobei  natürlich  die  Bewegung 
der  Bestandtheile  einen  entsprechenden  Verlust  an  lebendiger 
Kraft  erleiden  muss.  Umgekehrt,  wenn  eine  Anzahl  in  fortschrei- 
tender Bewegung  begriffener  Molecüle  in  ihren  Bestandtheilen  keine 
Bewegung  hätte,  so  würde  diese  bald  durch  die  Stösse  der  Mo- 
lecüle gegen  einander  und  gegen  die  festen  Wände  erzeugt  wer- 
den. Erst  wenn  alle  Bewegungen,  welche  überhaupt  entstehen 
können,  ein  gewisses  Yon  der  Beschaffenheit  der  Molecüle  abhän- 
giges Verhältniss  zu  einander  haben,  werden  sie  sich  gegenseitig 
nicht  weiter  vermehren  oder  yermindem  i). 

Wenn  zwei  Molecüle,  deren  Bestandtheile  in  Bewegung  sind, 
gegen  einander  stossen,  so  werden  sie  nicht  nach  den  gewöhn- 
lichen Elasticitätsgesetzen ,  wie  zwei  elastische  Kugeln,  von  ein- 
ander abprallen,  sondern  die  Geschwindigkeiten  und  Richtungen, 
in  welchen  sie  auseinander  fliegen,  werden  ausser  von  der  Be* 
wegung,  welche  die  ganzen  Molecüle  vor  dem  Stosse  hatten,  noch 
von  der  augenblicklich  stattfindenden  Bewegung  derjenigen  Be- 
standtheile, welche  sich  beim  Stosse  am  nächsten  kommen,  ab- 
hängen. Wenn  aber  die  verschiedenen  Bewegungen  sich  einmal 
so  ausgeglichen  haben ,  dass  die  fortschreitende  Bewegung  durch . 
die  Bewegungen  der  Bestandtheile  durchschnittlich  nicht  vermehrt 
oder  vermindert  wird,  so  kann  man  bei  der  Untersuchung  der 
Gesammtwirkung  einer  grossen  Anzahl  von  Molecülen  die  bei  den 
einzelnen  Stössen  vorkommenden  Unregelmässigkeiten  vernach- 
lässigen, und  annehmen ,  dass  die  Molecüle  in  Bezug  auf  die  fort- 
schreitende Bewegung  den  gewöhnlichen  Elasticitätsgesetzen  folgen. 

4.  Die  Erklärung  der  Expansivkraft  des  Gases  und  ihrer 
Abhängigkeit  von  Volumen  und  Temperatur,  wie  sie  Krönig  ge- 
geben hat,  erleidet  durch  das  Hinzukommen  der  anderen  Bewe- 

^)  [£b  ist  hiermit  nicht  gemeint,  dass  bei  jedem  einzelnen  Mole- 
cüle dieses  bestimmte  Verhältniss  zwischen  den  verschiedenen  Bewegun- 
gen eintrete  und  bei  den  weiteren  Stössen  unverändert  fortbestehe,  sondern 
es  handelt  sich  hier  nar  um  die  auf  sehr  viele  MoledÜe  beeü^' 
liehen  Mittelwerthe  und  zwar  um  die  Mittelwerthe  der  lebendigen 
Krifte  der  Bewegungen.    1866.] 
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gungen  keiue  wesentliche  Aenderung.  Der  Druck  des  Gases  ge- 
gen eine  feste  Wand  hat  seinen  Grund  darin,  dass  die  Molecüle 
fortwährend  in  grosser  Zahl  gegen  die  Wand  fliegen  und  von  ihr 
abprallen.  Die  Kraft,  welche  dadurch  entstehen  muss,  ist  erstens 
bei  gleicher  Bewegungsgeschwindigkeit  dem  Volumen  der  gege- 
benen Gasmenge  umgekehrt  proportional,  und  zweitens  bei  glei- 
chem Volumen  der  lebendigen  Kraft  der  fortschreitenden  Bewe- 
gung proportional,  ohne  dass  die  anderen  Bewegungen  dabei  un- 
mittelbar in  Betracht  kommen. 

Andererseits  weiss  man  nach  dem  Gay-Lussac'schen  Ge- 
setze, dass  der  Druck  eines  vollkommenen  Gases  bei  constantem 
Volumen  in  gleichem  Verhältnisse  mit  der  von  •—  273®  C.  an  ge- 
rechneten Temperatur,  welche  wir  die  absolute  Temperatur  nen- 
nen, wächst,  und  es  folgt  also  aus  dem  eben  Gesagten,  dass  die 
absolute  Temperatur  der  lebendigen  Kraft  der  fortschreitenden 
Bewegung  der  Molecüle  proportional  ist.  Da  nun  ferner,  wie 
oben  erwähnt,  bei  einem  bestimmten  Gase  die  verschiedenen  Be- 
wegungen in  einem  constanten  Verhältniss  zu  einander  stehen,  so 
bildet  die  lebendige  Kraft  der  fortschreitenden  Bewegung  einen 
aliquoten  Theil  der  ganzen  lebendigen  Kraft,  und  die  absolute 
Temperatur  ist  also  auch  der  ganzen  im  Gase  vorhandenen  leben- 
digen Kraft  proportional. 

Diese  Betrachtungen,  nebst  einigen  anderen  damit  zusammen- 
hängenden, welche  weiter  unten  folgen,  waren  es,  welche  mich 
veranlassten,  in  meiner  Abhandlung  „über  die  bewegende  Kraft 
der  Wärme"  die  mit  den  damals  bekannten  Versuchen  im  Wider- 
spruche stehende  Ansicht  auszusprechen  i) ,  dass  die  specifische 
Wärme  der  Gase  unveränderlich  sei.  Die  Wärmemenge,  weldie 
man  einem  Gase  bei  constantem  Volumen  mittheilen  muss,  um 
seine  Temperatur  zu  erhöhen,  ist,  da  in  diesem  Falle  keine  Ar- 
beit gethan  wird,  wozu  Wärme  verbraucht  werden  könnte,  als  die 
Zunahme  der  im  Gase  vorhandenen  lebendigen  Kraft  zu  betrach- 
ten. Die  specifische  Wärme  bei  constcmtem  Volumen  ist  daher  bei 
einem  vollkommenen  Gase  die  Grösse,  welche  Rankine  die  tcahn 
specifische  Wärme  nennt*).     Wenn  nun  gesagt  wird,  die  wahre 


1)  [Theil  I.  dieser  Sammlung  S.  43.J 

2)  (In  einer  Anmerkung  zu  Abhandlung  VI,  Theil  I,  S.  258,  habe  ich 
vorgeschlagen,  statt  des  Ausdruckes  „wahre  specifische  Wärme^  den  Aus- 
druck „wahre  Wärmecapacität"  zu  gebrauchen.    1866.] 
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[Wärmecapacität]  der  Gase  ist  unveränderlich,  soheisst  das  weiter 
nichts,  als:  die  ganze  im  Gase  varhandene  lebe'ndif/e  Kraft  steht  zu 
der  lebendigen  Kraft  der  fortschreitenden  Betvegung,  welche  uns 
als  Maass  der  Temperatur  dient,  in  einem  unveränderlich^  Ver- 
hältnisse. Was  die  specifische  Wärme  bei  constantem  Drucke 
anbetrifft,  so  habe  ich  in  der  vorher  erwähnten  Abhandlung  mit 
Hülfe  einer  aus  denselben  Betrachtungen  hervorgegangenen  An- 
nahme nachgewiesen,  dass  sie  von  der  wahren  [Wärmecapacität] 
nur  um  eine  constante  Grösse  verschieden  ist. 

5.  Das  bisher  Gesagte  gilt  nur  von  den  permanenten  Gasen, 
und  auch  von  diesen  nur  angenähert.  Der  Grund  der  vorkom- 
menden kleinen  Abweichungen  lässt  sich,  wenigstens  im  AUge- 
meinefi,  ohne  Schwierigkeit  einsehen. 

Damit  das  Mariotte'sche  und  Gay-Lussac'sche  Gesetz 
und  die  mit  ihm  in  Verbindung  stehenden  Gesetze  streng  gültig 
seien,  muss  das  Gas  in  Bezug  auf  seinen  Molecularzustand  fol- 
genden Bedingungen  genügen. 

1)  Der  Raum,  welchen  die  Molecüle  des  Gases  wirklich  aus- 
füllen, muss  gegen  den  ganzen  Raum,  welchen  das  Gas  einnimmt, 
verschwindend  klein  sein. 

2)  Dje  Zeit  eines  Stosses,  d.  h.  die  Zeit,  welche  ein  Mole- 
cül,  indem  es  gegen  ein  anderes  Molecül  oder  eine  feste  Wand 
stösst,  bedarf,  um  seine  Bewegung  in  der  Weise  zu  ändern,  wie 
es  durch  den  Stoss  geschieht,  muss  gegen  die  Zeit,  welche  zwi- 
schen zwei  Stössen  vergeht,  verschwindend  klein  sein. 

3)  Der  Einfluss  .der-  Molecularkräfte  muss  verschwindend 
klein  sein.  Hierin  liegt  zweierlei.  Zunächst  wird  gefordert,  dass 
die  Kraft,  mit  welcher  die  sämmtlichen  Molecüle  sich  in  ihren 
mittleren  Entfernungen  noch  gegenseitig  anziehen,  gegen  die  aus 
der  Bewegung  entstehende  Expansivkraft  verschwindet.  Nun  be- 
finden sich  aber  die  Molecüle  nicht  immer  in  ihren  mittleren 
^Entfernungen  von  einander,  sondern  bei  der  Bewegung  kommt 
oft  ein  Molecül  in  unmittelbare  Nähe  eines  anderen  oder  einer 
ebenfalls  aus  wirksamen  Molecülen  bestehenden  festen  Wand,  und 
in  solchen  Momenten  treten  natürlich  die  Molecularkräfte  in  Thä- 
tigkeit.  Die  zweite  Forderung  besteht  daher  darin,  dass  die 
Theile  des  von  einem  Molecüle  beschriebenen  Weges,  auf  welchen 
diese  Kräfte  von  Einfluss  sind,  indem  sie  die  Bewegung  des  Mo- 
lecüls  in  Richtung  oder  Geschwindigkeit  merklich  ändern,  gegen 
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die  Theiie  des  Weges,  auf  welchen  die  Kräfte  als  unwirksam  be- 
trachtet werden  können,  verschwinden. 

Wenn  diese  Bedingungen  nicht  erfüllt  sind,  so  treten  nach 
verschiedenen  Richtungen  hin  Abweichungen  von  den  einfachen 
Gesetzen  der  Gase  ein,  -welche  um  so  bedeutender  werden, 
je  weniger  der  Molecular zustand  des  Gases  diesen  Bedingungen 
entspricht. 

Als  ich  die  berühmten  Untersuchungen  von  Regnault  über 
die  Abweichungen  der  Gase  von  dem  Mariott  ersehen  und  Gay- 
Lussac'schen  Gesetze  kennen  lernte,  versuchte  ich  mit  Hülfe  der 
eben  angedeuteten  Principien  aus  der  Art  der  Abweichungen, 
welche  Regnault  bei  den  einzelnen  Gasen  gefunden  hat,  einige 
Schlüsse  über  den  Molecularzustand  derselben  zu  ziehen.  Die 
Auseinandersetzung  dieses  Verfahrens  würde  aber  zu  weitläufig 
werden,  und  die  Resultate  sind  auch  wegen  mancher  Schwierig- 
keiten, auf  die  man  bei  der  wirklichen  Ausfuhrung  der  Rechnung 
stösst,  zu  unzuverlässig,  um  hier  darauf  einzugehen. 

Ich  werde  daher  auch  im  Folgenden,  wie  bisher,  wenn  von 
einem  Gase  die  Rede  ist,  immer  ein  solches  darunter  verstehen, 
welches  die  vorigen  Bedingungen  völücümmen  erfüllt,  und  welches 
Begnault,  da  alle  wirklich  vorhandenen  Gase  nur  eine  Annähe- 
rung an  diesen  Zustand  zeigen,  ein  ideelles  Gas  nennt. 

6.  Nach  diesen  Betrachtungen  über  den  gasförmigen  Zustand 
bietet  sich  von  selbst  die  Frage  dar,  wie  sich  der  feste  xmA  flüssige 
Zustand  vom  gasförmigen  unterscheiden.  Obwohl  eine  in  allen 
Einzelheiten  genügende  Definition  dieser  Zustände  eine  viel  voll- 
ständigere Kenntniss  des  Zustandes  der  einzelnen  Molecüle  erfor- 
dern würde,  als  wir  bis  jetzt  besitzen,  so  glaube  ich  doch,  dass 
sich  einige  Hauptunterschiede  mit  ziemlicher  Wahrscheinlichkeit 
angeben  lassen. 

Eine  Bewegung  der  Molecüle  findet  in  allen  drei  Zuständen 
statt. 

Im  festen  Zustande  ist  die  Bewegung  der  Art,  dass  sich  die 
Molecüle  um  gewisse  Gleichgewichtslagen  bewegen,  ohne  diese, 
so  lange  nicht  fremde  Kräfte  auf  sie  einwirken,  ganz  zu  verlassen. 
Die  Bewegung  lässt  sich  also  bei  festen  Körpern  als  eine  vibri- 
rende  bezeichnen.  Indess  kann  sie  doch  noch  von  sehr  compli- 
cirter  Art  sein.  Erstens  können  die  Bestandtheile  eines  Molecüls 
unter  sich ,  und  zweitens  die  ganzen  Molecüle  als  solche  vibriren, 
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und  die  letzteren  Vibrationen  können  wieder  in  Hin-  und  Herbe- 
wegnngen  des  Schwerpunctes  und  in  Drehungsscbwdngungen  um 
den  Schwerpunct  bestehen.  In  solchen  Fällen,  wo  äussere  Kräfte 
auf  den  Körper  wirken,  z.  B.  bei  Erschütterungen,  können  die 
Molecüle  auch  bleibend  in  andere  Lagen  kommen. 

Im  flüssigen  Zustande  haben  die  Molecüle  keine  bestimmte 
Gleichgewichtslage  mehr.  •  Sie  können  sich  um  ihren  Schwerpunct 
ganz  herumdrehen,  und  auch  der  Schwerpunct  kann  sich  ganz 
aus  seiner  Lage  fortbewegen.  Die  auseinander  treibende  Wir- 
kung der  Bewegung  ist  aber  im  Verbältniss  zu  der  gegenseitigen 
Anziehung  der  Molecüle  nicht  stark  genug,  um  die  Molecüle  ganz 
von  einander  zu  trennen.  Es  haftet  zwar  nicht  mehr  ein  Mole- 
cül  an  bestimmten  Nachbarmolecülen,  aber  es  yerlässt  diese  doch 
nicht  von  selbst,  sondern  nur  unter  Mitwirkung  der  Kräfte,  welche 
es  von  anderen  Molecülen  erleidet,  zu  denen  es  dann  in  dieselbe 
Lage  kommt,  wie  zu  seinen  bisherigen  Nachbarmolecülen.  Es 
findet  also  in  der  Flüssigkeit  eine  schwingende,  wälzende  und 
fortschreitende  Bewegung  der  Molecüle  statt,  aber  so,  dass  die 
Molecüle  dadurch  nicht  auseinander  getrieben  werden,  sondern 
sich  auch  ohne  äusseren  Druck  innerhalb  eines  gewissen  Volu- 
mens halten. 

Im  gasförmigen  Zustande  endlich  sind  die  Molecüle  durch 
die  Bewegung  ganz  aus  den  Sphären  ihrer  gegenseitigen  Anzie- 
hung herausgekommen,  und  fliegen  nun  nach  den  gewöhnlichen 
Bewegungsgesetzen  geradlinig  fort.  Wenn  zwei  solcher  Molecüle 
in  ihrer  Bewegung  zusammenstossen,  so  fliegen  sie  im  Allgemei- 
nen mit  derselben  Heftigkeit  wieder  auseinander ,  mit  der  sie  zu- 
sammengeflogen sind,  was  um  so  leichter  geschehen  kann,  als  ein 
Molecül  von  einem  einzelnen  anderen  Molecüle  mit  viel  geringe- 
rer Kraft  angezogen  wird ,  als  von  der  ganzen  Menge  von  Mole- 
cülen, welche  es  im  flüssigen  oder  festen  Zustand  in  seiner 
Nähe  hat 

7.  Von  besonderem  Interesse  schien  mir  nun  der  Vorgang 
der  Verdampßmg  zu  sein,  und  ich  habe  mir  in  folgender  Weise 
YOQ  demselben  Rechenschaft  zu  geben  gesucht  i). 


1)  [Die  hier  folgende  Erklärung  der  Verdampfong  ieit,  so  viel  ich  weiss^ 
Tor  mir  von  Niemand  gegeben,  indem  Joule  und  Krön  ig  von  der  Ver- 
dampfung nicht  sprechen,  und  ich  auch  bei  den  Autoren,  von  welchen  ich 
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Es  ist  im  Vorigen  gesagt,  dass  in  Flüssigkeiten  ein  Molecül 
bei  seiner  Bewegung  in  der  Anziehungssphäre  seiner  Nachbar- 
molecüle  bleibt,  oder  diese  nur  verlässt,  um  dafür  zu  anderen 
Nachbarmolecülen  in  eine  entsprechende  Lage  zu  kommen.  Die- 
ses gilt  aber  nur  von  dem  Mittelwerthe  der  Bewegungen,  und  es 
ist,  da  die  Bewegungen  ganz  unregelmässig  sind,  anzunehmen, 
dass  die  Geschwindigkeiten  der  einzelnen  Molecüle  von  dem 
Mittelwerthe  nach  beiden  Seiten  innerhalb  weiter  Grenzen  ab- 
weichen. 

Betrachten  wir  nun  zunächst  die  Oberfläche  einer  Flüssigkeit, 
so  nehme  ich  an,  dass  in  der  Mannigfaltigkeit  der  Bewegungen 
hin  und  wieder  der  Fall  eintritt,  dass  ein  Molecül  durch  ein  gün- 
stiges Zusammentreffen  der  fortschreitenden,  schwingenden  und 
drehenden  Bewegung  mit  solcher  Heftigkeit  von  seinen  Nachbar- 
molecülen fortgeschleudert  wird,  dass  es,  bevor  es  durch  die  zu- 
rückziehende Kraft  derselben  diese  Geschwindigkeit  ganz  ver- 
loren hat,  schon  aus  ihrer  Wirkungssphäre  heraus  ist,  und  dann 
in  dem  über  der  Flüssigkeit  befindlichen  Baume  weiter  fliegte 

Denken  wir  uns  diesen  Raum  begrenzt  und  anfänglich  leer, 
so  wird  er  sich  mit  den  fortgeschleudei'ten  Molecülen  allmälig 
mehr  und  mehr  füllen.  Diese  Molecüle  verhalten  sich  nun  in  dem 
Räume  ganz  wie  ein  Gas,  und  stossen  daher 'in  ihrer  Bewegung 
gegen  die  Wände.  Eine  dieser  Wände  wird  aber  von  der  Flüssig- 
keit selbst  gebildet,  und  diese  wird,  wenn  ein  Molecül  gegen  sie 
stösst,  dasselbe  im  Allgemeinen  nicht  wieder  zurücktreiben,  son- 
dern durch  die  Anziehung,  welche  die  übrigen  Molecüle  bei  der 
Annäherung  sogleich  wieder  ausüben,  festhalten  und  in  sich  auf- 
nehmen. Der  Gleichgewichtszustand  wird  also  eintreten,  wenn 
so  viel  Molecüle  in  dem  oberen  Räume  verbreitet  sind,  dass 
durchschnittlich  während  einer  Zeiteinheit  eben  so  viele  Molecüle 
gegen  die  Flüssigkeitsoberfläche  stossen,  und  von  dieser  festge- 
halten werden,  als  andere  Molecüle  von  ihr  ausgesandt  werden. 
Der  eintretende  Gleichgewichtszustand  ist  demnach  nicht  ein 
Ruhezustand,  in  welchem  die  Verdampfung  aufgehört  hat,  son- 
dern ein  Zustand,  in  welchem   fortwährend    Verdampfung   und 


nachträglich  erfahren  habe,  dass  sie  über  den  gasförmigen  Zustand  schon 
früher  ähnliche  Tdeen  ausgesprochen  hatten,  wie  Joule,  Krönig  und  icb, 
über  den  Verdampfungsprocess  keine  derartigen  Aussprüche  gefunden  habe. 
1866.J 


..-•^ 


Bewegung,  welche  wir  Wärme  nennen.  2S9 

Niederschlag  stattfinden,  die  beide  gleich  stark  sind,  und  sich  da- 
her compensiren. 

Die  Dichtigkeit  des  Dampfes,  welche  zu  dieser  Compensation 
nöthig  ist,  hängt  davon  ab,  wie  viel  Molecüle  während  der  Zeit- 
einheit von  der  Flüssigkeitsoberfläche  ausgesandt  werden,  und 
diese  Anzahl  wiederum  ist  offenbar  von  der  Lebh^igkeit  der 
Bewegung  innerhalb  der  Flüssigkeit ,  d.  h.  von  ihrer  Temperatur 
abhängig.  Aus  diesen  Betrachtungen  das  Gesetz  abzuleiten,  nach 
welchem  der  Dampfdruck  mit  der  Temperatur  wachsen  muss ,  ist 
mir  bis  jetzt  nicht  gelungen. 

Was  vorher  von  dem  Verhalten  der  Flüssigkeitsoberfläche 
gegen  den  darüber  befindlichen  Dampf  gesagt  ist,  gilt  in  ähnlicher 
Weise  auch  von  den  übrigen  Wänden,  welche  den  mit  Dampf  ge- 
füllten Raum  umgrenzen.  Es  schlägt  sich  zuerst  etwas  Dampf 
an  ihnen  nieder,  dieser  ist  dann  selbst  wieder  der  Verdampfung 
unterworfen,  und  es  muss  auch  hier  zuletzt  der  Zustand  eintreten, 
in  welchem  Verdampfung  und  Niederschlag  einander  gleich  sind. 
Die  Menge  des  auf  der  Oberfläche  condensirten  Dampfes,  welche 
dazu  nöthig  ist,  hängt  ab  ^von  der  Dichtigkeit  des  Dampfes  in  dem 
umschlossenen  Räume,  von  der  Temperatur  des  Dampfes  und  der 
Wand,  und  von  der  Kraft,  mit  welcher  die  Dampfinolecüle  von 
der  Wand  angezogen  werden.  Das  Maximum,  welches  in  dieser 
Beziehung  eintreten  kann,  besteht  darin,  dass  die  Wand  ganz  von 
der  niedergeschlagenen  Flüssigkeit  benetzt  wird,  und  nachdem 
dieses  geschehen  ist,  verhält  sich  die  Wand  gerade  so,  wie  eine 
Oberfläche  der  gleichen  Flüssigkeit. 

8.  Hieraus  erklärt  sich  nun  sogleich,  weshalb  eine  andere 
über  der  Flüssigkeit  befindhche  Gasart  die  Verdampfung  der 
Flüssigkeit  nicht  verhindern  kann. 

Der  Druck  des  Gases  auf  die  Flüssigkeit  besteht  nur  darin, 
dass  bald  hier  bald  dort  einzelne  Gasmolecüle  gegen  die  Flüssig- 
keitsoberfläche stossen.  Uebrigens  aber  ist  der  Raum  über  der 
Flüssigkeit,  da  die  Gasmolecüle  selbst  nur  einen  sehr  kleinen 
Theil  desselben  wirklich  ausfüllen,  als  leer  und  für  die  Molecüle 
der  Flüssigkeit  frei  durchdringlich  zu  betrachten.  Im  Allgemei- 
nen werden  diese  erst  in  verhältnissmässig  weiten  Entfernungen 
von  der  Oberfläche  gegen  Gasmolecüle  stossen,  und  sich  dann  zu 
ihnen  verhalten,  wie  die  Molecüle  irgend  eines  anderen  beige- 
mischten Gases.    Man  muss  also  schliessen,  dass  die  Flüssigkeit 
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auch  in  den  mit  Gas  erfüllten  Raum  ihre  Molecüle  aussendet,  und 
dass  die  Menge  des  dadurch  dem  Gase  beigemischten  Dampfes 
auch  in  diesem  Falle  so  lange  wächst,  bis  durchschnittlich  eben 
so  viele  Dampfmolecüle  gegen  die  Oberfläche  stossen  und  von 
ihr  aufgenommen  werden,  als  sie  selbst  aussendet,  und  die  dazu 
für  die  Raumeinheit  erforderliche  Anzahl  von  Dampfmolecülen 
ist  dieselbe,  mag  der  Raum  ausserdem  noch  ein  Gas  enthalten 
oder  nicht. 

Einen  anderen  Einfluss  übt  aber  der  Druck  des  Gases  auf 
das  Innere  der  Flüssigkeit  aus.  Auch  hier,  oder  an  den  Stellen, 
wo  die  Flüssigkeitsmasse  von  einer  Gefasswand  begrenzt  wird, 
kann  es  vorkommen,  dass  die  Molecüle  sich  mit  solcher  Euraft 
von  einander  werfen,  dass  für  den  Augenblick  der  Zusammen- 
hang der  Masse  gelöst  wird.  Der  dadurch  entstehende  kleine 
leere  Raum  ist  aber  von  allen  Seiten  von  Massen  umgeben,  welche 
den  bewegten  Molecülen  keinen  Durchgang  verstatten,  und  er 
wird  sich  daher  nur  dann  zu  einer  Dampfblase  vergrössem  and 
als  solche  erhalten  können,  wenn  fortwährend  von  den  inneren 
Flüssigkeitswänden  so  viel  Molecüle  fortgeschleudert  werden,  dass 
der  dadurch  entstehende  innere  Dampfdruck  dem  Drucke,  wel- 
cher von  aussen  wirkt,  und  die  entstandene  Blase  wieder  zusam- 
menzudrücken sucht,  das  Gleichgewicht  halten  kann.  Die  Ex- 
pansivkraft des  eingeschlossenen  Dampfes  muss  demnach  um  so 
grösser  sein,  je  grösser  der  Druck  ist,  unter  dem  die  Flüssigkeit 
steht,  und  es  erklärt  sich  daraus  die  Abhängigkeit  der  Siedetem- 
peratur vom  Drucke. 

Wenn  das  über  der  Flüssigkeit  befindliche  Gas  selbst  con- 
densirbar  ist,  und  eine  Flüssigkeit  bildet,  welche  sich  mit  der  ge- 
gebenen Flüssigkeit  mischt,  so  werden  natürlich  dadurch,  dass 
das  Bestreben  beider  Stoffe,  sich  zu  mischen,  als  eine  neue  Kraft 
hinzutritt,  die  Verhältnisse  complicirter.  Auf  diese  Erscheinun- 
gen will  ich  aber  hier  nicht  eingehen. 

Aehnlich  wie  bei  flüssigen  lässt  sich  auch  bei  festen  Körpern 
die  Möglichkeit  einer  Verdampfung  einsehen;  indessen  folgt  dar- 
aus nicht  umgekehrt,  dass  an  der  Oberfläche  aller  Körper  eine 
Verdampfung  stattfinden  müsse.  Es  ist  wohl  denkbar,  dass  die 
Molecüle  eines  Körpers  so  fest  unter  einander  zusammenhängen, 
dass,  so  lange  die  Temperatur  des  Körpers  eine  gen^isse  Grenze 
nicht  überschreitet,  selbst  die   günstigste  Combination  der  ver- 
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schiedenen  Molecularbewegungen  nicht  fähig  ist,  den  Zusammen- 
hang  zu  lösen. 

9.  Die  Erklärung  der  Wärmeer/setAgung  und  des  Warmever- 
hrauchs  bei  Aenderungen  des  Aggregatzustandes  und  des  Volu- 
mens der  Körper  ergiebt  sich .  nach  den  vorigen  Auseinander- 
setzungen von  selbst  aus  der  Betrachtung  der  von  den  wirksamen 
Kräften  gethanen  positiven  oder  negativen  Arbeit. 

Wir  betrachten  zunächst  die  innere  Arbeit. 

Wenn  die  Molecüle  eines  Körpers  ihre  Lage  zu  einander 
ändern,  so  kann  dieses  entweder  in  dem  Sinne  geschehen,  in  wel- 
chem die  den  Molecülen  innewohnenden  Kräfte  sie  zu  bewegen 
suchen,  oder  im  entgegengesetzten  Sinne.  Im  erster en  Falle  wird 
den  Molecülen  während  des  Ueberganges  aus  der  einen  Lage  in 
die  andere  von  den  Kräften  eine  gewisse  Geschwindigkeit  mitge- 
theilt,  deren  lebendige  Kraft  sich  sogleich  in  Wärme  verwandelt; 
im  letzteren  Falle  ist  es,  sofern  wir  von  fremden  ausserge wohn- 
lichen Kräften  für  jetzt  absehen,  die  Wärme,  durch  welche  die 
Molecüle  sich  in  Richtungen  bewegen,  die  den  inneren  Kräften 
entgegengesetzt  sind,  und  die  Verzögerung,  welche  die  Molecüle 
dabei  durch  die  entgegenwirkenden  Kräfte  erleiden,  kommt  als 
Verminderung  der  Wärmebewegung  zum  Vorschein. 

Beim  Uebergange  aus  dem  festen  in  den  flüssigen  Zustand 
entfernen  sich  die  Molecüle  zwar  nicht  aus  den  Sphären  ihrer 
gegenseitigen  Einwirkung,  aber  sie  gehen  der  obigen  Annahme 
nach  aus  einer  bestimmten,  den  Molecularkräften  angemessenen 
Lage  in  andere  unregelmässige  Lagen  über,  wobei  die  Kräfte, 
welche  sie  in  jener  Lage  zu  erhalten  suchen,  überwunden  werden 
müssen. 

Bei  der  Verdampfting  findet  die  vollständige  Trennung  ein- 
zelner Molecüle  von  der  übrigen  Masse  statt,  was  offenbar  wie- 
derum die  üeberwindung  entgegenwirkender  Kräfte  nöthig  macht. 

In  Bezug  auf  die  gasförmigen  Körper  ist  es  nach  dem,  was 
oben  über  die  Erfordernisse  des  vollkommen  gasförmigen  Zu- 
standes  gesagt  ist,  wohl  ersichtlich,  dass,  wenn  ein  Gas  diesen 
Zustand  einmal  erreicht  hat,  dann  bei  noch  weiterer  Ausdehnung 
keine  Molecularanziehungen  mehr  zu  überwinden  sind,  und  dass 
somit  bei  den  Volumenänderungen  eines  ideellen  Gases  keine 
innere  Arbeit  gethan  wird. 

Neben    der   inneren  Arbeit   ist   ferner   die    äussere  Arbeit 
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und    die   ihr    entsprechende    Aenderung    der    Wärmemenge   zn 
betrachten. 

'  Was  zunächst  die  Wärmeänderungen  eines  permanenten  öa- 
ses  betrifft,  welches  zusammengedrückt  wird,  oder  sich  unter 
Ueberwindung  eines  Gegendruckes  ausdehnt,  so  hat  schon  Krö- 
nig am  Schlüsse  seiner  Abhandlung  angeführt,  dass,  wenn  eine 
der  Wände,  gegen  welche  die  Gasmolecüle  stossen,  selbst  in  Be- 
wegung ist,  dann  von  dieser  die  Molecüle  nicht  mit  denselben  Ge- 
schwindigkeiten zurückgeworfen  werden,  mit  denen  sie  heran- 
kamen. Wenn  die  Wand  den  Molecülen  entgegenkommt,  so  ist 
die  Geschwindigkeit  der  Molecüle  beim  Verlassen  der  Wand  im 
Allgemeinen  grösser  als  vorher,  und  wenn  die  Wand  zurückweicht, 
kleiner.  Es  lässt  sich  durch  specielle  mathematische  Betrach- 
tungen ohne  Schwierigkeiten  nachweisen,  dass  die  dadurch  ent- 
stehende Vermehrung  oder  Verminderung  der  lebendigen  Kraft 
gerade  der  von  der  Expansivkraft  des  Gases  gethanen  äusseren 
Arbeit  entsprechen  muss;  indessen  ist  es  nicht  einmal  noihwen- 
dig,  diesen  Satz  besonders  zu  beweisen,  da  er  eine  unmittelbare 
Folge  des  allgemeinen  Gesetzes  von  der  Aequivalenz  von  lebendi- 
ger Kraft  und  Arbeit  ist. 

Wenn  die  Wand  sich  so  langsam  bewegt,  dass  der  Druck  des 
Gases  gegen  die  bewegte  Wand  ebenso  gross  ist,  wie  gegen  eine 
ruhende  Wand,  so  kommt  bei  der  Bestimmung  der  Arbeit  die 
Geschwindigkeit  der  Wand  nicht  in  Betracht,  sondern  nur  der 
im  Ganzen  von  ihr  zurückgelegte  Weg.  Ist  dagegen  die  Ge- 
schwindigkeit der  Wand  so  gross,  dass  dadurch  eine  merkliche 
Verdichtung  oder  Verdünnung  des  Gases  in  der  Nähe  der  Wand 
eintritt,  so  muss  man  immer  den  während  der  Bewegung  von  dem 
Gase  wirklich  ausgeübten  Druck  in  Rechnung  bringen. 

Wenn  zwischen  zwei  Gefassen,  welche  mit  Gas  von  verschie- 
dener Dichtigkeit  gefüllt  sind,  oder  von  denen  das  eine  anfangs 
leer  dst,  ein  Ueberströmen  stattfindet,  so  wird  dabei  im  Ganzen 
genommen  keine  Arbeit  gethan ,  und  es  kann  daher  auch  keine 
Aenderung  der  im  Ganzen  vorhandenen  Wärmemenge  eintreten. 
Damit  ist  aber  nicht  gesagt,  dass  nicht  in  jedem  der  beiden  Ge- 
fasse  für  sich  eine  Aenderung  der  Wärmemenge  stattfinden  könne, 
denn  eine  Gasmasse,  deren  Molecüle  Bewegungen  haben,  unter 
denen  eine  bestimmte  Richtung  vorwaltet,  verhält  sieb  zu  an- 
grenzenden Gasmassen  ähnlich  wie  eine  bewegte  Wand,  und  wenn 
die  bewegte  Gasnuisse  gegen  ruhende  Wände  stösst,  so  kommt 
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dabei  ebenso  yiel,  wie  die  der  ganzen  Masse  gemeinsame  fort- 
schreitende Bewegung  an  lebendiger  Kraft  verliert,  als  Wärme- 
bewegung zum  Vorschein. 

Ebenso  wie  bei  den  Yolumenänderungen  gasförmiger  Körper, 
muss  man  auch  in  anderen  Fällen  die  äussere  Arbeit  in  Betracht 
ziehen,  z.  B.  die  Arbeit,  welche  bei  der  Verdampfung  einer  Flüs- 
sigkeit darauf  verwandt  wird,  dass  der  Dampf  sich  bei  seiner  Ent- 
stehung durch  Zurückdrängen  des  äusseren  Widerstandes  Raum 
schaffen  muss.  Bei  festen  und  flüssigen  Körpern,  welche  nur  ge- 
ringe Volumenänderungen  erleiden,  ist  meistens  auch  die  äussere 
Arbeit  gering ,  indessen  kommen  auch  hier  Fälle  vor,  in  welchen 
ihr  Einfluss  erheblich  wird. 

11.  Endlich  muss  ich  noch  eine  Erscheinung  erwähnen, 
deren  Erklärung  mir  von  grosser  Wichtigkeit  zu  sein  scheint, 
nämlich  die,  dass,  wenn  zwei  Gase  sich  unter  einander^  oder  ein 
Gas  sich  mit  einem  anderen  Körper  verbindet^  und  die  Verbindung 
ebenfalls  gasförmig  ist,  dann  das  Völi*men  des  zusammengesetzten 
Gases  zu  den  Volumen  der  einzelnen  Bestandtheile,  soweit  diese 
gasförmig  sind,  in  einem  einfacJien  Verhaltnisse  steht. 

Es  ist  schon  von  Krön  ig  nachgewiesen,  dass  der  Druck,  wel- 
chen ein  Gas  auf  die  Flächeneinheit  seiner  Umhüllung  ausübt, 
proportional  sein  muss  der  Anzahl  der  in  der  Volumeneinheit  ent- 
haltenen Molecüle,  und  der  lebendigen  Kraft,  welche  die  einzelnen 
Molecüle  durch  diejenige  Bewegung  haben,  welche  Krönig  allein 
betrachtet  hat,  nämlich  die  fortschreitende  Bewegung. 

Wendet  man  dieses  auf  die  einfachen  Gase  an,  und  macht 
die  aus  andereil  Gründen  sehr  wahrscheinliche  Annahme,  dass 
sie,  wenn  Druck  und  Temperatur  dieselben  sind,  in  gleichen  Vo- 
lumen gleich  viel  Atome  enthalten,  so  folgt,  dass  die  Atome  ver- 
schiedener Gase  in  Bezug  auf  ihre  fortschreitende  Bewegung 
gleiche  lebendige  Kraft  haben  müssen. 

Wir  wollen  nun  sehen,  in  welcher  Weise  dieser  Satz  gültig 
bleibt,  wenn  man  ihn  auf  die  Molecüle  zusammengesetzter  Gase 
anwendet.     ^ 

12.  Vergleichen  wir  zunächst  die  zusammengesetzten  Gase 
unter  einander,  z.  B.  zwei  Gase,  deren  Zusammensetzung  nach 
den  Volumenverhältnissen  1  :  1  und  1  :  2  stattgefunden  hat,  wie 
Stickstoffoxyd  und  Stickstoffoxydul. 
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Bekanntlich  nehmen  von  diesen  beiden  Gasen  solche  Mengen, 
welche  gleich  viel  Sauerstoff  enthalten ,  gleichen  Raum  ein.  Es 
befinden  sich  also  auch  bei  diesen  Gasen,  obwohl  die  Molecüle 
des  einen  aus  je  zwei  und  die  des  anderen  aus  je  drei  Atomen 
bestehen,  in  gleichen  Räumen  gleich  viel  Molecüle,  und  daraus 
muss  man  weiter  schliessen ,  dass  auch  diese  verschiedenartig  zu- 
sammengesetzten Molecüle  in  Bezug  auf  ihre  fortschreitende  Be- 
wegung gleiche  lebendige  Kraft  haben. 

Zu  demselben  Schlüsse  kommt  man  bei  den  meisten  anderen 
zusammengesetzten  Gasen,  und  in  den  Fällen,  welche  sich  dieser 
Regel  nicht  fügen,  scheint  es  mir  nicht  unmöglich,  die  Abweichun- 
gen darauf  zurückzuführen,  dass  entweder  das  betreffende  Gas 
bei  der  Bestimmung  seines  Volumens  noch  nicht  weit  genug  von 
seinem  Gondensationspuncte  entfernt  war,  oder  dass  die  bisher 
gebräuchliche  chemische  Formel  die  Art,  wie  die  Atome  zu  Mole- 
cülen  verbunden  sind,  nicht  richtig  darstellt. 

Vergleicht  man  dagegen  die  zusammengesetzten  Gase  mit 
den  einfachen ,  so  zeigt  sich  eine  unzweifelhafte  Abweichung  von 
der  vorigen  Regel,  indem  auf  ein  Atom  des  einfachen  Gases  nicht 
derselbe  Raum  kommt ,  wie  auf  ein  Molecül  des  zusammengesetz- 
ten Gases.  Wenn  sich  zwei  einfache  Gase  nach  gleichen  Volu- 
men verbinden,  so  findet  dabei  bekanntlich  keine  Voluuienver- 
minderung  statt,  während  nach  jener  Regel  das  Volumen  sich  im 
Verhältniss  von  2  :  1  vermindern  müsste.  Wenn  sich  ein  Volu- 
men eines  Gases  mit  zwei  oder  drei  Volumen  eines  anderen 
verbindet,  so  nimmt  die  Verbindung  zwei  Volumen  ein,  wäh- 
rend sie  nach  iener  Regel  nur  ein  Volumen  einnehmen  dürfte; 
u,  s.  f. 

13.  Indem  ich  nach  einem  Erklärungsgrunde  für  diese  merk- 
würdige Erscheinung,  und  überhaupt  nach  einem  gemeinsamen 
Gesetze  für  die  Volumenverhältnisse  der  Gase  suchte,  bin  ich 
endlich  bei  folgender  Ansicht  als  der  wahrscheinlichsten  stehen 
geblieben,  welche  ich  dem  wissenschaftlichen  Publicum  wenigstens 
als  eine  Hypothese,  die  der  weiteren  Prüfung  werth  ist,  glaube 
vorlegen  zu  dürfen. 

Ich  nehme  an ,  dass  die  Kraft ,  welche  die  Entstehung  chemi- 
scher Verbindungen,  verursacht,  und  welche  wahrscheinlich  in 
einer-  Art  von  Polarität  der  Atome  besteht ,  auch  schon  in  den 
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emfachen  Stoffen  wirksam  ist,  und  dass  auch  in  diesen  mehrere 
Atome  0u  einem  Mölecüle  verbunden  sind. 

Der  einfachste  und  daher  wahrscheinlichste  Fall  einer  sol- 
chen Verbindung  würde  der  sein,  dass  zwei  Atome  ein  Molecül 
bilden,  und  dieser  Fall  liefert  die  Erklärung  jener  Volumen- 
verhältnisse,  welche  vorher  als  von  der  Regel  abweichend  ange- 
führt wurden. 

Es  mögen  z.  B.  gleiche  Volumen  Sauerstoff  und  Stickstoff 
gegeben  sein.  Bilden  diese  Gase  eine  Mischung,  so  ist  darin 
eine  gewisse  Anzahl  von  Molecülen  enthalten,  welche  entweder* 
aus  zwei  Atomen  Sauerstoff  oder  aus  zwei  Atomen  Stickstoff  be- 
stehen. Denkt  man  sich  nun,  dass  die  Mischung  in  eine  chemische 
Verbindung  übergeht,  so  enthält  diese  eben  so  viele  MolecüIe, 
welche  nur  anders  zusammengesetzt  sind,  indem  jedes  aus  einem 
Atom  Sauerstoff  und  einem  Atom  Stickstoff  gebildet  ist.  Es  ist 
also  kein  Grund  zu  einer  Volumenänderung  vorhanden.  Sind 
dagegen  ein  Volumen  Sauerstoff  und  zwei  Volumen  Stickstoff  ge- 
geben, so  besteht  in  der  Mischung  jedes  Molecül  aus  zwei  Ato- 
men und  in  der  Verbindung  jedes  Molecül  aus  drei  Atomen.  Die 
Anzahl  der  MolecüIe  hat  also  durch  das  Eintreten  der  chemischen 
Verbindung  im  Verhältniss  von  3  :  2  abgenommen,  und  in  dem- 
selben Verbältniss  musste  sich  daher  auch  das  Volumen  ver- 
ringern ^). 


^)  [Zu  dnem  in  den  Ann.  de  chim.  et  de  phys.  erschienenen  AoBzoge 
dieser  Abhandlung  und  zu  der  in  den  Archives  des  sciences  phys.  et  nat. 
erschienenen  üebersetzung  derselben  sind  an  dieser  Stelle  von  den  Herren 
V erdet  und  Marignac  Anmerkungen  hinzugefügt,  worin  erwähnt  wird, 
dass  auch  Dumas,  Laurent  und  Gerhardt  schon  die  Ansicht  ausge« 
sprechen  haben,  dasa  die  MolecüIe  der  einfachen  Gase  [am  mehreren 
Atomen  bestehen.  Es  war  mir  natürlich  sehr  angenehm,  auf  diesen  mir 
bis  dahin  unbekannten  Umstand  aufinerksam  gemacht  zu  werden,  und  die 
beiden  oben  genannten  Herren  sind  dann  auch  so  gütig  gewesen,  mir  die 
Stellen,  wo  sich  Aeusserungen  der  Art  befinden,  näher  zu  bezeichnen.  Ich 
habe  daraus  ersehen,  dass  die  bestimmtesten  dahin  gehenden  Aussprüche 
flieh  bei  Gerhardt  (im  vierten  Bande  seiner  organischen  Chemie)  finden, 
-welcher  aus  ganz  anderen,  rein  chemischen  Gründen  zu  der  Ansicht  gelangt 
ist,  dass  man  freien  Wasserstoff  als  Wasserstoff hydrür  (H,  H)  \md  freies 
Chlor  als  Ghlorchlorür  (Gl,  Cl)  betrachten  müsse  (§§.  2451  und  2457  jenes 
Werkes).  Ein  solches  Zusammentreffen  der  aus  verschiedenen  Betrachtun- 
gen hervorgegangenen  Resultate  ist  um  so  erfreulicher,  je  schwieriger  und 
dunkler  der  betreffende  Gegenstand  noch  ist. 

Üeber  die  Zusammensetzung  der  Sauerstoffmolecüle  spricht  sich  Ger- 


^ 


246  Abhandlung  XIV. 

Es  giebt  bekanntlicb  einige  einfache  Stoffe,  welche  im  gas- 
förmigen Zustande  nicht  dasjenige  Volumen  einnehmen,  welches 
man  nach  ihrem  Atomgewichte  und  nach  dem  Volumen  ihrer  Ver- 
bindungen erwarten  sollte,  sondern  ein  anderes  in  den  meisten 
Fällen  kleineres,  welches  zu  jenem  in  einem  einfachen  Verhältnisse 
steht.  Eine  speciellere  Befrachtung  dieser  Stoffe  würde  hier  um 
so  weniger  an  ihrem  Orte  sein,  als  zwei  derselben,  Schwefel  und 
Phosphor,  auch  in  anderer  Beziehung,  durch  die  Mannichfaltigkeit 
der  Zustände,  welche  sie  annehmen  können,  ein  so  auffälliges 
Verhalten  zeigen,  dass  man  wohl  tod  der  Chemie  noch  besondere 
Aufschlüsse  über  diese  Körper  erwarten  darf,  welche  dann  zu- 
gleich mit  den  anderen  Unregelmässigkeiten  yielleicht  auch  die- 
jenigen  des   Dampf^olumens    erklären  i).     Indessen  möchte  ich 


hardt  weniger  beBtimmt  aus.  Die  Stelle,  welche  am  speciellsten  darauf 
eingeht,  befindet  sich  in  §•  2452.  Nachdem  hier  gesagt  ist,  der  Process, 
wenn  Schwefelkalium  sich  beim  Rösten  in  schwefelsaures  Kali  verwandelt, 
sei  als  eine  doppelte  Zersetzung  zwischen  Sauerstoff  und  Schwefelkalium 
zu  betrachten,  heisst  es  weiter:  „La  moUcnle  de  l'oxygene  libre  etant 
composee  de  plusieurs  atomes  (de  dcux  au  moins),  il  se  forme,  par  double 
deoomposition  de  Pacide  sulfurique  anhydre  et  de  l'oxyde  de  potassium; 
mais  ces  deux  produits  demeurent  nnis,  et  peuyent  ulterieuremeut  etre 
B^pares,  oomme  dans  le  cas  de  la  liqueur  des  Hollandais: 

SK»  +  080  =  SO»  +  KäO 

restent  combines." 

In  dieser  chemischen  Gleichung  soll  offenbar  die  Formel  0^0  das 
vorher  erwähnte,  aus  mehreren  Atomen  bestehende  Molecül  des  freien 
Sauerstoffes  darstellen.  An  einei^  anderen  Stelle  (in  §.  2457),  wo  der  Sauer- 
stoff nur  ganz  kurz  neben  anderen  Stoffen  erwähnt  ist,  kommt  für  den 
freien  Sauerstoff  die  Formel  00  vor,  ohne  dass  für  die  Verschiedenheit 
dieser  Formel  von  der  kurz  vorher  aufgesteUten  ein  Grund  angefahrt  wird. 
Eb  scheint  hiemach,  als  ob  Gerhardt  über  die  Constitution  der  Mole- 
cüle  des  freien  Sauerstoffes  zweifelhaft  gewesen  sei.  Auch  bei  den  anderen 
betreffenden  Autoren  finde  ich  über  die  Anzahl  der  Atome,  welche  in 
einem  Sauerstoffmoleoül  enthalten  sein  sollen,  keine  bestimmten  Angaben. 
In  meiner  Theorie  dagegen  ist  für  die  Molecüle  des  gewöhnlichen  Sauei^ 
Stoffes  bestimmt  angenommen,  dass  sie  aus  je  zwei  Atomen  bestehen,  wor- 
auf  ich  um  so  mehr  Gewicht  legen  muss,  als  diese  Annahme  den  Aaegangs- 
punct  meiner  weiter  unten  folgenden  Erklärung  des  Ozon  bildet.    1866.] 

^)  [Nach  den  einige  Jahre  später  (im  Jahre  1859)  veröffentlichten  Un- 
tersuchungen von  Ste.-Glaire  Deville  und  Troost  ist  das  Dampfvolu- 
men  des  Schwefels  bei  sehr  hohen  Temperaturen  ein  anderes,  als  bei  den 
Temperaturen,  welche  nicht  weit  vom  Siedepuncte  des  Schwefels  entfernt 
sind,  und  entspricht  dem  aus  dem  Atomgewicht  abgeleiteten  theoretischen 
Werthe.    1866.] 
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doch  an  einen  Umstand  erinnern ,  der  möglicher  Weise  in  einigen 
Fällen  zur  Erklärung  beitragen  kann,  nämlich  den,  dass  die  obige 
Annahme,  dass  die  Molecüle  der  einfachen  Stoffe  aus  je  stwei 
Atomen  bestehen,  zwar  die  einfachste,  aber  nicht  die  einzig 
mögliche  ist. 

Vergleicht  man  alle  Fälle  von  einfachen  und  zusammen- 
gesetzten Gasen  unter  einander,  so  ist  es  nicht  zu  erwarten,  dass 
man  überall  sogleich  eine  Yollkommene  Uebereinstimmung  finde ; 
aber  ich  glaube,  dass  man  bei  der  Unsicherheit,  welche  über  die 
innere  Constitution  mancher  Körper,  besonders  solcher  von  com- 
plicirter  chemischer  Zusammensetzung,  noch  herrscht,  kein  zu 
grosses  Gewicht  auf  einzelne  Ausnahmefälle  legen  darf,  und  ich 
halte  es  für  wahrscheinlich,  dass  mit  Hülfe  der  über  die  Molecüle 
der  einfachen  Stoffe  gemachten  Hypothese  sämmtliche  Volumen- 
verhältnisse der  Gase  sich  auf  den  Satz  zurückführen  lassen,  dass 
die  einzelnen  Molecüle  aller  Gase  in  Bezug  auf  ihre  fortschreitende 
Bewegung  gleiche  lebendige  Kraft  haben. 


Mathematische  Zusätze. 


14  Es  soll  zuerst  der  Ausdruck  abgeleitet  werden,  welcher 
angiebt,  wie  der  Druck  eines  Gases  gegen  die  Gefäss wände  von 
der  Bewegung  seiner  Molecüle  abhängt. 

Da  es  auf  die  Gestalt  des  Gefasses  nicht  ankommt,  so  wollen 
wir  die  Gestalt  so  wählen,  wie  es  für  die  Betrachtung  am  be- 
quemsten ist.  Wir  nehmen  an,  das  Gefass  sei  sehr  flach,  indem 
zwei  ebene  parallele  Wände  sich  so  nahe  gegenüberstehen ,  dass 
ihr  Abstand  gegen  die  übrigen  Dimensionen  des  Gefässes  ver- 
schwindend klein  ist.  Dann  braucht  man  die  Fälle,  in  welchen 
die  Molecüle  gegen  eine  der  kleinen  Seitenwände  stossen ,  nicht 
besonders  zu  berücksichtigen,  und  kann  annehmen,  jedes  Mole- 
cül  bewege  sich  so  lange  geradlinig  fort,  bis  es  entweder  gegen 
ein  anderes  Molecül,  oder  gegen  eine  der  grossen  parallelen 
Wände  stösst.  Uebrigens  würde  die  Berücksichtigung  der  Seiten- 
wände an  dem  Endresultate  gar  nichts  ändern,  und  nur  die  Ent- 
wickelung  weitläufiger  machen. 

Betrachten  wir  eine  der  beiden  grossen  Wände   allein,  so 
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erleidet  diese  während  der  Zeiteinheit  eine  gewisse  Anzahl  von 
Stössen,  und  zwar  von  Molecülen,  4eren  Bewegungen  alle  mög- 
lichen Richtungen  haben  können ,  bei  denen  überhaupt  noch  eine 
Annäherung  an  die  Fläche  stattfindet.  Es  muss  nun  zunächst 
bestimmt  werden,  wie  gross  diese  Anzahl  von  Stössen  ist,  und 
wie  viel  davon  durchschnitthch  auf  jede  Richtung  kommen. 

15.  Wenn  das  Gas  ein  ideelles  ist,  was  wir  im  Folgenden 
immer  voraussetzen  wollen,,  indem  wir  von  den  Unregelmässig- 
keiten, welche  durch  den  unvollkommenen  Gaszustand  entstehen, 
absehen ,  so  kann  man  bei  der  Bestimmung  des  Druckes ,  wie  es 
schon  Krön  ig  gethan  hat,  statt  die  Bewegung  ganz  so  zu  be- 
trachten, wie  sie  wirklich  stattfindet,  einige  Vereinfachungen 
einführen. 

Die  Gesammtzahl  der  Stösse,  welche  die  Wand  erleidet, 
bleibt  ungeändert,  wenn  man  annimmt,  dass  sich  die  Molecüle 
unter  einander  in  ihrer  Bewegung  nicht  stören,  sondern  jedes 
Molecül  so  lange  geradlinig  fortfliegt,  bis  es  eine  Wand  trifft. 

Ferner  ist  es  zwar  in  der  Wirklichkeit  nicht  nöthig,  dass  ein 
Molecül,  wie  es  nach  den  gewöhnlichen  Elasticitätsgesetzen  bei 
elastischen  Kugeln  an  einer  vollkommen  festen  Wand  sein 
müsste,  unter  demselben  Winkel  und  mit  derselben  Geschwindig- 
keit Yon  der  Wand  zurückfliegt,  welche  es  beim  Heranfliegen 
hatte;  nach  den  Regeln  der  Wahrscheinlichkeit  kann  man  aber 
annehmen,  dass  es  eben  so  viele  Molecüle  giebt,  deren  Zurück- 
werfungswinkel  in  ein  gewisses  Intervall,  z.  B.  zwischen  60*  und 
6P,  fällt,  als  solche,  deren  Einfallswinkel  in  dieses  Intervall  fallt^ 
und  auch  an  der  Geschwindigkeit  der  Molecüle  wird  im  Ganzen 
genommen  durch  die  Wand  nichts  geändert.  Es  kann  daher  in 
dem  Endresultate  keinen  Unterschied  hervorbringen,  wenn  man 
annimmt,  dass  für  jedes  Molecül  der  Winkel  und  die  Geschwin- 
digkeit der  Zurückwerfung  gleich  denen  des  Einfalls  seien.  Hier- 
nach würde  ein  Molecül  in  denselben  Richtungen,  welche  ein 
Lichtstrahl  zwischen  ebenen  Spiegeln  wählt,  so  oft  zwischen  den 
beiden  grossen  Wänden  hin-  und  hergehen,  bis  es  einmal  eine 
Seitenwand  träfe ;  von  dieser  zurückgeworfen  würde  es  eine  ähn- 
liche Reihe  von  Hin-  und  Hergängen  beginnen  u.  s.  f. 

Endlich  findet  in  der  Wirklichkeit  gewiss  die  mannichfEdiigBte 
Verschiedenheit  in  den  Geschwindigkeiten  der  einzelnen  Molecüle 
statt.    Bei  der  Betrachtung  aber  kann  man  allen  Molecülen  eine 
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gewisse  mittlere  tieschwindigkeit  zuschreiben.  Diese  mittlere  Ge- 
schwindigkeit muss,  wie  aus  den  folgenden  Formeln  ersichtlich 
ist,  um  einen  gleichen  Druck  zu  erhalten,  so  gewählt  wenden, 
dass  die  lebendige  Kraft  aller  Molecüle  bei  der  mittleren  Ge- 
schwindigkeit dieselbe  ist,  wie  bei  den  wirklich  stattfindenden 
Geschwindigkeiten. 

16.  Nach  diesen  Voraussetzungen  kann  man  leicht  angeben, 
wie  oft  ein  Molecül  während  der  Zeiteinheit  gegen  die  zur  Be- 
trachtung ausgewählte  Wand  stossen  muss.  Nämlich  so  oft,  wie 
es  bei  der  ihm  eigenthümlichen  Bewegungsrichtung  während  der 
Zeiteinheit  von  dieser  Wand  zur  anderen  und  wieder  zur  erstem 
zurück  fliegen  kann.  Bezeichnen  wir  mit  h  den  Abstand  der 
beiden  Wände,  und  mit  ^  den  Winkel,  welchen  die  Bewegungs- 
richtung mit  der  Normale  bildet  (welcher  Winkel  nur  von  0  bis 

TL 

90«  gerechnet  wird) ,  so  ist -^  die  Länge  des  Weges  von   der 

einen  Wand  zur  anderen,  und  folglich,  wenn  u  die  Geschwindig- 
keit des  Molecüls  bedeutet,    die  Anzahl  der  Stösse  gegen   die 

Wand: 

.  .  u  .  cosQ' 

I 

Was  die  Bewegungsrichtung  der  einzelnen  Molecüle  anbe« 
trifft,  so  müssen  wir  annehmen,  dass  durchschnittlich  jede  Rich- 
tung gleich  oft  vorkommt.  Daraus  folgt,  dass  die  Anzahl  der 
Molecüle,  deren  Bewegungsrichtungen  mit  der  Normale  Winkel 
bilden,  welche  zwischen  den  Werthen  %•  und  %•  -\-  d^"  liegen,  zur 
ganzen  Anzahl  der  vorhandenen  Molecüle  in  demselben  Verhält- 
nisse steht,  wie  der  Flächeninhalt  einer  Eugelzone,  deren  Grenz- 
kreise den  Winkeln  -ö*  und  'S-  +  d^  entsprechen,  zum  Flächen- 
inhalt der  Halbkugel,  also  wie 

Demnach  ist,  weni^  die  ganze  Anzahl  der  vorhandenen  Molecüle 
mit  n  bezeichnet  wird,  die  Anzahl  derer,  welche  dem  Winkel- 
intervall von  'S"  bis  -ö"  -|-  d-ö"  entsprechen: 

n  sin  ^dd'y 

und  die  Anzahl  der  von  ihnen  herrührenden  Stösse : 

(2)  ^  cos  »  sin  »d^. 
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17.  Um  die  Stärke  eines  Stosses  zu  bestimmen,  muss  die 
ganze  Geschwindigkeit  in  zwei  Gomponenten  zerlegt  werden ,  die 
eine  parallel  der  Wand,  die  andere  senkrecht  darauf.  Die  erstere 
wird  durch  den  Stoss  nicht  geändert,  und  kommt  also  bei  der 
Bestimmung  der  Stärke  des  Stosses  nicht  in  Betracht,  die  letztere 
aber,  welche  ihrer  Grösse  nach  durch  ucosd"  dargestellt  wird, 
wird  durch  den  Stoss  in  die  entgegengesetzte  verwandelt.  Die 
Wirkung  der  Wand  auf  das  Molecül  besteht  also  darin,  dass  sie 
ihm  in  der  Richtung  der  Normale  in  dem  einen  Sinne  die  Ge- 
schwindigkeit u  cos  d"  entzieht,  und  im  anderen  Sinne  dieselbe  Ge- 
schwindigkeit mittheilt,  oder,  was  dasselbe  ist,  dass  sie  ihm  im 
letzteren  Sinne  die  Geschwindigkeit-  2ucosd'  mittheilt.  Daraus 
ergiebt  sich  als  Grösse  der  Bewegung,  welche  dem  Molecüle 
mitgetheilt  wird,  wenn  wir  die  Masse  des  Molecüls  mit  m  be- 
zeichnen : 

(3)  2mu  cos  ^. 

Wenden  wir  dieses  auf  alle  die  Molecüle  an,  welche  dem 
Winkelintervall  von  d'  his  d'  -^  dd'  entsprechen ,  so  erhalten  wir 
während  der  Zeiteinheit 

■^rr  cos  'S"  sin  ^d%^ 
2h 

mal  dieselbe  Wirkung,  und  die  diesen  Molecülen  während  der 
Zeiteinheit  mitgetheilte  Bewegung  ist  somit: 

(4)  — T —  cos^  ^  stnd'd  -O". 


Diesen   Ausdruck  braucht  man  nur   noqh  von    ^  =  0  bis 

'9'  =  -^  ZU  integriren,  um  die  Bewegung  zu  erhalten,  welche  die 

Wand  allen  Molecülen,  die  während  der  Zeiteinheit  gegen  sie 
stossen,  mittheilt,  nämlich: 

(^)  -BT' 

Denken  wir  uns  nun  die  Wand  als  frei  beweglich,  so  muss, 
damit  sie  durch  die  Stösse  der  Molecüle  nicht  zurückgetrieben 
wird,  von  der  anderen  Seite  eine  Gegenkraft  vorhanden  sein,  und 
zwar  kann  man  sich  wegen  der  grossen  Anzahl  der  Stösse  and 
der  Schwäche  jedes  einzelnen  die  entgegenwirkende  Kraft  als 
eine   stetige   denken.     Die  Stärke  dieser  Kraft  ist  dadurch  be- 
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stimmt,  dass  sie  die  durch  den  Yorigen  Ausdruck  dargestellte  Be- 
wegung während  der  Zeiteinheit  muss  hervorbringen  können.  Da 
nun  aber  die  Grösse  der  Bewegung,  welche  eine  Kraft  während 
der  Zeiteinheit  hervorbringen  kann,  das  Maas^  der  Kraft  selbst 
ist,  80  stellt  der  vorige  Ausdruck  ohne  Weiteres  jene  Kraft,  und 
somit  auch  den  vom  Gase  ausgeübten  Druck,  welchem  sie  das 
Gleichgewicht  hält,  dar. 

Nennen  wir  den  Flächeninhalt  der  Wand  a,  und  den  Druck 
auf  die  Flächeneinheit  j7,  so  ergiebt  sich : 

nmu^ 

Das  hierin  vorkommende  Product  a  h  stellt  den  Rauminhalt  des 
Gefasses  oder  das  Volumen  des  Gases  dar.  Bezeichnen  wir  die- 
ses mit  i;,  so  kommt: 

^«)  ^=     3. 

Zu  derselben  Formel  gelangt  man,  wenn  man,  wie  es  Krönig 
gethan  hat,  zur  Vereinfachung  annimmt,  ein  Drittel  der  sämmt- 
lichen  Molecüle  bewege  sich  senkrecht  zu  der  betrachteten  Wand, 
und  die  beiden  anderen  Drittel  nach  zwei  anderen,  der  Wand 
parallelen  Richtungen.  Indessen  hielt  ich  es  doch  für  zweck- 
mässig, die  Formel  i^ür  den  Druck  ohne  diese  vereinfachende  An- 
nahme abzuleiten  ^). 


nmu^ 


1)  [In  der  im  Texte  mitgetfa eilten  Entwickelung  kommt  zwar  die  An- 
nahme, dass  die  Molecüle  sich  nur  nach  drei  Eichtungen  bewegen,  nicht 
vor,  aber  es  sind  einige  andere  die  Anschauung  erleichternde  Voraussetzun- 
gen gemacht.  Es  ist  nämlich  dem  Gefasse  eine  bestimmte  Gestalt  zuge- 
schrieben und  in  Bezug  auf  die  Bewegungen  ist  angenommen,  dass  die 
Molecüle,  ohne  sich  gegenseitig  zu  stören,  von  einer  Wand  zur  anderen 
fliegen.  Um'  nun  zu  zeigen,  dass  das  Resultat  von  diesen  Voraussetzungen 
ganz  unabhängig  ist,  wird  es  vielleicht  zweckmässig  sein,  hier  in  einer 
Anmerkung  die  Sache  auf  noch  allgemeinere  Art  zu  behandeln. 

Man  denke  sich  zunächst  im  Inneren  des  mit  dem  Gase  angefüllten 
Raumes  durch  zwei  einander  unendlich  nahe  liegende  parallele  Ebenen  eine 
unendlich  dünne  Schicht  abgegrenzt,  deren  Dicke  mit  dx  bezeichnet  wer- 
den möge.  Beti'achtet  man  von  dieser  Schicht  ein  Stück,  welches  der 
Flächeneinheit  der  Grenzebenen  entspricht,  so  wird  der  Rauminhalt  dieses 
Stückes  ebenfalls  durch  dx  dargestellt.  Wird  ferner  die  Anzahl  der  Mo- 
lecüle in  der  Raumeinheit  mit  ^bezeichnet,  so  ist  die  Anzahl  der  Mole- 
cüle, welche  sich  zu  irgend  einer  Zeit  in  jenem  Stücke  der  unendlich  dün- 
nen Schicht  befinden,  gleich  Ndx.  Diese  Molecüle  haben  alle  möglichen 
Bewegungsrichtungen,  so   dass  jede  Richtung   eben   so  wahrscheinlich  ist. 
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Schreibt  man  die  letzte  Gleichung  in  der  Form: 
ra  \    '  3  nmu^ 


wie  die  übrigen.  Demnach  verhält  sich  die  Anzahl  deijenigen  Molecüle, 
deren  Bewegungsrichtungen  mit  der  aaf  den  beiden  Grenzebenen  orrichte- 
ten  Normale  Winkel  bilden ,  die  zwischen  ^  und  ^  -f-  ä  ^  liegen ,  zur  gan- 
zen Anzahl  aller  vorhandenen  Molecüle,  wie  die  dem  Winkelintervalle  von 
^  bis  ^  -|-  c2^  entsprechende  Kugelzone  zur  ganzen  Kugelfiäche,  also  wie 
2  n  sin  d^dd^  :  4  m    Jene  Anzahl  wird  somit  dargestellt  durch  : 

3 Ndx  ■=  t  NstnS  d^dx. 

4:71  * 

Nachdem  auf  diese  Weise  festgestellt  ist,  wie  viele  Molecüle  mit  be- 
stimmten Bewegungsrichtungen  sich  gleichzeitig  in  dem  betrachteten  Stücke 
der  Schicht  befinden,  lässt  sich  auch  leicht  angeben,  wie  viele  Molecüle 
mit  diesen  Beweguqgsrichtungen  während  der  Zeiteinheit  dasselbe  Stück 
der  Schicht  durchlaufen,  und  somit  auch  durch  eine  Flächeneinheit  jeder 
der  Grenzebenen  gehen.  Ein  Molecül,  dessen  Bewegungsrichtung  mit  der 
Normale  den  Winkel  ^  bildet,  braucht,   wenn  u  seine  Geschwindigkeit  be- 

1        dx 
deutet,  zum  Durchlaufen  der  Schicht  die  Zeit  —  •  r-,  und    diese    Zeit 

können  wir  für  alle  Molecüle,  welche  dem  oben  angenommenen  Winkel- 
intervalle von  *  bis  *  +  di>  entsprechen,  in  Bechnung  bringen,  wobei 
wir  von  dem  beim  Cosinus  vorkommenden  Unterschiede  des  Vorzeichens 
absehen  können ,  da  wir  es  im  Folgenden  doch  nur  mit  Winkeln  unter 
90^,  für  welche  der  Cosinus  positiv  ist,  zu  thun  haben  werden.  Denken 
wir  uns  nun  zunächst,  jedes  der  betrachteten  Molecüle  brauchte  zum  Durch- 
laufen der  Schicht  eine  volle  Zeiteinheit,  so  würden  in  der  Schicht  gerade 
so  viele  von  diesen  Molecülen  gleichzeitig  vorhanden  sein,  als  während  der 
Zeiteinheit  die  Schicht  durchlaufen.  Ist  dagegen  die  zum  Durchlaufen  der 
Schicht  gebrauchte  Zeit  kleiner,  so  muss  in  demselben  Verhältnisse  auch 
die  Anzahl  der  gleichzeitig  in  der  Schicht  vorhandenen  Molecüle  im  Ver- 
gleiche zur  Anzahl  der  während  der  Zeiteinheit  hindurchgehenden  Mole- 
cüle kleiner  sein.    In  unserem  Falle  müssen  diese  beiden  Zahlen  demnach 

1        dx 

im  Verhältnisse  von  —  • r-  :  1  zu  einander   stehen.    Wenden   wir  nun 

u      cosS^ 

(indem  wir  uns  immer  auf  die  jenem  unendlich  kleinen  Winkelintervalle 
entsprechenden  Molecüle  beschränken)  für  die  Anzahl  der  in  dem  betrach- 
teten Stücke  der  Schicht  gleichzeitig  vorhandenen  Molecüle  den  oben  ge- 
fundenen Werth  an,  so  erhalten  wir  für  die  Anzahl  der  während  der  Zeit- 
einheit hindurchgehenden  Molecüle  den  Werth: 

ti  cos  3^ 
l  Nsind^d&dx  •      ,     ■  =  i  NucosS^ sin  d-dS-. 

^  ax  ^ 

Dieser  Ausdruck  stellt  zugleich,  wie  schon  oben  gesagt,  die  Anzahl  der 
jenem  Winkelintervalle  entsprechenden  Molecüle  dar,  welche  während  der 
Zeiteinheit  durch   die  Flächeneinheit  jeder  der   beiden  Grenzebenen  der 
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so  bedeutet  die  rechte  Seite  die  lebendige  Kraft  der  fortschreiten' 


Schicht  gehen.  Da  nun  jede  beliebige  durch  das  Gas  gelegte  Ebene  als 
Grenzebene  einer  unendlich  dünnen  Schicht  dienen  kann,  so  gilt  der  Aus- 
druck für  jede  durch  das  Gas  gelegte  Ebene. 

Will  man  statt  der  Flächeneinheit  nur  ein  Flächen element  d  (a  betrach- 
ten, so  braucht  man  den  vorigen  Werth  nur  mit  dta  zu  multipliciren. 
Demnach  stellt  der  Ausdruck 

5  ^t* cos ^ «in &  d&d(o 

die  Anzahl  der  Molecüle  dar,  welche  durch  ein  Element  irgend  einer  durch 
das  Gas  gelegten  Fläche  in  Richtungen,  welche  mit  der  Normale  Winkel 
zwischen  ^  und  &  -^^  d&  bilden,  während  der  Zeiteinheit  hindurchgehen. 

Dasselbe,  was  soeben  von  einem  Elemente  einer  durch  das  Gas  geleg- 
ten Fläche  gesagt  ist,  lässt  sich  mit  einer  geringen  Modification  auch  auf 
ein  Element  der  Wandfiäche  des  Gefässes  anwenden.  Wir  denken  uns  da- 
zu auf  dem  Elemente  der  Wandfläche  eine  Normale  errichtet,  und  zwar 
wollen  wir  bei  den  Winkelbeetimmungen  diejenige  Richtung  der  Normale, 
welche  von  Innen  nach  Aussen  hin  geht,  als  maassgebend  betrachten.  Dann 
sind  die  Winkel ,  welche  die  Bewegungsrichtungen  der  gegen  die  Wand 
fliegenden  Molecüle  mit  der  Normale  bilden,  sämmtlich  kleiner  als  90^. 
Nach  dem  Abprallen  von  der  Wand  dagegen  bilden  die  Bewegungsrichtun- 
gen derselben  Molecüle  mit  der  Normale  Winkel,  die  grösser  als  90®  sind. 
Man  kann  also,  wenn  man  eine  feste  Wand  mit  einer  im  Inneren  des  Ga- 
ses gedachten  Fläche  vergleicht,  sagen:  Die  Molecüle,-  welche  unter  Win- 
keln, die  kleiner  als  90^  sind,  durch  diese  Fläche  gehen,  entsprechen  den 
gegen  die  Wand  fliegenden  Molecülen,  und  die  Molecüle,  welche  in  ent- 
g-egengesetzten  Richtungen,  also  unter  Winkeln,  die  grösser  als  90®  sind, 
durch  die  Fläche  gehen,  entsprechen  den  von  der  Wand  abgeprallten  Mo- 
lecülen. Da  wir  nun  jedes  gegen  die  Wand  fliegende  und  von  ihr  ab- 
prallende Molecül  nur  einmal  zu  rechnen  haben,  so  brauchen  wir  nur  die 
heranfliegenden  Molecüle  zu  betrachten,  und  können  uns  daher  auf  die 
"Winkel  vpn  0  bis  90^  beschränken.  Im  Uebrigen  gilt  alles  Obige  auch  hier, 
und  der  zuletzt  aufgestellte  Ausdruck  stellt  somit  die  Anzahl  der  Molecüle 
dar,  welche  unter  Winkeln,  die  zwischen  ^  imd  ^  -{-  (2^  liegen,  gegen  ein 
Element  d  (o  der  Wandfläche  fliegen. 

Von  hier  an  ist  nun  die  weitere  Entwickelung  ganz  so  auszuiuhren, 
wie  es  im  Texte  geschehen  ist,  und  ich  will  daher  den  Schluss  der  Ent- 
wickelung nur  kurz  andeuten. 

Ein  unter  dem  Winkel  0-  gegen  die  •  Wand  fliegendes  und  wie  eine 
elastische  Kugel  abprallendes  Molecül  von  der  Masse  m  erhält  von  der 
Wand  die  Bewegungsgrösse : 

2inuco8&, 

Die  sämmtlichen  während  der  Zeiteinheit  unter  Winkeln  von  &  bis  'd--{'dO 
gegen  das  Flächenelement  d  (o  fliegenden  Molecüle  erhalten  somit  die  Be- 
wegungsgrösse: 
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den  Bewegung  der  Gasmolecüle  ^),  Da  nun  nach  dem  Mariotte'- 
schen  und  Gay-Lussac'scben  Gesetze,  wenn  man  die  absolute 
Temperatur  mit  T  bezeichnet, 

pv  ^=  T .  Const. 

ist.  so  kann  man  auch  schreiben : 

Es  ergiebt  sich  also,  was  schon  weiter  oben  angeführt  wurde, 
dass  die  lebendige  Kraft  der  fortschreitenden  Bewegung  der  ab- 
soluten Temperatur  proportional  ist. 

18.  Wir  können  die  gefundenen  Gleichungen  zunächst  zu 
einem  interessanten  Schlüsse  anwenden,  nämlich  zur  Bestimmung 
der  Geschwindigkeit  u,  mit  welcher  sich  die  einzelnen  Gasmole- 
cüle bewegen. 

Das  Product  nm  stellt  die  Masse  des  ganzen  gegebenen  Gas- 


\NucoB^s%n^d^düi  .  2m u cos 9^ 
oder  zusammeng-ezogen: 

Nm  u^  co8^  &s%n9d9do}. 

Wenn  man  diesen  Ausdruck  nach  9  von  0  bis  -^  integrirt,   so  erhält  man 

den  Druck,   welchen   das  Flächenelement  du  von  dem  Gase  erleidet,  and 

wenn  man  diesen  Druck  mit  pdto  bezeichnet,  so  kommt: 

n 
a 

0 

^  Dieses  ist  dasselbe  Resultat,  wie  das,  welches  im  Texte  durch  die  Glei- 
chung (6)  ausgedrückt  ist,  denn,  wenn  für  ein  beliebiges  Volumen  v  die 
Anzahl  der  darin  befindlichen  Molecüle  mit  n,  and  für  die  Yolumeneinheit 

mm 

die  Anzahl  der  Molecüle  mit  N  bezeichnet  wird ,   so  hat  man   N  =^  — 

zu  setzen,  wodurch  die  vorstehende  Gleichung  in  (6)  übergeht    I866.J 

^)  Ich  nenne,  wie  es  in  neuerer  Zeit  mehrfach  geschehen  ist,  und  wie 
ich  selbst  es  auch  in  meinen  bisherigen  Abhandlungen  schon  gethan  habe, 
nicht  das  ganze  sondern  das  halbe  Product  aus  der  Masse  und  dem  Qua- 
drate der  Geschwindigkeit  die  lebendige  Kraft,  weil  man  nur  bei  dieser 
Definition  des  Begriffes  die  mathematischen  Ausdrücke,  welche  eine  Arbeit 
und  die  ihr  entsprechende  Vermehrung  oder  Verminderung  der  lebendigen 
Kraft  darstellen,  ohne  Hinzufügung  eines  Goefßcienten  einander  g-leich 
setzen  kann. 
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qaantums  dar.  Diese  dürfen  wir  aber  nicht  unmittelbar  mit  dem 
Gewichte  des  Gases  als  identisch  setzen,  sondern  sie  ist  das  Ge- 
wicht dividirt  durch  die  Schwerkraft  g.  Nennen  wir  das  Ge- 
wicht $,  so  ist 

9 
und  man  erhält  somit  aus  der  Gleichung  (6) : 

(7)  1*2  ==  -^^e_  . 

Wir  wollen  nun  als  Längeneinheit  das  Meter  und  als  Ge- 
wichtseinheit das  Kilogramm  wählen  und  voraussetzen,  es  sei 
ein  Kilogramm  eines  Gases  unter  dem  Drucke  von  1  Atm.  oder 
von  10333^^8^  auf  das  Quadratmeter  gegeben.    Dann  ist: 

g  ==  9°»,80896 
p  =  10333 
q  =  l. 

Zur  Bestimmung  von  v  weiss  man  nach  Regnault,  dass  ein 
Kilogramm  atmosphärischer  Luft  unter  dem  Drucke  von  1  Atm.  und 
bei  der  Temperatur  des  Gefrierpunctes  0,7733  Cubikmeter  ein- 
nimmt. Folglich  ist,  wenn  q  das  specifische  Gewicht  des  be- 
trachteten Gases  bedeutet,  das  Volumen  des  Gases  beim  Gefrier- 

puncte 

0,7733 

Q     ' 

und  bei  der  absoluten  Temperatur  T,  wenn  wir  die  absolute  Tem- 
peratur des  Gefrierpunctes  zu  273®  annehmen, 

0,7733     T     - 
Q      *  273  ' 

Demnach  erhält  man: 

w2  =  3  .  9,80896  .  10333  .  0,7733 


273  .  Q 
und  somit:  

Daraus  ergeben  sich  z.  B.  folgende  für  den  Gefrierpunct  gel- 
tende Zahlen: 
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für  Sauerstoff  461°» 

„    Stickstoff  492» 

„    Wasserstoff     1844° 

Diese  Zahlen  sind  die  mittleren  Geschwindigkeiten,  welche 
für  alle  Molecüle  zusammen  dieselbe  lebendige  Kraft  geben,  wie 
die  wirklich  stattfindenden  Geschwindigkeiten.  Dabei  ist  es  aber 
möglich,  dass  die  wirklichen  Geschwindigkeiten  der  einzelnen  Mo- 
lecüle sehr  bedeutend  von  dem  mittleren  Werthe  abweichen. 

19.  Schliesslich  wollen  wir  noch  mittelst  der  gewonnenen 
Gleichungen  untersuchen ,  wie  sich  die  lebendige  Krafl  der  fort- 
schreitenden  Bewegung  eu  der  ganeen  in  dem  Gase  vorhandenen 
lebendigen  Kräfte  d.  h  zu  der  im  Gase  vorhandenen  Wärme  ver- 
hält. 

Dabei  denken  wir  uns  der  Uebereinstimmung  wegen  die 
Wärmemenge  nicht  nach  der  gewöhnlichen  Wärmeeinheit,  sondern 
nach  der  mechanischen  Einheit  der  lebendigen  Kraft,  oder  was 
dasselbe  ist,  nach  der  Einheit  der  Arbeit  gemessen.  Man  braucht 
dazu  nur  die  auf  gewöhnliche  Weise  gemessene  Wärmemenge 
durch  das  Wärmeäquivalent  fiir  die  Einheit  der  Arbeit,  welches 
ich  wie  früher  A  nenne,  zu  dividiren.  Die  so  bestinmite  Wärme- 
menge möge  H  heissen. 

Bezeichnen  wir  femer  die  specifische  Wärme  des  Gases  bei 
constantem  Volumen,  oder  die  wahre  [Wärmecapacität]  mit  c,  so 
ist  die  Vermehrung  der  in  dem  Gasquantum  q  enthaltenen  Wärme- 
menge  bei  einer  Temperaturerhöhung  um  d  T: 

dH==^dT. 

A 

Durch  Integration  dieser  Gleichung  erhält  man : 

(9)  ^=X^- 

Eine  Constante  braucht  nicht  hinzugefügt  zu  werden,  da,  wie 
früher  gesagt,  die  im  Gase  vorhandene  Wärme  der  lebendigen 
Kraft  der  fortschreitenden  Bewegung,  und  demnach  der  absoluten 
Temperatur  proportional  ist. 

In  dieser  Gleichung  lässt  sich  der  Ausdruck  auf  der  rechten 
Seite  durch  einen  anderen  ersetzen,  welcher  für  die  beabsichtigte 
Untersuchung  sehr  bequem  ist. 

Die  Wärmemenge,  welche  man  dem  Gasquantum  q  mittheilen 
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muss,  damit  seine  Temperatur  xna  dT  und  sein  Volumen  um  dt; 
wächst,  wird  ausgediückt  durch 

^dT  +  päv, 

worin  das  erste  Glied  die  Zunahme  der  vorhandeuen  Wärme  und 
das  zweite  die  zu  Arbeit  verbrauchte  Wärme  darstellt.  Wird  nun 
angenommen,  dass  die  Erwärmung  unter  constantem  Drucke 
stattfinde,  so  ist  dadurch  das  Verhältniss  zwischen  dT  und  dv 
bestimmt.    Es  ist  nämlich  allgemein: 

pv  =  T  .  Const. 

Differentiirt  man  diese  Gleichung  unter  der  Annahme,  dass  p 
constant  sei,  so  kommt 

pdv  =  dT  .  Const, 

und  hieraus  kann  man  die  unbestimmt  gelassene  Constante  mit- 
telst der  vorigen  Gleichung  eliminiren,  wodurch  man  erhält: 

dv=  ^dT. 

Diesen  Werth  von  dv  wollen  wir  in  den  obigen  Ausdruck 
einsetzen.  Zugleich  können  wir,  wenn  cf  die  specifische  Wärme 
des  Gases  bei  constantem  Drucke  bedeutet,  die  ganze  dem  Gase 

mitgetheilte  Wärmemenge  für  diesen  Fall  mit  ^  dT  bezeichnen. 

Dadurch  entsteht  die  Gleichung 

woraus  folgt: 

(10)  l(l^T==pv. 

Mit  Hülfe  dieser  Gleichung  geht  (9). über  in: 

(11)  '         H=j^^pv. 

20.  Gehen  wir  nun  zu  der  früher  gewonnenen  Gleichung 
(6  a)  zurück ,  und  bezeichnen  zur  Abkürzung  die  lebendige  Kraft 
der  fortschreitenden  Bewegung  mit  K^  so  ist: 

K=lpv. 
Durch  Verbindung  dieser  Gleichung  mit  der  vorigen  erhalten  wir: 

Ol  au  lim,  mech.  Wlbmetheorle.  IL  |7 
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(12)  I  =  i0-O- 

Das  Verhältniss  der  lebendigen  Kraft  der  fortschreitenden  Bewe- 
gung zur  ganzen  lebendigen  Kraft  ist  also  auf  das  Verhältniss 
der  beiden  specifischen  Wärmen  zurückgeführt. 

Will  man  die  Werthe,  welche  das  Verhältniss  -^  bei  verschie- 
denen Gasen  annimmt,  unter  einander  vergleichen,  so  ist  es 
zweckmässig,  in  die  vorige  Formel  statt  der  nach  der  Gewichts- 
einheit gerechneten  specifischen  Wärmen  die  nach  der  Volumen- 
einheit gerechneten,  welche  zum  Unterschiede  y  und  /  heissen 
mögen,  einzuführen.     Dann  lautet  die  Gleichung: 

(13)  ^-j.-- 

Wenn  wir  von  solchen  Abweichungen,  welche  in  dem  unvollkom- 
menen Gaszustande  ihren  Grund  haben,  absehen,  und  uns  alle 
Gase  im  ideellen  Zustande  denken,  so  ist,  wie  ich  in  meiner  Ab- 
handlung „über  die  bewegende  Kraft  der  Wärme"  *)  nachgewiesen 
habe,  die  Differenz  y'  — •  y  für  alle  Gase  gleich.    Somit  ist  das 

Verhältniss  -^  der  nach  der   Volumeneinheit  gerechneten  tcahreti 

[Wärmecapadtät]  der  Gase  umgekehrt  proportional. 

Für  diejenigen  einfachen  Gase,  welche  in  Bezug  auf  ihr  Vo- 
lumen keine  Unregelmässigkeiten  zeigen,  und  die  zusammen- 
gesetzten, welche   bei  der  Zusammensetzung  keine  Volumen ver- 

minderung  erlitten  haben,  ist  y  und  somit  auch  -77-  gleich.      Bei 

diesen  Gasen  ist  angenähert: 


und  daraus  folgt: 


-  =  1,421, 
Y 


^  =  0,6315  2). 

£1 


1)  [Theil  I.  dieser  Sammlung  S.  45. J 

^)  rin  neaerer  Zeit  habe  ich  für  den  Brach  ^  statt  des  Werthes  1,421 

den  Werth  1,410  angewandt,  mit  Hülfe  dessen  man  für  -^  den  Werth  0,615 
erhält.     1866.] 
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Für  diejenigen  zusammengesetzten  Gase  dagegen,  deren  Volumen 
bei  der  Zusammensetzung  abgenommen  hat,  ist  y  grösser  uQd 

demgemäss  -^  kleiner,  und  zwar  um  so  mehr,  je  kleiner  das  Vo- 

lumen  der  Verbindung  im  Verhältniss  zu  der  Summe  der  Volu- 
men ihrer  Bestandtheile  ist,  wenn  die  letzteren  als  sämmtlich  gas- 
formig gedacht  werden. 

Es  bestätigt  sich  also,  was  früher  gesagt  wurde,  dass  die  le- 
bendige Kraft  der  fortschreitenden  Bewegung  allein  noch  nicht 
die  ganze  im  Gase  vorhandene  Wärme  darstellt,  und  dass  der 
Unterschied  um  so  grösser  ist,  aus  je  mehr  Atomen  die  einzelnen 
Molecüle  der  Verbindung  bestehen.  Man  muss  daher  schliessen, 
dass  ausser  der  fortschreitenden  Bewegung  der  ganzen  Molecüle 
noch  andere  Bewegungen  der  Bestandtheile  der  Molecüle  statt- 
finden, deren  lebendige  Kraft  ebenfalls  einen  Theil  der  Wärme 
ausmacht 


!?♦ 
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Ueber  die  mittlere  Länge  der  Wege,  welche  bei  der 

Moleoularbewegung  gasförmiger  Körper  von  den 

einzelnen  Moleoülen  zurückgelegt  werden. 

PoggendorfTs  Annalen,  Octoberheft  1858,  Bd.  CV,  S.  239;  Philosophie«! 

Magazine  4th  Ser.  Vol.  XVII,  p.  81. 


1.  In  der  im  Februarhefte  dieser  Annalen^)  enthaltenen 
Abhandlung  von  Buys-Ballot  „über  die  Art  von  Bewegung, 
welche  wir  Wärme  und  Electricität  nennen^S  sind  gegen  die  An- 
sichten, welche  Joule,  Krönig  und  ich  über  die  Molecolarbewe- 
gungen  in  gasförmigen  Körpern  ausgesprochen  haben,  einige  Ein- 
wendungen gemacht,  unter  denen  besonders  folgende  herrorzn- 
heben  ist  Es  wird  darauf  hingedeutet,  dass,  wenn  die  Moleciile 
sich  geradlinig  bewegten,  dadurch  eine  schnelle  Verinischung  von 
Gasmassen,  welche  mit  einander  in  Berührung  sind,  entstehen 
müsste,  was  in  der  Wirklichkeit  nicht  stattfindet  Zum  Beweise 
des  Letzteren  werden  auf  S.  250  folgende  Thatsachen  angefahrt 
„Wie  kommt  es  denn,  dass  Tabacksrauch  sich  in  Zimmern  so 
lange  in  unbewegten  Lagen  ausbreitet?^'  und  dieselbe  Erschei- 
nung wird  auch  von  Rauchwolken  in  freier  Luft  erwähnt  Fer- 
ner: „wenn  in  einer  Ecke  eines  Zimmers  Schwefelwasserstoff-  oder 
Chlorgas  entwickelt  wird,  so  verstreichen  ganze  Minuten,  ehe  man 


1)  fPogg.  Ann.  Bd.  CHI,  S.  240.] 
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es  in  der  anderen  Ecke  riecht,  während  doch  die  Gastheilchen 
das  Zimmer  in  einer  einzigen  Secunde  hunderte  Male  hätten 
durchlaufen  müssen.**  Endlich:  „wie  könnte  denn  auch  Eohlen- 
säuregas  in  einem  offenen  Gefasse  so  lange  verweilen?" 

Da  diese  Einwendungen  auf  den  ersten  Blick  als  sehr  schla- 
gend erscheinen  können ,  so  halte  ich  es  für  nöthig,  durch  beson- 
dere Betrachtungen  nachzuweisen,  dass  die  angeführten  That- 
sachen  mit  der  Theorie  von  der  geradlinigen  Bewegung  der  Mo- 
leciile ganz  wohl  vereinbar  sind.  Die  Anregung  dieses  Gegen- 
standes durch  Hrn.  Buys-Ballot  ist  mir  sogar  in  sofern  ange- 
nehm ,  als  sie  mir  eine  erwünschte  Gelegenheit  darbietet,  den  be- 
treffenden Theil  der  Theorie,  welchen  ich  in  meiner  früheren  Ab- 
handlung vielleicht  etwas  zu  kurz  behandelt  habe,  zu  TervoU- 
ständigen ,  und  dadurch  ferneren  Missverständnissen  vorzubeugen. 

2.  Es  wird  in  den  Einwendungen  vorausgesetzt,  dass  die 
Molecüle  bedeutende  Strecken  in  gerader  Linie  durchlaufen,  was 
besonders  in  der  zweiten  bestimmt  hervortritt,  wo  gesagt  wird, 
dass  ein  Molecül  in  Einer  Secunde  das  Zimmer  viele  Male  hätte 
durchlaufen  müssen.  Diese  Voraussetzung  darf  aber  in  keiner 
Weise  als  eine  nothwendige  Folge  der  von  mir  ausgesprochenen 
Ansichten  über  den  Zustand  der  Gase  betrachtet  werden.  Ich 
habe  unter  den  Bedingungen,  welche  erfüllt  sein  müssten,  wenn 
für  ein  Gas  das  Mariotte'sche  und  Gay-Lussac'sche  Gesetz 
ganz  streng  gültig  sein  sollte,  folgende  angeführt,  „dass  die  Theile 
des  von  einem  Molecüle  beschriebenen  Weges,  auf  welchen  die 
Molecularkräfte  von  Einfluss  sind,  indem  sie  die  Bewegung  des 
Molecüls  in  Richtung  oder  Geschwindigkeit  merklich  ändern,  ge- 
gen die  Theile  des  Weges,  auf  welchen  die  Kräfte  als  unwirksam 
betrachtet  werden  können,  verschwinden.**  Bei  den  in  der  Wirk- 
lichkeit vorhandenen  Gasen  ist  nun  das  Mariotte'sche  undGay- 
Lussac'sche  Gesetz  nicht  streng,  sondern  nur  angenähert  gültig, 
und  daraus  folgt,  dass  bei  ihnen  jene  ersten  Theile  des  Weges 
gegen  den  ganzen  Weg  zwar  klein,  aber  nicht  gerade  verschwin- 
dend klein  sein  müssen.  Da  nun  eine  der  Grundbedingungen, 
auf  welchen  die  ganze  Theorie  beruht,  die  ist,  dass  die  Molecular- 
kräfte nur  bis  in  geringe  Entfernungen  von  den  Molecülen  merk- 
bar sind,  so  kann  ein  Weg,  der  im  Verhältniss  zur  Wirkungs- 
sphäre eines  Molecüls  gross  ist,  doch,  absolut  genommen,  noch 
sehr  klein  sein. 


^» 
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Man  kann  sich  durch  einige  einfache  Betrachtungen  eine 
ungefähre  Vorstellung  von  der  mittleren  Grösse  der  Wege,  welche 
die  einzelnen  Molecüle  zurücklegen,  bilden,  und  ich  will  versuchen, 
dieses  im  Folgenden  auseinanderzusetzen. 

3.  Dazu  wird  es  zweckmässig  sein,  zunächst  einige  Bemer- 
kungen darüber  vorauszuschicken,  wie  man  sich  die  Molecular- 
kräfte  möglicherweise  vorstellen  kann,  und  was  man  sich  dem- 
gemäss  unter  der  Wirkungssphäre  zu  denken  hat.  Diese  Bemer- 
kungen sind  nicht  als  ein  wesentlicher  Bestandtheil  der  weiterhin 
folgenden  Entwickelung  zu  betrachten,  sondern  sollen  nur  dazu 
dienen,  die  Ideen  zu  fixiren. 

Wenn  wir  von  den  Kräften  der  chemischen  Verwandtschaft 
absehen,  und  nur  solche  Molecüle  betrachten,  die  chemisch  ge- 
gen einander  indifferent  sind,  so  glaube  ich,  dass  man  noch  zwei 
Kräfte  unterscheiden  muss,  dass  nämlich  bei  der  Annäherung 
zweier  Molecüle  zuerst  eine  Anziehungskraft  wirkt,  welche  schon 
in  einiger  Entfernung  anfängt  merkbar  zu  werden,  und  mit  Ab- 
nahme der  Entfernung  wächst;  dass  dann  aber,  wenn  die  Mole- 
cüle in  unmittelbare  Nähe  zu  einander  gelangt  sind,  eine  Kraft 
eintritt,  welche  sie  wieder  auseinander  zu  treiben  sucht  Wie 
man  sich  die  letztere  denken  will,  ob  so,  wie  bei  festen  elastischen 
Körpern,  die  erst,  wenn  sie  in  wirklicher  Berührung  sind  und 
mit  einer  gewissen  Kraft  zusammengedrückt  wurden,  sich  mit  der- 
selben Kraft  wieder  auseinander  treiben,  oder  so,  dass  sie  schon 
vor  der  wirklichen  Berührung  der  Molecüle  eintritt,  ist  für  die 
hier  beabsichtigte  Betrachtung  gleichgültig.  Ebenso  kann  der 
Ursprung  dieser  Kräfte,  ob  man  sie  beide  den  ponderablen 
Massentheilchen  selbst,  oder  eine  von  ihnen  einem  feineren  Stoffe, 
mit  dem  die  ponderablen  Massentheilchen  begabt  sein  können, 
zuschreiben  will,  hier  unerörtert  bleiben. 

Denken  wir  uns  nun  zwei  Molecüle,  die  sich  in  solchen  Rich- 
tungen bewegen,  dass  sie,  wenn  sie  diese  Richtungen  unverändert 
beibehielten ,  nicht  aufeinander  stossen ,  sondern  in  einiger  Ent- 
fernung aneinander  vorbeigehen  würden ,  so  können  verschiedene 
Fälle  eintreten.  Ist  die  Entfernung  sehr  klein,  so  kommen  die 
Molecüle,  welche  durch  die  schon  aus  einiger  Entfernung  wir- 
kende  Anziehungskraft  noch  mehr  zu  einander  gezogen  werden, 
sich  so  nahe,  dass  die  abstossende  Kraft  wirksam  wird  und  ein 
Abprallen  der  Molecüle  stattfindet.     Ist  die  Entfernung   etwas 


•i'*^ 
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grösser,  so  erleiden  die  Bahnen  der  Molecüle  nur  durch  die  An- 
ziehungskraft eine  gewisse  Richtungsänderung,  ohne  dass  die  Ab- 
stossungskraft  dabei  in  Wirksamkeit  treten  kann.  Endlich  bei 
noch  grösseren  Entfernungen  ist  der  Einfluss  der  Molecüle  auf 
einander  ganz  zu  vernachlässigen. 

Wie  gross  die  Entfernungen  sein  müssen,  damit  das  eine 
oder  das  andere  eintritt,  würde  sich,  selbst  wenn  man  über  die 
Molecularkräfte  genaue  Eenntniss  hätte,  nicht  allgemein  bestim- 
men lassen,  indem  dabei  auch  die  Geschwindigkeit  der  Molecüle 
und  die  gegenseitige  Neigung  ihrer  Bahnen  in  Betracht  kommen, 
indessen  würde  man  doch  mittlere  Werthe  dieser  Entfernungen 
angeben  können.  Wir  wollen  daher  annehmen,  es  sei  als  ein  sol- 
cher Mittelwerth  die  Entfernung  q  gegeben,  welche  die  Grenze 
zwischen  dem  ersten  und  zweiten  Fall  bildet,  und  deren  Bedeu- 
tung wir  noch  etwas  bestimmter  folgendermaassen  feststellen 
wollen.  Wenn  die  Schwerpuncte  zweier  Molecüle  solche  Bewe- 
gungsrichtungen haben,  dass  sie,  wenn  sie  sich  in  diesen  Eichtun- 
gen geradlinig  fortbewegten,  in  einer  Entfernung  an  einander 
vorbeigehen  würden,  die  grösser  als  g  ist,  so  ändern  die  Molecüle 
nur  durch  die  gegenseitige  Anziehung  die  Richtungen  ihrer  Bah- 
nen etwas,  ohne  dass  eine  auseinandertreibende  Kraft  zwischen 
ihnen  eintritt;  ist  dagegen  jene  Entfernung  kleiner  als  ^,  so  tritt 
auch  die  letztere  Kraft  in  Thätigkeit,  und  es  findet  ein  Abprallen 
der  Molecüle  statt. 

Wenn  wir  nun  unter  Zusammenstoss  zweier  Molecüle  nur 
den  letzteren  Fall  verstehen,  und  dagegen  die  Richtungsänderun- 
gen, welche  bei  grösseren  Entfernungen  durch  die  Anziehung,  ver- 
ursacht werden,  ausser  Acht  lassen,  so  können  wir  für  unsere 
hier  beabsichtigten  Betrachtungen  eine  um  den  Schwerpunct  des 
Molecüls  als  Gentrum  mit  dem  Radius  q  beschriebene  Kugel  als 
die  WirJcungssphäre  des  Molecüls  bezeichnen. 

Ich  will  noch  einmal  hervorheben,  dass  die  hierbei  gemach- 
ten speciellen  Annahmen  über  die  Natur  der  Molecularkräfte 
nicht  als  eine  nothwendige  Bedingung  für  die  Gültigkeit  der  fol- 
genden Entwickelungen  anzusehen  sind,  sondern  dass  sie  nur  da- 
zu dienen  sollten,  der  Vorstellung  einen  gewissen  Anhaltspunct 
zu  geben,  und  dadurch  das  Verständniss  zu  erleichtern.  Wie 
man  sich  auch  die  Kräfte,  durch  welche  die  Molecüle  ihre  Bewe- 
gungsrichtungen gegenseitig  ändern,  denken  nu'ig,  wenn  mau  nur 
zugiebt,  dass  ihre  Wirkungen  nur  bis  in  sehr  kleine  Entfernungen 
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merkbar  sind,  so  wird  man  immer  eine  Entfernung  als  Grenzwerth 
annehmen  können,  mit  der  Bestimmung,  dass  die  Wirkungen  in 
grössere  Entfernungen  hinaus  vernachlässigt  und  nur  die  Wir- 
kungen in  kleineren  Entfernungen  berücksichtigt  werden  sollen, 
und  eine  mit  dieser  Entfernung  beschriebene  Kugel  kann  man 
dann  als  Wirkungssphäre  bezeichnen. 

4.  Denkt  man  sich  nun  in  einem  gegebenen  Räume  eine 
grosse  Menge  von  Molecülen,  welche  sich  unregelmässig  durchein- 
ander bewegen ,  und  wählt  eins  unter  ihnen  zur  Betrachtung  aus, 
so  wird  dieses  bald  hier  bald  dort  gegen  eins  der  anderen  Mole- 
ciile  stossen  und  von  ihm  abprallen,  und  es  entsteht  nun  für  uns 
die  Frage,  wie  gross  die  mittlere  Weglänge  zwischen  zwei  solchen 
Zusammenstössen  ist,  oder  genauer  ausgedrückt,  wie  weit  sich  das 
Moleciü  durchschnittlich  bewegen  kann,  bis  sein  Schwerpunct  einmal 
in  die  Wirhungssphäre  eines  anderen  MolectUes  hommt. 

Wir  wollen  diese  Frage  jedoch  nicht  ohne  Weiteres  in  der 
vorstehenden  Form  behandeln,  sondern  wollen  statt  ihrer  eine 
etwas  einfachere  stellen,  welche  mit  ihr  in  solcher  Verbindung 
steht,  dass  man  aus  der  Lösung  der  einen  auf  die  der  anderen 
schliessen  kann. 

Nimmt  man  an,  dass  die  in  dem  Baume  befindlichen  Mole- 
cüle  nicht  sämmtlich  in  Bewegung  seien,  sondern  dass  nur  das 
eine  zur  Betrachtung  ausgewählte  Molecül  sich  bewege,  und  alle 
anderen  in  festen  Lagen  beharren,  so  wird  auch  unter  diesen 
Umständen  das  bewegliche  Molecül  bald  hier  bald  dort  gegen  eins 
der  anderen  stossen,  und  man  kann  nun  die  Anzahl  der  Anstösse, 
welche  es  in  diesem  Falle  während  einer  Zeiteinheit  erleidet,  mit 
derjenigen  vergleichen,  welche  es  im  Falle  der  allgemeinen  Bewe- 
gung erleiden  würde.  Bei  näherer  Betrachtung  des  Gegenstandes 
überzeugt  man  sich  bald ,  dass  die  Anzahl  der  Anstösse  unter  be- 
wegten Molecülen  grösser  sein  muss,  als  unter  ruhenden,  oder 
was  dasselbe  ist,  dass  die  mittlere  Länge  der  Wege,  welche  das 
betrachtete  Molecül  zvd^chen  je  zwei  Anstössen  zurücklagt,  im 
ersteren  Falle  kleiner  sein  muss  als  im  letzteren.  Das  Yerhalt- 
'  niss  zwischen  den  beiden  mittleren  Weglängen  lässt  sich  bestimmt 
berechnen,  sobald  die  Geschwindigkeit  der  übrigen  Molecüle  im 
Yerhältniss  zu  der  des  betrachteten  gegeben  ist.  Für  unsere  Un- 
tersuchungen ist  nur  der  Fall  von  besonderem  Interesse,  wo  die 
Geschwindigkeiten  aller   Molecüle   durchschnittlich   gleich  gross 


'.w 

'*>:• 
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sind,  wofür  wir  dann,  wenn  wir  nur  die  mittleren  Geschwindig- 
keiten betrachten,  einfacher  annehmen  können,  dass  alle  Molecüle 
sich  gleich  schnell  bewegen ,  und  für  diesen  Fall  erhält  man  fol- 
gendes Resultat.  Die  mittleren  Weglängen  für  die  beiden  Fälle, 
wo  die  übrigen  Molecvie  entweder  sich  ebenso  schnell  bewegen  wie 
dcis  betrachtete,  oder  in  Ruhe  sind,  verhalten  sich  wie  J  :  1. 

Der  Beweis  für  die  Richtigkeit  dieses  Verhältnisses  würde 
nicht  schwierig  sein,  indessen  ist  es  nicht  nothwendig,  dass  wir 
uns  damit  aufhalten,  da  es  sich  bei  unserer  Betrachtung  über  den 
mittleren  Weg  nicht  darum  handelt,  den  genauen  Zahlenwerth 
desselben  zu  bestimmen,  sondern  nur  einen  ungefähren  Begriff 
von  seiner  Grösse  zu  erhalten,  und  daher  auch  die  genaue  Eennt- 
niss  jenes  Verhältnisses  nicht  erforderlich  ist.  Für  unseren 
Zweck  genügt  es  schon,  wenn  nur  als  feststehend  angenommen 
werden  darf,  dass  der  mittlere  Weg  unter  bewegten  Molecülen 
nicht  grösser  sein  kann,  als  unter  ruhenden,  und  das  wird  wohl 
ohne  Weiteres  zugestanden  werden.  Wir  wollen  daher  unter  die- 
ser Voraussetzung  die  wirkliche  Behandlung  der  Frage  auf  den 
Fall  beschränken,  wo  nur  das  betrachtete  Molccül  sich  bewegt^  wäh- 
rend alle  anderen  in  Ruhe  sind  ^). 


1)  [Der  Vollständigkeit  wegen  will  ich  den  im  Texte  ohne  Beweis  an- 
gefahrten Satz,  dass  die  mittleren  Weglängen  für  die  beiden  Fälle,  wo 
die  übrigen  Molecüle  entweder  sich  ebenso  schnell  bewegen  wie  das  be- 
trachtete, oder  in  Buhe  sind,  sich  wie  |  :  1  verhalten,  hier  in  einer  An- 
merkung beweisen,  ähnlich  wie  ich  es,  veranlasst  durch  eine  abweichende 
AeuBsernng  von  Maxwell,  schon  im  Phil.  Mag.,  Janihefb  1860,  gethan 
habe. 

Wenn  das  betrachtete  Molecül,  welches  wir  znr  Unterscheidung  von 
den  übrigen  m  nennen  wollen,  sich  mit  der  Geschwindigkeit  u  zwischen 
ruhenden  Molecülen  bewegt,  und  man  die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass 
es  während  einer  bestimmten  unendlich  kleinen  Zeit  d  t  eines  der  ruhenden 
Molecüle  trifil,  mit  adt  bezeichnet,  so  ist  a  eine  Grösse,  welche  offen- 
bar der  Geschwindigkeit  u  proportional  ist,  und  man  kann  daher  setzen: 

a  z=  au, 

worin  a  ein  von  der  Anzahl  der  vorhandenen  Molecüle  und  von  der  Grösse 
ihrer  Wirkungssphären  abhängiger  Coefficient  ist. 

Nun  wollen  wir  den  Fall  betrachten,  wo  auch  die  übrigen  Molecüle  in 
Bewegung  sind,  und  zwar  wollen  wir  voraussetzen,  dass  sie  sich  alle  mit 
gleicher  Geschwindigkeit,  welche  v  heissen  soll,  bewegen. 

Vorläufig  möge  auch  noch  die  weitere  Voraussetzung  gemacht  werden, 
dass  alle  übrigen  Molecüle  eine  und  dieselbe  Bewegungsrichtung  haben, 
welche  mit  der  Bewegnngsrichtung   unseres  Molecüles  m  den  Winkel  gf 
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Ausserdem  können  wir  noch,  ohne  irgend  etwas  an  der  Sache 
zu  ändern,  statt  des  bewegten  Molecnls  einen  blossen  bewegten 
Punct  substituiren,  da  doch  nur  der  Schwerpunct  des  Molecüls 
in  Betracht  kommt. 


bilde.  Dann  hat  m  zu  allen  jenen  Molecülen  eine  und  dieselbe  relative 
Geschwindigkeit  r,  welche  durch  folgende  Gleichung  bestimmt  wird: 

r  =  Vu*  +  ^^  —  2uvco8q>. 
Nennen  wir  nun  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  m  unter  diesen  Umstän- 
den während  der  Zeit  d  t  ein  anderes  Moleoül  trifft,  bdt,  so  spielt  bei  der 
Bestimmung  von  b  offenbar  die  relative  Geschwindigkeit  r  dieselbe  Rolle, 
wie  bei  der  Bestimmung  von  a  die  Geschwindigkeit  u,  und  wir  haben 
daher  zu  setzen: 

6  =  «r. 

Nun  wollen  wir  jene  vorläufig  gemachte  Voraussetzung,  dass  alle,  übri- 
gen Molecüle  sich  nach  gleicher  Richtung  bewegen,  fallen  lassen,  und  an- 
nehmen, dass  sie  sich  nach  allen  möglichen  Richtungen  bewegen,  so  dass 
für  jedes  Molecül  jede  Richtung  im  Räume  gleich  wahrscheinlich  ist.  Dann 
hat  m  zu  den  verschiedenen  Molecülen  verschiedene  relative  Geschwindig- 
keiten.   Aus  allen  diesen  relativen  Geschwindigkeiten  wollen  wir  uns  das 

arithmetische  Mittel  gebildet  denken,  welches  mit  r  bezeichnet  werden 
möge.  Nennen  wir  nun  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  m  unter  diesen  Um- 
ständen während  der  Zeit  d  t  ein  anderes  Moiecül  trifft,  cdt,  so  haben  wir, 
um  c  zu  bestimmen,  nur  in  dem  vorher  für  b  gegebenen  Ausdrucke  an  die 

Stelle  von  r  den  MittelwerthT  zu  setzen.    Es  kommt  also: 

C  =i  ttVf 

und  aus  der  Vergleichung  dieses  Ausdruckes  mit  dem  für  a  au^esteUten 
ergiebt  sich  die  Proportion: 

c  :  a  =:  r  :  u. 

Um  nun  den  Mittelwerth  r  zu  bestimmen,  können  wir  folgende  Be- 
trachtung anstellen.  Die  Anzahl  der  Molecüle,  deren  Bewegungsrichtungen 
mit  der  Bewegungsrichtung  von  m  Winkel  bilden,  welche  zwischen  ^  und 
g)  •}-  d^  liegen,  verhält  sich  zur  ganzen  Anzahl  der  vorhandenen  Molecüle, 
wie  eine  Kugelzone  mit  dem  Polarwinkel  tp  und  der  Breite  dq>  zur  ganzen 
Kugelfiäche,  also  wie  2n  8ing>dip  :  4  n  oder  wie  \8inq)dq>  :  1.  Man  moas 
daher,  um  die  mittlere  relative  Geschwindigkeit  zu  erhalten,  den  oben  fnr 
r  gegebenen  Ausdruck  mit  |  Hn  tpdg)  multipliciren ,  und  dann  von  0  bis  s 
integriren,  also: 

71 


=  i/v5 


j2  _j-  |;2  —  2uvco8g)  .  sing>dg>. 
Die  Integration  giebt  zunächst: 
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5.  Es  sei  also  ein  Baum  gegeben,  in  welchem  sich  eine 
grosse  Menge  von  Molecülen  befindet,  ohne  regelmässige  Anord- 
nung, nur  mit  der  Bedingung ,  dass  die  Dichtigkeit  überall  gleich 
sei,  d.  h.  dass  sich  in  gleichen  Baumtheilen  gleich  viel  Molecüle 
befinden.  Die  Bestinmiung  der  Dichtigkeit  kann  auf  eine  für 
unsere  Untersuchungen  zweckmässige  Weise  dadurch  geschehen, 
dass  angegeben  wird,  wie  weit  zwei  einander  zunächstliegende 
Molecüle  von  einander  entfernt  sein  würden,  wenn  die  Molecüle 
cubisch  angeordnet  wären,  d.  h.  so  angeordnet,  dass  man  sich  den 
ganzen  Baum  in  lauter  gleiche,  sehr  kleine  würfelförmige  Bäume 
zerlegt  denken  könnte,  in  deren  Eckpuncten  die  Gentra  der  Mo- 
lecüle lägen.  Diese  Entfernung,  also  die  Seite  eines  der  kleinen 
Würfel,  wollen  wir  mit  X  bezeichnen,  und  wollen  sie  den  mittleren 
Abstand  der  NachbarmölecüU  nennen. 

Wenn  nun  durch  diesen  Baum  ein  Punct  sich  geradlinig  be- 


r  =-g-^  [(m»  +  17*  +  2t* i;)«  —  (u»  +  t;«  —  2tit?)ä], 


und  hieraus  folgt,  wenn  v  <C  u  ist*. 

-  l 

r  = 

6uv 

und  wenn  t?  >  i«  ist: 

1 


[(t*  +  t;)3  -  (m  -  t;)3j  =  m  +  J  .  ^ , 


üuv 

Für  den  speciellen  Fall,  wo  t;  =  u  ist,  nehmen  beide  Ausdrücke  einen  ge- 
meinsamen Werth  an,  nämlich: 


r  =  I  M. 

Setzen  wir  diesen  Werth  in  die  obige  Proportion  ein,  so  erhalten  wir 
für  die  beiden  Fälle,  welche  wir  zu  vergleichen  haben,  wo  die  übrigen  Mo- 
lecüle entweder  sich  ebenso  schnell  bewegen  wie  m,  oder  in  Ruhe  sind, 
folgende  Proportion: 

c  :  a  =  I  :  1. 

In  demselben  Verhältnisse,  in  welchem  die  Wahrscheinlichkeit,  dass 
unser  Molecül  m  während  der  unendlich  kleinen  Zeit  d  t  mit  einem  anderen 
zusammenstösst ,  in  dem  einen  der  beiden  Fälle  grösser  ist  als  im  anderen, 
mnss  auch  die  Anzahl  seiner  Zusammenstosse  während  der  Zeiteinheit  im 
einen  Falle  grösser  sein  als  im  anderen.  Femer  müssen  die  mittleren  Weg- 
längen  des  Molecüls  in  den  beiden  Fällen  sich  umgekehrt  verhalten,  wie 
die  Anzahlen  seiner  Zusammenstosse  während  der  Zeiteinheit,  und  wir  be- 
kommen somit  für  die  mittleren  Weglängen  das  Verhältniss: 

a  .  1 
welches  im  obigen  Satze  angegeben  ist.    1866.J 


268  Abhandlung  XV. 

wegt,  so  wollen  wir  uns  senkrecht  zu  seiner  Bewegungsrichtung 
den  Raum  in  parallele  Schichten  zerlegt  denken  und  bestimmen, 
wie  gross  die  Wahrscheinlichkeit  dafür  ist,  dass  der  Punct  eine 
Schicht  von  der  Dicke  x  frei  durcKläufl^  ohne  die  Wirkungssphäre 
eines  MöleciUs  jsu  treffen. 

Nehmen  wir  zuerst  eine  Schicht  von  der  Dicke  1 ,  und  be- 
zeichnen  die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  der  Punct  beim  Durch- 
laufen derselben  keine  Wirkungssphäre  trifft,  als  Bruchtheil  der 
Einheit,  mit  a,  so  ist  die  entsprechende  Wahrscheinlichkeit  für 
eine  Schicht  von  der  Dicke  2  gleich  a^,  denn  wenn  man  sich  diese 
Schicht  in  zwei  Schichten  von  der  Dicke  1  zerlegt  denkt,  so  muss 
man  die  Wahrscheinlichkeit,  welche  dafür  gilt,  dass  der  Punct  die 
erste  Schicht  frei  durchläuft  und  daher  zur  zweiten  gelangt,  mit 
der  Wahrscheinlichkeit ,  welche  für  das  Durchlaufen  der  letzteren 
gilt,  multipliciren.  Ebenso  erhält  man  für  eine  Schicht  von  der 
Dicke  8  den  Ausdruck  a^  u.  s.  f.  und  für  eine  Schicht  von  der  be- 
liebigen Dicke  X  kann  man  demgemäss  schreiben  a'.  Diesen  Aus- 
druck wollen  wir  noch  dadurch  umformen,  dass  wir  statt  a  setzen 
e^^j  worin  e  die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen  bedeutet,  und 
—  a  =  log.  nat.  a  ist ,  welcher  Logarithmus  negativ  sein  muss, 
weil  a  kleiner  als  1  ist.  Bezeichnen  wir  nun  die  Wahrscheinlich- 
keit für  das  freie  Durchlaufen  einer  Schicht  von  der  Dicke  x  mit 
TT,  so  haben  wir  die  Gleichung: 

(1)  Tr=e-«', 

und  es  kommt  nur  noch  darauf  an,  die  hierin  vorkommende  Con- 
stante  a  zu  bestimmen. 

Dazu  betrachten  wir  eine  Schicht  von  so  geringer  Dicke, 
dass  wir  die  höheren  Potenzen  der  Dicke  gegen  die  erste  vernach- 
lässigen können.  Nennen  wir  diese  Dicke  d  und  die  entsprechende 
Wahrscheinlichkeit  W^^  so  geht  die  vorige  Gleichung  über  in: 

(2)  W^  =  c-«<^  =  1  —  a  «. 

Andererseits  können  wir  für  diesen  Fall  die  Wahrscheinlich- 
keit auch  durch  einige  besondere  Betrachtungen  direct  bestim- 
men. Wählen  wir  in  der  Schicht  irgend  eine  den  Grenzebenen  paral- 
lele Ebene  zur  Betrachtung  aus,  und  denken  uns  die  sämmtlichen  Mo- 
lecüle,  deren  Centra  in  der  Schicht  liegen,  nach  der  Dickenrichtong 
der  Schicht!)   so  verschoben,  dass  ihre  Centra  in  diese  Ebene 


^)  [Im   ursprünglichen  Abdrucke   der  Abhandlung  war  hier  durch  ein 
Verseilen  gesetzt:  senkrecht  zur  Dicke  der  Schicht    1866.] 
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fallen,  so  brauchen  wir  nur  zu  fragen ,  wie  gross  die  Wahrschein- 
lichkeit ist,  dass  der  Punct  beim  Durchgange  durch  diese  Ebene 
keine  Wirkungssphäre  trifft ,  und  diese  Wahrscheinlichkeit  lässt 
sich  auf  einfache  Weise  durch  das  Verhältniss  zweier  Flächen- 
räume darstellen.  Von  dem  ganzen  Stücke  der  Ebene,  welches 
innerhalb  des  gegebenen  Raumes  liegt,  wird  ein  gewisser  Theil 
von  den  grössten  Kreisen  der  Wirkungssphären,  deren  Centra  sie 
enthält,  bedeckt,  während  der  übrige  Theil  für  den  Durchgang 
frei  ist,  und  die  Wahrscheinlichkeit  des  ungehinderten  Durch- 
ganges vird  daher  ausgedrückt  durch  das  Verhältniss  des  freien 
Theiles  der  Ebene  zur  ganzen  Ebene. 

Aus  der  Art,  wie  zu  Anfang  dieses  Artikels  die  Dichtigkeit 
bestimmt  wurde,  ergiebt  sich,  dass  in  einer  Schicht  von  der  Dicke 
A  so  viele  Molecüle  enthalten  sein  müssen,  dass,  wenn  man  sich 
dieselben  in  eine  und  dieselbe  den  Grenzebenen  parallele  Ebene 
gebracht,  und  in  dieser  Ebene  noch  quadratisch  angeordnet  denkt, 
dann  die  Seite  der  kleinen  Quadrate,  in  deren  Eckpuncten  sich 
die  Centra  der  Molecüle  befänden ,  gleich  k  sein  würde.  Daraus 
folgt,  dass  der  Theil  der  Ebene,  welcher  von  den  grössten  Krei- 
sen der  Wirkungssphären  bedeckt  wäre,  sich  zur  ganzen  Ebene 
verhalten  würde,  wie  Ein  grösster  Kreis  zu  einem  Quadrate  von 
der  Seite  A,  so  dass  also  der  bedeckte  Flächenraum  als  Bruch- 
theil  des  ganzen  Flächenraums  durch 

A« 

dargestellt  wäre.  Um  die  entsprechende  Grösse  für  eine  Schicht 
von  der  Dicke  8  zu  erhalten,  braucht  man  die  vorige  nur  mit 

-j-  zu  multipliciren,  also 


^)  [Wenn  man  jene  im  Texte  angewandte  Art,  die  Dichtigkeit  des 
Gases  su  bestimmen,  nicht  anwenden  will,  sondern  es  vorzieht,  die  Dichtig- 
keit einfach  durch  die  Anzahl  der  Molecüle,  welche  sich  in  der  Raumein- 
heit befinden,  aussadrüoken,  so  kann  man  dieser  Stelle  folgende  Form 
geben. 

Betrachtet  man  von  der  sehr  dünnen  Schicht,  deren  Dicke  &  genannt 
ist,  ein  Stück,  welches  der  Flächeneinheit  der  Grenzebenen  und  der  ihnen 
parallelen  Ebene  entspricht,  so  wird  der  Rauminhalt  dieses  Stückes  der 
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und  wenn  man  diese  Grösse  von  1  abzieht,  so  stellt  die  Diffe- 
renz den  freien  Theil  der  Ebene  als  Bruchtheil  der  ganzen 
Ebene  dar. 

Demnach  ist  die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  der  Punct 
durch  unsere  Ebene,  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  durch 
eine  Schicht  Ton  der  Dicke  d  ungehindert  hindurchgeht,  bestimmt 
durch  die  Gleichung: 

(3)  Tr,=  i-^'«, 

und  wenn  man  diesen  Ausdruck  von  W^  mit  dem  in  Gleichung 
(2)  gegebenen  vergleicht,  so  ergiebt  sich,  dass 

W  «  =  ■# 

sein  muss,  und  dadurch  geht  die  allgemeine  Gleichung  (1) 
über  in: 


71^« 


(5)  W=e    *• 


X 


6.  Mit  Hülfe  dieser  Gleichung  können  wir  nun  den  Mittel- 
werth  der  Wege,  welche  der  Punct  zu  durchlaufen  hat,  bis  er 
einmal  eine  Wirkungssphäre  trifft,  bestimmen. 

Nehmen  wir  an,  es  würde  eine  grosse  Anzahl  N  von  Poncten 
in  gleicher  Richtung  durch  den  Raum  geworfen,  und  denken  wir 
uns  den  Raum  senkrecht  zur  Bewegungsrichtung  in  sehr  dünne 


Schicht  aach  durch  <f  dargestellt.  Wenn  nun  die  Anzahl  der  Molecäle  in 
der  Raumeinheit  mit  n  bezeichnet  wird,  so  sind  in  dem  Stücke  der  Schicht 
n  cf  Molecüle  enthalten.  Denkt  'man  sich  die  Schwerpuncte  dieser  Molecdle 
in  jene  parallele  Ebene  verlegt,  so  nehmen  die  grössten  Kreise  ihrer  Wir- 
kungssphären hier  den  durch  das  Produot  n  gl^n&  dargestellten  Flächen- 

jf  aS 

räum  ein,  welches  Prodnct  mit  dem  im  Texte  stehenden  Ausdmoke     >^    if 

gleichbedeutend  ist. 

Ueberhaupt  kann  man  in   den  folgenden  Formeln,  wenn  man  e»  be- 
quemer findet,  den  Bruch  -p-  immer  durch  n  ersetzen.   Ich  habe  im  Texte 

nur  deshalb  die  cubische  Anordnung  der  Molecüle  zur  Bestimmung  der  Dich- 
tigkeit angewandt,  weil  die  Grösse  A,  welche  man  dadurch  erhält,  und 
welche  ich  den  mittleren  Abstand  der  Nachbarmolecüle  genannt  habe,  sehr 
geeignet  ist,  einerseits  mit  dem  Radius  der  Wirkungssphären  und  anderer^ 
seits  mit  der  mittleren  Weglänge  verglichen  zu  werden.    1866.] 
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Schichten  getheilt,  so  wird  eine  kleine  Anzahl  der  Puncte  schon 
in  der  ersten  Schicht  .von  den  Wirkungssphären  aufgefangen  wer- 
den ,  eine  andere  Anzahl  in  der  zweiten ,  eine  andere  in  der  drit- 
ten u.  s.  f  Wenn  man  nun  jede  dieser  kleineren  Zahlen  mit  der 
dazugehörigen  Weglänge  multiplicirt,  die  dadurch  entstehenden 
Producte  addirt,  und  die  erhaltene  Summe  durch  die  ganze  Zahl 
N  dividirt,  so  ist  der  Quotient  die  njittlere  Weglänge ,  welche  wir 
suchen. 

Nach  Gleichung  (5)  wird  die  Anzahl  der  Puncte,  welche  die 
Entfernung  x  vom  Ausgangspuncte  der  Bewegung  erreichen  oder 
überschreiten,  durch 

dargestellt,  und  dem  entsprechend  die  Anzahl,  welche  die  Ent- 
fernung rr  -{-  dx  erreichen  oder  tiberschreiten,  durch 

71 D«  71  O« 

Ne 


=  N,-^-  (.-!?! ..) 


Die  Differenz  dieser  beiden  Ausdrücke,  nämlich 

71^8 

Ne  •  ^j^  dx 

stellt  die  Anzahl  derjenigen  Puncte  dar,  welche  auf  der  Strecke 
von  X  zu  X  -{-  dx  aufgefangen  werden.  Der  Weg,  welchen  diese 
Puncte  zurückgelegt  haben,  ist,  wenn  wir  unendlich  kleine  Ab- 
weichungen vernachlässigen,  gleich  x  zu  setzen,  und  mit  dieser 
Länge  müssen  wir  also  den  vorigen  Ausdruck  multipliciren ,  um 
eines  der  vorher  erwähnten  Producte  zu  erhalten,  nämlich: 

Ne  •  -p-  xdx.  • 

Wenn  man  nun  von  allen  Producten  dieser  Art,  welche  den  ver- 
schiedenen Schichten  von  der  Dicke  dx  entsprechen,  die  Summe 
bilden  soll,  so  muss  dieses  natürlich  im  vorliegenden  Falle,  wo  die 
Schichten  unendlich  dünn  sind,  durch  Integration  geschehen.  Man 
hat  also  die  vorige  Formel  von  o;  =  0  bis  a?  =  oo  zu  integriren, 
wodurch  folgender  Ausdruck  entsteht: 

A« 

N~ 

Diesen  Ausdruck  braucht  man   nur  noch  durch  N  zu  dividiren. 
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um  die  gesuchte  mittlere  Weglänge  zu  bekommen.  Nennt  man 
diese  V,  so  lautet  die  Gleichung: 

In  dem  Falle ,  wo  nicht  bloss  Ein  Molecül  in  Bewegung  ist, 
während  alle  anderen  sich  in  Buhe  befinden,  sondern  wo  alle  Mo- 
lecüle  sich  gleich  schnell  bewegen,  ist  die  mittlere  Weglänge,  wie 
oben  erwähnt,  im  Verhältnisse  von  f  :  1  kleiner  als  im  vorher  be- 
trachteten. Man  erhält  also,  wenn  man  für  diesen  Fall  das  ein- 
fache Zeichen  l  wählt: 

Wenn  man  diese  Gleichung  in  folgender  Form  schreibt: 

so  ergiebt  sich  daraus  ein  einfacher  Satz.  Aus  der  Art,  wie  wir 
die  Dichtigkeit  bestimmt  haben ,  folgt ,  dass  der  Theil  des  gegebe- 
nen Raumes,  welcher  von  den  Wirkungssphären  der  Moleciile  aus- 
gefüllt wird,  sich  zum  ganzen  gegebenen  Baume  verhält,  wie  Eine 
Wirkungssphäre  zu  einem  Würfel  von  der  Seite  A,  also  wie 

I'tcq^  :  A3. 

Demnach  lässt  sich  die  Bedeutung  der  vorigen  Gleichung  folgen- 
dermaassen  aussprechen.  Die  mitüere  Weglänge  eines  Molecäls 
verhalt  sich  zvm  Radius  der  Wirkungssphären  ^  wie  der  von  dem 
Oase  im  Ganzen  eingenommene  liaum  eu  dem  Theile  des  Baumes, 
welcher  von  den  Wirlcwngssphären  der  Mölecüle  wirklich  ausgefiJJi 
mrd  ^). 


')  [Ich  will  hierbei  in  Erinnerung  bringen,  daes  wir  unter  Wirkungs^ 
Sphäre  der  obigen  Definition  gemäss  eine  um  den  Schwerpunct  des  Mole* 
cüles  geschlagene  Kugel  zu  verstehen  haben,  bis  zu  deren  Oberfläche 
der  Schwerpunct  eines  anderen  Molecüles  sich  ihm  nähecn  kann,  bevor  ein 
Abprallen  eintritt.  Will  man  die  Mölecüle  mit  elastischen  Engeln  verglei- 
chen, welche  sich  soweit  einander  nähern  können,  bis  ihre  Oberflächen  sich 
berühren,  so  ist  der  Radius  einer  solchen  Kugel  nur  halb  so  gross,  wie  der 
Radius  unserer  Wirkungssphäre.  Diesen  Unterschied  muss  man  berück- 
sichtigen, wenn  man  den  Satz  auf  solche  elastische  Kugeln  anwenden  wiQ. 
1866.] 
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7.  Um  ein  bestimmtes  Zahlenbeispiel  zu  haben,  wollen  wir 
einmal  in  runder  Zahl  annehmen,  die  Wirkungssphären  der  Mole- 
cüle  seien  so  klein,  dass  nul*  ein  Tausendstel  des  von  dem  Gase 
eingenommenen  Raumes  von  den  Wirkungssphären  wirklich  aus- 
gefüllt werde,  und  der  ganze  übrige  Theil  des  Raumes  für  die 
Bewegung  frei  sei. 

Für  diesen  Fall  hat  man : 

:r^  =  1000, 
woraus  folgt : 

(8)  -  =  16,12. 

Q 

Durch  Anwendung   dieses   Werthes  erhält  man  aus  den   Glei- 
chungen (6)  und  (7): 

(9)  V  =  1333(>  =  83A 

(10)  l  =  1000(>  =  62A. 

Die  ersten  Ausdrücke  in  beiden  Gleichungen  zeigen,  dass 
unter  der  gemachten  Annahme  der  mittlere  Weg  im  Verhältnisse 
zum  Radius  der  Wirkungssphären  eine  bedeutende  Länge  hat, 
und  dass  daher,  soweit  es  auf  den  Einfluss  dieses  Umstandes  an- 
kommt, das^Mariotte'sche  und  Gay-Lussac'sche  Gesetz  schon 
mit  grosser  Annäherung  für  das  Gas  gelten  kann.  Durch  einige 
einfache  Rechnungen  lässt  sich  nachweisen,  dass  das  Verhältniss 
Ton  1000  :  1  selbst  für  diejenigen  Annäherungen,  welche  Reg- 
nault  bei  den  permanenten  Gasen  gefunden  hat,  schon  vollkom- 
men ausreicht.  Man  kann  daher  die  als  Beispiel  angenommene 
Grösse  der  Wirkungssphären,  obwohl  sie  willkürlich  gewählt  ist, 
wenigstens  als  eine  solche  ansehen,  die  innerhalb  der  Grenzen  der 
Möglichkeit  liegt.  . 

Betrachten  wir  nun  aber  dieselbe  mittlere  Weglänge  in  der 
Weise,  dass  wir  sie  nicht  mit  Moleculardimensionen,  sondern  mit 
unseren  gewöhnlichen  Längeneinheiten  vergleichen,  so  erhalten 
irir  ganz  andere  Verhältnisse.  Bei  allen  physikalischen  und 
chemischen  Untersuchungen,  bei  denen  man  Gelegenheit  hat,  über 
die  Grösse  und  das  Gewicht  der  einzelnen  Molecüle  Schlüsse  zu 
ziehen,  wird  man  immer  darauf  hingeführt,  dass  die  Molecüle  im 
Verhältnisse  zu  allen  messbaren  Grössen  ganz  ausserordentlich 
klein  sein  müssen,  ohne  dass  man  bis  jetzt  jemals  dazu  gelangt 
wäre,  auch  nach  der  unteren  Seite  (für  die  Kleinheit)  eine  Grenze 

Clauaius,  mech.  Wftzmetheori«.  n.  18 
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angeben  zu  können.  Man  muss  daher,  wenn  eine  gewöhnliche 
Baumeinheit,  z.  6.  ein  Litre,  unter  dem  gewöhnlichen  atmosphäri- 
schen Drucke  mit  Gas  gefüllt  ist,  annehmen,  dass  die  Anzahl  der 
darin  enthaltenen  Molecfile  sehr  gross,  und  daher  der  Abstand 
der  Molecüle  sehr  klein  ist.  Demgemäss  sind  auch  die  vorher 
für  V  und  l  gefundenen  Werthe  83  A  und  62  A  noch  als  kleine 
Grössen  zu  betrachten. 

8.  Nachdem  wir  im  Vorstehenden  die  Länge  des  mUÜeren 
Weges  bestimmt  haben,  bleibt  uns  noch  zu  untersuchen,  wie  sich 
die  einzelnen  wirklich  vorkommenden  Wege  zum  mittleren  Wege 
verhalten. 

Zunächst  entsteht  die  Frage,  wie  sich  die  Anzahl  der  Fälle, 
in  welchen  der  wirkliche  Weg  kleiner  als  der  mittlere  ist,  zur 
Anzahl  derer  verhält ,  in  welchen  er  grösser  ist.  Zur  Beantwor- 
tung dieser  Frage  dient  die  Gleichung  (5),  in  welcher  man  nur 
für  X  den  mittleren  Weg  V  zu  setzen  braucht,  um  die  Wahrschein- 
lichkeit dafür,  dass  der  wirkliche  Weg  gleich  oder  grösser  als  der 
mittlere  ist,  zu  erhalten.  Wendet  man  hierbei  für  V  den  in  (6) 
gegebenen  Ausdiuck  an,  und  bezeichnet  den  betreffenden  Werth 
von  TT  mit  TTi,  so  kommt: 

(11)  Wi=€r^  =  0,3679, 

woraus  folgt,  d^ss  unter  JVFällen  nur 

0,3679  N 

Fälle  vorkommen,  in  welchen  der  wirkliche  Weg  gleich  oder 
grösser  als  der  mittlere  ist,  während  in  den  übrigen 

0,6321  N 
Fällen  der  wirkliche  Weg  kleiner  ist 

Fragt  man  femer  nach  der  Anzahl  von  Fällen ,  in  welchen 
der  wirkliche  Weg  die  zweifache,  dreifache  etc.  Länge  des  mitt- 
leren Weges  erreicht  oder  übertriflEt,  so  kann  man  dasselbe  Ver- 
fahren, wie  vorher,  anwenden.  Nennt  man  die  betreffenden 
Wahrscheinlichkeiten  W2^  Ws  etc.,  so  kommt: 

etc. 
Diese  Zahlen  nehmen  offenbar  sehr  schnell  ab,  indem  z.  B. 

e-w  =  0,000046 


i 
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ist,  und  man  sieht  daraus,  dass,  wenn  auch  einzelne  Fälle  Tor- 
kommen,  in  welchen  ein  Molecül  einen  beträchtlich  längeren  Weg 
als  den  mittleren  zurücklegt,  diese  Fälle  doch  Tcrhältnissmässig 
selten  sind ,  und  dass  in  der  überwiegenden  Mehrzahl  von  Fällen 
die  wirklichen  Wege  kleiner  oder  nur  wenig  grösser  sind,  als  der 
oben  gefundene  kleine  Mittelwerth. 

■ 

9.  Wendet  man  nun  diese  Resultate  auf  das  äusserlich 
wahrnehmbare  Verhalten  der  Gase  an ,  wobei  vorausgesetzt  wer- 
den soll,  dass  ausser  den  Molecularbewegungen  keine  anderen, 
den  ganzen  Massen  gemeinsamen  Bewegungen  vorkommen,  so 
überzeugt  man  sich  leicht,  dass  die  Theorie,  welche  die  Expan- 
sivkraft der  Gase  aus  geradlinigen  Bewegungen  der  Molecüle  er- 
klärt, nicht  zu  dem  Schlüsse  führt,  dass  zwei  aneinander  gren- 
zende Gasmassen  sich  schnell  und  stürmisch  vermischen  müssen, 
sondern  dass  nur  eine  verhältnissmässig  kleine  Anzahl  von  Mo- 
lecülen  schnell  in  grössere  Entfernungen  gelangen  kann,  während 
die  Hauptmassen  sich  nur  allmählich  an  den  Grenzflächen  mischen 
können. 

Demnach  ist  es  erklärlich,  weshalb  Rauchwolken  in  ruhiger 
Luft  ihre  Gestalt  nur  langsam  verändern.  Selbst  in  bewegter 
Luft,  wenn  die  Bewegung  nur  in  einem  gleichmässigen  Strömen 
der  ganzen  Masse  besteht,  können  Rauchwolken  mit  fortgeführt 
werden,  ohne  deshalb  ihre  Gestalt  schnell  ändern  zu  müssen. 
Ebenso  einfach  erklären  sich  auch  die  beiden  anderen  von 
Buys-Ballot  angeführten  Tbatsachen.  Die  von  ihm  bei  einer 
derselben  gemachte  Bemerkung,  dass  die  Gastheilchen  das  Zim- 
mer in  einer  einzigen  Secunde  hunderte  Male  durchlaufen 
müssten,  ist  der  Theorie  durchaus  fremd.  Vielleicht  könnte 
man  von  einer  Stelle,  welche  in  der  meiner  früheren  Abhand- 
lung beigefügten  mathematischen  Entwickelung  vorkommt,  sagen, 
dass  sie  zu  einer  solchen  Vorstellung  Veranlassung  gebe.  Ich 
habe  nämlich  dort  vorausgesetzt,  dass  sich  das  Gas  in  einem 
sehr  flachen  Gefässe  befinde,  und  habe  dann  angenommen,  dass 
die  Gasmolecüle,  ohne  sich  gegenseitig  zu  stören,  zwischen  den 
beiden  grossen  parallelen  Wänden  hin-  und  herfliegen.  In- 
dessen habe  ich  *  dort  die  Annahme  mit  folgenden  Worten  ein- 
geleitet: „man  kann  bei  der  Bestimmung  des  Druckes,  statt  die 
Sewegu/ng   ganz   so   zu   betrachten  y  wie   sie  mrUich   stattfindet. 

18  ♦ 
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einige  Vereinfachangen  einfuhren/^  und  dadurch  glaube  ich 
bestimmt  genug  darauf  aufiuerksam  gemacht  zu  haben ,  daas 
die  Annahme  nicht  dazu  dienen  sollte,  ein  Bild  von  dem  wirk- 
lichen Vorgange  zu  geben,  soildern  nur  die  dort  beabsichtigte 
Rechnung,  deren  Resultat  dadurch  nicht  geändert  werden  konnte, 
zu  erleichtern. 


ABHANDLUNG  XVL 


Ueber  die  Wärmeleltnng  gasförmiger  Körper. 

PoggendorfPs  Annalen  Januarheft  1862,  Bd.  CXV,  S.  1;  Philosophical  Magazin« 

4th   Ser.  Vol.  XXIII,  p.  417  u.  512. 


[Nachdem  in  der  vorstehenden  Abhandlung  gezeigt  war,  dass 
man  die  einzelnen  geradlinig  zurückgelegten  Wege  der  Gasmole- 
cüle  nur  als  sehr  klein  anzusehen  hat,  war  dadurch  der  Umstand, 
dass  zwei  in  Berührung  stehende  Gasmengen  sich  nur  langsam 
mischen,  genügend  erklärt.  Dagegen  wurde  ein  anderer  Umstand 
von  verschiedenen  Seiten  als  noch  unerklärt  bezeichnet,  nämlich 
das  geringe  Wärmeleitungsvermögen  der  Gase. 

Man  sagte,  wenn  auch  die  Molecüle  selbst  sich  nur  kurze 
Strecken  bewegten,  so  müsste  doch  eine  irgendwo  im  Gase  statt- 
findende grössere  Bewegungsgeschwindigkeit  dadurch,  dass  sie  bei 
jedem  Zusammenstoss  von  einem  Molecüle  auf  das  andere  über- 
gehe, sich  so  schnell  ausbreiten,  dass  locale  Temperaturverschie- 
denheiten in  einer  Gasmasse  nicht  möglich  wären.  Man  führte 
als  Analogen  die  bekannte  Erscheinung  an ,  dass  in  einer  Reihe 
gleicher  elastischer  Kugeln  eine  Bewegung,  welche  man  der  er- 
sten mittheilt,  sich  durch  Uebertragung  von  Kugel  zu  Kugel  schnell 
weithin  fortpflanzen  kann,  während  doch  jede  Kugel  dabei  nur 
einen  sehr  kleinen  Weg  durchläuft. 

Diesen  Vergleich  und  den  darauf  gestützten  Schluss  über  die 
schnelle  Ausbreitung  der  Wärme  in  gasformigen  Körpern  konnte 


278  Abhandlung  XVI. 

ich  nicht  als  richtig  zugeben,  weil  bei  der  Unregelmässigkeit  der 
Bewegungen  der  Oasmolecüle  ganz  andere  Erscheinungen  eintre- 
ten müssen,  als  bei  einer  Reihe  von  Kugeln,  welche  in  gerader  Li- 
nie geordne.t  sind,  und  sich  Bewegungen  mittheilen,  die  nur  in  die- 
ser geraden  Linie  stattfinden. 

In  anderer  Weise  war  die  Wärmeleitung  der  Gase  in  einer 
i.  J.  1860  erschienenen  sehr  schätzbaren  Abhandlung  yon  Max- 
well^) betrachtet;  indessen  war  sie  hier  neben  anderen  auf  die 
dynamische  Theorie  der  Gase  bezüglichen  Gegenständen  nur  kurz 
behandelt,  und  gegen  die  Art  der  Behandlung  glaubte  ich  be- 
deutende Einwendungen  erheben  zu  müssen. 

Unter  diesen  Umständen  schien  es  mir  zweckmässig,  die 
Wärmeleitung  der  Gase  unter  Zugrundelegung  der  bisher  yon 
mir  yerfochtenen  Hypothese  über  die  Molecularbewegungen  in 
gasförmigen  Körpern  einer  näheren  mathematischen  Betrachtung 
zu  unterwerfen,  und  ich  lasse  die  so  entstandene  Abhandlung  hier 
folgen.  Dabei  glaube  ich  darauf  aufmerksam  machen  zu  dürfen, 
dass  dieselben  Principien,  welche  bei  dieser  Untersuchung  zur 
Sprache  kommen  werden,  mit  gewissen  Modificationen  auch  in 
yielen  anderen  Fällen  Anwendung  finden  können,  wo  es  sich 
darum  handelt,  die  inneren  Vorgänge  in  einer  Gasmasse  zu  be- 
stimmen, und  dass  insofern  die  nachfolgende  Auseinandersetzung 
eine  über  die  zunächst  gestellte  Aufgabe  hinausgehende  allge- 
meinere Bedeutung  beanspruchen  darf.  1866.] 

I.  Feststellung  des  zu  betrachtenden  Falles. 

§.  1.  Wir  denken  uns  eine  Gasmenge  zwischen  zwei  unend- 
lich grossen  einander  parallelen  ebenen  Wänden,  yon  denen  jede 
auf  einer  constanten  Temperatur  erhalten  wird.  Wenn  die  Tem- 
peratur der  einen  Wand  höher  ist,  als  die  der  anderen,  so  wird 
yermittelst  des  Gases  eine  Wärmeleitung  yon  der  einen  Wand  zur 
anderen  stattfinden,  indem  fortwährend  Wärme  yon  der  wärme- 
ren Wand  In  das  Gas  übergeht,  dann  innerhalb  desselben  yon 
Schicht  zu  Schicht  fortgepflanzt  und  endlich  yom  Gase  wieder  an 
die  kältere  Wand  abgegeben  wird.  Da  wir  hier  nur  diejenige 
Wärmebewegung  betrachten  wollen ,  welche  durch  Leitung  statt- 
findet, und  nicht  die,  welche  durch  Strömungen  yeranlasst  werden 


1)  Phil  Mag.  4«  8er.  Vol.  XIX,  p.  19,  und  Vol.  XX,  p.  21. 
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kann,  die  im  Gase  dadurch  entstehen,  dass  die  wärmeren  Theile 
des  Gases  speeifisch  leichter  sind,  als  die  kälteren,  und  daher 
jene  nach  oben  und  diese  nach  unten  zu  strömen  suchen,  so  wol- 
len wir  von  der  Wirkung  der  Schwere  ganz  absehen,  was  ange- 
nähert dem  Falle  entspricht,  wo  die  beiden  begrenzenden  Wände 
horizontal  sind,  und  die  wärmere  oben  ist,  weil  in  diesem  Falle 
eben&lls  keine  Strömungen  entstehen. 

Wenn  die  beiden  Wände  längere  Zeit  auf  constanter  Tempe- 
ratur erhalten  werden,  so  tritt  zuletzt  in  dem  Gase  ein  stationä- 
rer Zustand  ein ,  bei  dem  die  Temperatur  an  jeder  Stelle  unver- 
änderlich, aber  an  verschiedenen  Stellen  verschieden  ist,  und  zwar 
in  der  Weise,  dass  in  jeder  den  begrenzenden  Wänden-  parallelen 
Ebene  die  Temperatur  überall  gleich  ist,  dagegen  in  der  Richtung 
von  der  wärmeren  Wand  zur  kälteren  die  Temperatur  nach  einem 
bestimmten  Gesetze  stetig  abnimmt  Zugleich  findet  dann  durch 
das  Gas  hindurch  ein  Wärmestrom  von  bestimmter  unveränder- 
licher Stärke  statt. 

Diesen  stationären  Zustand  des  Gases  wollen  wir  nun  betrach- 
ten und  den  dabei  stattfindenden  Wärmestrom,  welcher  durch  die 
Wärmeleitung  des  Gases  verursacht  wird,  zu  bestimmen  suchen. 

§.  2.  Wir  denken  uns  zwischen  den  beiden  Wänden  eine  auf 
ihnen  senkrecht  stehende  Gerade  gezogen,  und  nehmen  diese  als 
Abscissenaxe,  dann  ist  die  Temperatur  innerhalb  des  Gases  eine 
Function  der  Abscisse  x,  und  wenn  wir,  um  gleich  eine  bestimmte 
Anschauung  zu  gewinnen,  voraussetzen,  dass  die  erste  Wand,  wo 
die  Abscisse  ihren  kleinsten  Werth  hat,  die  wärmere  sei,  so  nimmt 
die  Temperatur  innerhalb  des  Gases  mit  wachsendem  x  ab.  Die 
Dichtigkeit  des  Gases  verhält  sich  umgekehrt,  indem  für  den  Gleich- 
gewichtszustand die  Dichtigkeit  um  so  grösser  sein  muss,  je  nie- 
driger die  Temperatur  ist;  sie  ist  also  eine  Fimction  von  x^  welche ' 
mit  wachsendem  x  zunimmt. 

Wir  setzen  nun  voraus,  dass  die  Gasmolecüle  nach  allen 
Richtungen  unregelmässig  durcheinander  fliegen,  und  dabei  bald 
hier  bald  dort  zusammenstossen  und  von  einander  abprallen;  und 
dass  ferner  die  Bewegungsgeschwindigkeit  um  so  grösser  ist,  je 
höher  die  Temperatur  ist  Denken  wir  uns  nun  durch  den  mit 
Gas  gefüllten  Raum  eine  den  begrenzenden  Wänden  parallele  Ebene 
gelegt,  so  gehen  durch  diese  während  der  Zeiteinheit  eine  grosse 
Anzahl  von  Molecülen  von  der  negativen  zur  positiven  Seite,  und 
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umgekehrt.  Die  Molecüle,  welche  yon  der  negativen  zur  positiven 
Seite  gehen,  haben  im  Allgemeinen  eine  grössere  Geschwindigkeit 
als  die,  welche  von  der  positiven  zur  negativen  Seite  gehen,  weil 
an  der  negativen  Seite  der  Ebene  unserer  Annahme  nach  die  Tem- 
peratur höher  und  somit  die  Bewegungsgeschwindigkeit  der  Mo- 
lecüle  grösser  ist,  als  an  der  positiven.  Die  gesammte  lebendige 
Kraft,  welche  während  der  Zeiteinheit  im  positiven  Sinne  durch 
die  Ebene  geht,  ist  demnach  grösser  als  die,  welche  im  negativen 
Sinne  hindurchgeht,  und  wir  behalten  daher,  wenn  wir  gleiche 
Mengen,  welche  im  entgegengesetzten  Sinne  hindurchgehen,  sich 
gegenseitig  aufheben  lassen ,  noch  einen  gewissen  Ueberschuss  an 
lebendiger  Kraft,  der  im  positiven  Sinne  hindurchgeht.  Diese  durch 
die  Ebene  gehende  lebendige  Kraft  bildet,  indem  wir  lebendige 
Ejraft  und  Wärme  als  gleichbedeutend  ansehen,  den  im  vorigen 
Paragraphen  erwähnten  Wärmestrom,  welchen  wir  Wärmeleitong 
nennen  und  im  Folgenden  zu  betrachten  haben  ^). 

IL    Verhalten  der  von  einer  unendlich  dünnen  Schicht 

ausgesandten  Molecüle. 

§.  3.  Wir  wollen  damit  beginnen ,  die  Art  der  Bewegungen 
der  einzelnen  Molecüle  etwas  näher  zu  betrachten. 

Wir  denken  uns  zwei  auf  der  x^Axe  senkrechte  einander  un- 
endlich nahe  parallele  Ebenen  gelegt,  welche  eine  unendlich  dünne 
Schicht  einschliessen.  Da  diese  Schicht  fortwährend  in  allen  Rich- 
tungen von  Molecülen  durchflogen  wird,  so  muss  es  sich  zuweilen 
treffen,  dass  zwei  Molecüle  innerhalb  der  Schicht  zusammenstossen, 
und  dann  wieder  auseinauderprallen.     Diese  Molecüle,    weldie, 


1)  Es  wird  dem  Obigen  nach  bei  der  Leitung  nur  diejenige  Wärme  be- 
trachtet, welche  den  Molecülen  selbst  innewohnt,  und  von  einem  Molecüle 
zum  anderen  nur  durch  Zusammenstoss  übertragen  wird.  Ausserdem  thei- 
len  sich  die  Molecüle  noch  dadurch  Wärme  mit,  dass  jedes  Molecül  Wärme 
ausstrahlt,  welche  sich  durch  den  Aether  fortpflanzt  und  auf  ihrem  Wege 
von  den  anderen  Molecülen  nach  und  nach  theilweise  absorbirt  wird.  Diese 
Mittheilung  kann  man  aber  bei  Stoffen  von  so  geringer  Ausstrahlung  und 
Absorption,  wie  die  Gase  sind,  wohl  kaum  mit  zur  Leitung  rechnen,  da  sie 
bei  den  langen  Wegen,  welche  die  Wärmestrahlen  durchlaufen  können,  ohne 
absorbirt  zu  werden,  einen  wesentlich  anderen  Charakter  hat.  Jeden£sl]s 
wird  es  erlaubt  sein,  die  eine  Art  von  Wärmebewegung  für  sich  allein  ra 
betrachten,  und  wir  wollen  daher  im  Folgenden  das  Wort  Wärmeleitung 
stets  in  diesem  Sinne  gebrauchen. 
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nachdem  sie  durch  den  Zusammenstoss  ihre  früheren  Bewegun- 
gen verloren  haben,  mit  veränderten  Bewegungen  wieder  aus  der 
Schicht  heraustreten,  wollen  wir  kurz  die  von  der  Schicht  ausge- 
sandten Molecüle  nennen,  und  deren  Bewegungen  wollen  wir  jetzt 
ins  Auge  fassen. 

Diese  Bewegungen  sind  unter  einander  sehr  verschieden,  und 
zwar  müssen  wir  unter  den  vorkommenden  Verschiedenheiten  zwei 
Arten  unterscheiden,  welche  durch  zwei  von  einander  unabhängige 
Ursachen  veranlasst  werden,  und  daher  auch  getrennt  betrachtet 
werden  können.  Die  eine  Art  besteht  aus  jenen  unregelmässigen 
Verschiedenheiten,  welche  bei  den  Molecularbewegungen,  die  wir 
Wärme  nennen,  immer  herrschen,  und  daher  auch  dann  stattfin- 
den würden,  wenn  das  Gas  überall  gleiche  Temperatur  und  Dich- 
tigkeit hätte.  Sie  haben  ihren  Grund  in  mancherlei  zufalligen 
Ungleichheiten,  welche  bei  den  einzelnen  Zusammenstössen  vor- 
kommen, und  wir  wollen  sie  die  zufälligen  Verschiedenheiten  nen- 
nen. Die  andere  Art  von  Verschiedenheiten  ist  dadurch  bedingt, 
dass  die  Temperatur  und  Dichtigkeit  des  Gases  nicht  überall 
gleich  ist.  Diese  Verschiedenheiten  hängen  in  bestimmter  Weise 
von  den  Gesetzen  ab,  denen  die  in  dem  Gase  stattfindenden  Tem- 
peratur- und  Dichtigkeitsunterschiede  unterworfen  sind,  und  wir 
wollen  sie  daher  die  gesetzmässigen  Verschiedenheiten  nennen. 

Die  letzteren  sind  es,  welche  bei  der  Wärmeleitung  vorzugs- 
weise in  Betracht  kommen,  und  auf  sie  wollen  wir  daher  zunächst 
unsere  Aufmerksamkeit  richten. 

Die  Ursache  ihrer  Entstehung  beruht  im  vorliegenden  Falle 
darauf,  dass  von  zwei  Molecülen,  welche  in  der  Schicht  zusammen- 
treffen, wenn  sie  von  verschiedenen  Seiten  in  die  Schicht  einge- 
treten sind,  im  Allgemeinen  das  von  der  wärmeren  Seite  kommende 
Molecül  eine  grössere  Geschwindigkeit  hat,  als  das  von  der  kälte- 
ren Seite  kommende.  Die  Grösse  dieses  Unterschiedes  hängt  da- 
von ab,  wie  weit  die  Stellen,  wo  die  betreffenden  Molecüle  ihre 
Bewegungen  begonnen  haben,  von  der  betrachteten  Schicht  ent- 
fernt sind,  und  da  die  Wege,  welche  die  Molecüle  zwischen  je  zwei 
Zusammenstössen  zurücklegen,  im  Allgemeinen  nur  sehr  klein  sind, 
so  kann  auch  dieser  Unterschied  nur  klein  sein,  in  der  Weise,  dass 
wir  den  Mittelwerth  dieses  Unterschiedes  als  eine  Grösse  von  der- 
selben Ordnung,  wie  die  mittlere  Weglänge  der  Molecüle  betrach- 
ten können.    Wir  müssen  nun  festzustellen  suchen ,  welchen  Ein- 
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fluss  dieser  vor  den  Stössen  stattfindende  Unterschied  auf  die  Be- 
wegungen nach  den  Stössen  ausübt. 

§.  4.  Das  Verhalten  zweier  Molecüle  beim  Zusammenstosse 
ist  nicht  in  allen  Beziehungen  dasselbe,  wie  das  zweier  elastischer 
Kugeln,  indessen  kann  man  doch  in  vielen  Beziehungen  einen 
nützlichen  Einblick  in  das  Verhalten  der  Molecüle  gewinnen,  wenn 
man  von  der  Betrachtung  elastischer  Kugeln  ausgeht.  Die  gegen- 
seitige Einwirkung  zweier  elastischer  Kugeln  beim  Zusammenstosse 
ist  in  recht  übersichtlicher  Weise  in  der  oben  erwähnten  Abhand- 
lung von  Maxwell  zusammengestellt  Ich  will  hier  nur  einige 
Sätze ,  welche  auch  sonst  als  hinlänglich  bekannt  zu  betrachten 
sind,  anführen. 

Wenn  zwei  gleiche  elastische  Kugeln  mit  gleicher  Geschwin- 
digkeit in  entgegengesetzter  Richtung  fliegen,  und  zwar  so,  dass 
ihre  Mittelpunkte  sich  in  derselben  Geraden  bewegen ,  und  die 
Kugeln  daher  central  zusammenstosseu ,  so  prallen  sie  in  der 
Weise  von  einander  ab,  dass  jede  Kugel  mit  gleicher  Geschwindig- 
keit nach  der  Richtung  zurückfliegt,  aus  der  sie  gekommen  ist 
Bewegen  sich  die  Kugeln  aber  yor  dem  Stosse  zwar  in  entgegen- 
gesetzter Richtung,  aber  so,  dass  die  Wege  ihrer  Mittelpunkte 
nicht  in  derselben  Geraden,  sondern  in  zwei  parallelen  Geraden 
liegen,  und  dass  folglich  die  Kugeln  excentrisch  zusammenstosseu, 
so  prallen  sie  zwar  wieder  mit  gleichen  Geschwindigkeiten  aus- 
einander, und  die  Gentra  bewegen  sich  wieder  nach  entgegengesetz- 
ten Seiten  in  zwei  parallelen  Geraden,  aber  die  Richtnng  dieser 
Geraden  ist  nicht  dieselbe,  wie  die  Richtung  derjenigen  Geraden» 
in  welchen  sich  die  Gentra  vor  dem  Stosse  bewegten.  Die  neue 
Richtung  hängt  von  der  Lage  ab,  welche  der  Punct  des  Zusam- 
mentreffens in  den  beiden  Oberflächen  hat,  und  da  die  Kugeln  in 
unendlich  vielen  verschiedenen  Puncten  ihrer  Oberflächen  zusam- 
mentreffen können,  so  findet  auch  in  den  Richtungen  des  Ausein- 
anderprallens  eine  unendliche  Mannichfaltigkeit  statt,  und  es  lässt 
sich  leicht  beweisen,  dass  jede  mögliche  Richtung  im  Baume  für 
die  Bewegungen  der  Kugeln  nach  dem  Stosse  gleich  wahrscheinr 
lieh  ist. 

Sei  nun  allgemein  angenommen,  die  beiden  gleichen  Kugehi 
bewegen  sich  vor  dem  Stosse  mit  beliebigen  GeschunndigJceiten  natk 
beliebigen  Bichtu/ngen.  Dann  zerlegen  wir  uns  die  Bewegung 
jeder  Kugel  in  zwei  Gomponenten.  Als  erdte  Componente  nehmen 
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wir  die  Bewegung  des  gemeinsamen  Schwerpunetes  beider  Kugeln, 
dann  ist  die  zweite  Gomponente  die  relative  Bewegung  der  betref- 
fenden Kugel  gegen  den  gemeinsamen  Schwerpunct.  Die  erstere 
Bewegung  ist  für  beide  Kugeln  gleich  gross  und  gleich  gerichtet, 
die  letztere  für  beide  Kugeln  gleich  gross  und  entgegengesetzt. 
Die  erstere  wird  durch  den  Stoss  nicht  geändert;  die  letztere  da- 
gegen wird  gerade  in  derselben  Weise  geändert,  als  ob  sie  allein 
Torhanden  wäre  und  die  gemeinsame  Bewegung  gar  nicht  statt- 
fände. In  Bezug  auf  sie  gilt  dasselbe ,  was  vorher  von  dem  Falle 
gesagt  wurde,  wo  zwei  Kugeln  sich  in  parallelen  Geraden  gegen 
einander  bewegen  und  durch  den  Stoss  je  nach  dem  Puncto  des 
Zusammentreffens  verschiedene  Richtungen  annehmen  können. 
Hieraus  sieht  man,  in  wie  weit  bei  unregelmässig  zusammen- 
stossenden  Kugeln  die  Bewegungen  nach  den  Stössen  von  denen 
vor  den  Stössen  abhängen,  und  in  wie  weit  sie  von  ihnen  unab- 
hängig sind.  Die  Bewegung  jeder  Kugel  besteht  aws  0wei  Compo- 
nenten^  von  denen  die  erste  nach  Grösse  und  Richtung  durch  die 
Bewegungen  vor  dem  Stosse  vollständig  bestimmt  ist,  wnd  die  zweite 
ebenfalls  eine  bestimmte  Grosse  hat^  aber  unendlich  viele  verschie-- 
dene  Eichtungen  haben  hmn^  u/nd  zwar  so,  dass  jede  Bichttmg  im 
Baume  gleich  wahrscheinlich  ist  0* 


^)  Aus  diesem  Resultate  sieht  man  recht  deutlich,  wie  sehr  man  von 
der  Wirklichkeit  abweicht,  wenn  man,  wie  es  Jochmann  und  Hoppe  ge- 
than  haben,  bei  einer  angenäherten  Betrachtung  nur  den  centralen  Stoss 
berücksichtigt,  indem  man  dadurch  statt  der  unendlich  vielen  verschiede- 
nen Richtungen,  welche  nach  dem  Stosse  stattfinden  können,  nur  eine  be- 
stimmte Richtung  erhält,  welche  för  die  Fortpflanzung  der  lebendigen 
Kraft  gerade  besonders  günstig  ist. 

[Ich  habe  hier  und  in  der  oben  nur  abgekürzt  wiedergegebenen  Ein- 
leitung zu  dieser  Abhandlung  die  Ansicht  ausgesprochen,  der  Schluss  von 
Jochmann  und  Hoppe,  dass  nach  der  neuen  Gastheorie  die  Wärme  sich 
in  einem  Gase  so  schnell  ausbreiten  müsste,  dass  locale  Temperaturdifferen- 
zen in  ihm  nicht  möglich  wären,  sei  dadurch  veranlasst,  dass  sie  den  .wirk- 
lich stattfindenden  Fall,  wo  die  Molecüle  sich  unregelmässig  nach  allen 
Richtungen  bewegen,  und  demnach  auch  in  den  verschiedensten  Weisen 
zusammenstossen,  durch  den  einfachen  Fall  ersetzt  haben,  wo  nur  Bewe- 
gung nach  bestimmter  Richtung  und  nur  gerader  und  centraler  Zusammen- 
stoss  vorkommt.  In  einem  bald  nach  dem  Erscheinen  meiner  Abhandlung 
veröffentlichten  Aufsätze  von  Stefan :  „Bemerkungen  zur  Theorie  der 
G^se'*  (Sitzungsberichte  der  Wiener  Academie,  Januar  1863,  und  Zeitschrift 
für  Math,  und  Phys.,  Bd.  VIT,  S.  855)  äussert  sich  der  Verf.  im  Anfange  in 
der  Weise,  als  wolle  er  jene  Ansicht  widerlegen  und  zeigen,   dass  man 
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§.  5.  Indem  wir  dieses  Resultat  auf  die  unter  den  Molecülen 
stattfindenden  Zusammenstösse  anwenden,  können  wir  annehmen, 
dass  auch  hier  von  den  Bewegungen ,  welche  zwei  zusammenstos- 
sende  Molecüle  vor  dem  Stosse  haben ,  nur  der  den  beiden  Mole- 
cülen gemeinsame  Theil,  nämlich  die  Bewegung  des  gemeinsamen 
Schwerpunctes,  nach  Grösse  und  Richtung  ungeändert  bleibt,  wäh- 
rend die  zweite  Componente  der  Bewegungen  ihre  Richtung  inTso 
verschiedenen  Weisen  ändern  kann,  dass  für  sie  jede  Richtung^^im 
Räume  gleich  wahrscheinlich  ist 

Betrachten  wir  nun  die  ganze  Menge  der  Molecüle,  welche 
während  einer  Zeiteinheit  in  der  in  §.  3  besprochenen  unendlich 
dünnen  Schicht  zusammenstossen,  so  ist  von  den  Bewegungen, 
welche  dieselben  vor  den  Stössen  haben,  schon  in  §.  3  die  Rede 
gewesen.  Es  sind  nämlich  unter  diesen  Bewegungen  alle  mög- 
lichen Richtungen  vertreten,  aber  die  Molecüle,  welche  von  der 


aach  bei  der  Yorstellung  regalärer  Bewegungen  (nämlich  wenn  man  nur 
Molecüle  betrachtet,  welche  sich  in  bestimn|ter  Richtung  yorwärts  and 
rückwärts  bewegen  and  so  zusammenstossen,  dass  immer  wieder  Bewegun- 
gen in  dieser  Richtung  entstehen)  zu  meinem  Resultate  des  geringen 
Wärmeleitungsvermögens  der  Gase  gelangen  könne.  Der  weitere  Verlauf 
seines  Aufsatzes  weicht  aber  von  dieser  Ankündigung  bedeutend  ab. 

Nach  einigen  Auseinandersetzungen,  welche  ich  hier  übergehen  kann, 
weil  sie  durch  seine  eigenen  gleich  folgenden  Aussprüche  erledigt  werden, 
geht  er  etwas  näher  darauf  ein,  zu  betrachten,  wie  sich  unter  der  Yoraos- 
setzung  regulärer  Bewegungen  ein  Ueberschuss  von  lebendiger  Kraft,  wel- 
cher in  einer  Schicht  einer  Gasmasse  vorhanden  wäre,  von  Schicht  lu 
Schicht  mittheilen  müsste,  (wobei  er  sich  die  Schichten  horizontal  denkt, 
und  die  oberste  als  die  wärmste  annimmt).  Diese  Be'trachtung  schliesst  er 
mit  den  Worten :  „unter  dieser  Voraussetzung  ist  daher  auch  die  Bildung 
eines  beharrenden  Wärmestromes  auf  die  Art,  wie  wir  sie  aus  der  Er&h- 
rung  kennen,  nämlich  mit  gleichmässig  von  oben  nach  unten  abnehmenden 
Temperaturen,  unmöglich."  Darauf  fährt  er  fort:  „Ganz  anders  gestaltet 
sich  jedoch  die  Sache,  wenn  die  Bewegungen  der  Molecüle  unregelmässig 
geschehen,  wenn  alle  möglichen  Bewegungsrichtungen  vorkommen  und,  was 
wesentlich  ist,  wenn  diese  Unregelmässigkeit  der  Bewegungen  darin  ihren 
Grand  hat  dass  die  Zusammenstösse  der  Molecüle  keine  geraden,  cen- 
tralen sind.'*  Mit  Hülfe  dieser  unregelmässigen  Bewegungen  findet  er  daitn 
eine  bessere  Uebereinstimmung  mit  der  Erfahrung. 

Stefan  gelangt  also  schliesslich  zu  derselben  Ansicht,  wie  ich,  and 
ich  kann  daher  in  dem  Ergebnisse  seines  Aufsatzes  nur  eine  Bestätigang 
meiner  auf  diesen  Punct  bezüglichen  AussprücEe  finden.    1866.] 
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wärmeren  Seite  herkommen,  haben  im  Allgemeinen  etwas  grössere 
Geschwindigkeiten,  als  die  von  der  kälteren  Seite  kommenden. 
Da  nach  unserer  Annahme  die  Temperatur  mit  wachsendem  x  ab- 
nimmt, so  ist  die  wärmere  Seite  die  negative,  d.  h.  die,  wo  x  klei- 
nere Werthe  hat  als  in  der  Schicht,  und  es  haben  also  die  Mole- 
cüle,  welche  von  der  negativen  zur  positiven  Seite  gehen,  im  All- 
gemeinen grössere  Geschwindigkeiten  als  die,  welche  von  der  po- 
sitiven zur  negativen  Seite  gehen,  so  dass,  wenn  man  die  Bewe- 
gungen aller  zusammenstossenden  Molecüle  zusammensetzen  würde, 
man  eine  gewisse  kleine  Bewegungsgrösse  nach  der  positiven 
a;-Richtung  erhalten  würde. 

Diese  gemeinsame  Bewegungsgrösse  bleibt  nun  durch  die 
Stösse  ungeändert.  Im  Uebrigen  findet  aber  eine  vollständige  Aen- 
derung  der  Bewegungsrichtungen  statt,  in  dem  Sinne,  dass  die 
Molecüle  ohne  Unterschied  nach  allen  Richtungen  gesandt  wer« 
den.  Wenn  daher  auch  vor  den  Stössen  eine  ungleiche  Betheili- 
gung der  verschiedenen  Richtungen  an  der  Bewegung  stattfand, 
indem  für  gewisse  Richtungen  die  Anzahl  der  dahin  gehenden  Mo- 
lecüle oder  ihre  Geschwindigkeiten  andere  waren  als  für  andere 
Richtungen,  so  muss  man  annehmen,  dass  dieses  durch  die  Stösse 
soweit  ausgeglichen  wird,  dass  ausser  der  Gesammtbewegung  nach 
der  positiven  a;-Richtung  kein  unterschied  der  Richtungen  übrig 
bleibt,  sondern  alle  Richtungen  in  gleicher  Weise  unter  den  neuen 
Bewegungen  vertreten  sind. 

Hiernach  ist  es,  wenn  man  nicht  die  Geschwindigkeiten  der 
einzelnen  Molecüle  betrachten  will,  sondern  sich  damit  begnügt, 
für  jede  Richtung  die  mutiere  Geschwindigkeit  zu  kennen,  leicht, 
den  Bewegungszustand  der  von  der  Schicht  ausgesandten  Mole- 
cüle auf  bestimmte  Weise  darzustellen.  Man  denke  sich  nämlich 
zuerst,  dass  die  Molecüle  sich  nach  allen  Richtungen  in  gleicher 
Weise  bewegen,  so  dass  nach  allen  Richtungen  gleich  viel  Mole- 
cüle gehen,  und  alle  gleiche  Geschwindigkeit  haben,  und  dann 
denke  man  sich  zu  allen  diesen  Bewegungen  noch  eine  kleine,  für 
alle  Molecüle  gleiche  Gomponente  nach  der  positiven  rr-Richtung 
hinzugefügt.  Dadurch  werden  die  Richtungen  und  Geschwindig- 
keiten der  Bewegungen  etwas  geändert,  und  das  so  veränderte  Be- 
■wegungssystem  stellt  die  Bewegungen  der  von  der  Schicht  ausge- 
sandten Molecüle  dar^). 


1)  Maxwell  hat  in   seiner  oben   erwähnten  Abhandlung   (rhu.   Mag, 
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§.  6.  Dieses  Bewegungssystem  können  wir  in  folgender  Weise 
mathematisch  bestimmen. 

Die  Geschwindigkeit,  welche  sämmtliche  Molecüle  yor  jener 
Veränderung  haben,  beisse  A.  Die  hinzuzufügende  Geschwindig- 
keitscomponente  nach  der  positiven  d;-Richtung  kann  nach  dem 
oben  Gesagten  nur  eine  sehr  kleine  Grösse  sein,  von  der  Ordnung 
der  mittleren  Weglänge  der  Molecüle.  Da  diese  letztere  tou  der 
Dichtigkeit  des  Gases  abhängt,  so  ist  sie  nicht  an  allen  Puncten 
der  von  uns  betrachteten  Gasmasse  gleich  gross,  und  es  ist  daher 
für  das  Folgende  zweckmässig,  statt  dieser  veränderlichen  Grösse 
eine  solche  einzuführen,  die  für  jedes  Gas  einen  bestimmten  Werih 
hat  Dazu  nehmen  wir  für  jedes  Gas  einen  gewissen  Zustand  als 
Normcdmustand  an,  z.  B.  den,  wenn  das  Gas  unter  dem  Drucke  von 
einer  Atmosphäre  steht  und  durchweg  die  Temperatur  des  Gefiier- 
punctes  hat.  Die  für  diesen  Zustand  geltende  mittlere  Weglänge 
wollen  wir  die  normale  mutiere  Weglät^e  nennen  und  mit  e  be- 
zeichnen. Dann  können  wir  die  vorher  erwähnte  Geschwindigkeits- 
componente  als  eine  Grösse  von  der  Ordnung  s  ansehen  und  wol- 
len sie  demgemäss  mit  ps.  bezeichnen. 

Wir  betrachten  nun  irgend  ein  Molecül,  dessen  Bewegungs- 
richtung mit  der  rr-Axe  den  Winkel  a  bilde.  Da  von  dem  Winkel, 
welchen  die  Bewegungsrichtung  eines  Molecüls  mit  der  x-Axe  bil- 
det, im  Folgenden  gewöhnlich  nur  der  Cosinus  vorkommt,  so  wol- 
len wir  diesen  der  Kürze  wegen  ein£Ekch  den  Cosinus  des  Molecüls 
nennen  und  durch  einen  einzelnen  Buchstaben  bezeichnen,  welcher 
im  vorliegenden  Falle  X  sei.  Wenn  nun  dem  Molecül  noch  die 
Geschwindigkeitscomponente  ps  nach  der  positiven  o;- Richtung 
mitgetheilt  wird,  so  wird  dadurch  seine  Geschwindigkeit  und  sein 
Cosinus  geändert,  und  wir  wollen  die  veränderten  Werthe,  welche 
an  die  Stellen  von  Ä  und  X  treten,  mit  CT  und  ft  bezeichnen.  Dann 
haben  wir  zur  Bestinmiung  dieser  beiden  Grössen  die  Glei- 
chungen: 

(1)  üii  =  AX-j-ps 

(2)  J7»   =  ^«  4-  2XAps  +  jp««2. 


Vol.  XX)  bei  der  BeBtimmang  der  WärmeleituDg  den  Umstand,  daas  die 
von  einer  Schicht  aasgesandten  Molecüle  einen  Ueberschuss  an  positdTer 
BewegangBgrosee  haben,  nicht  berücksichtigt,  sondern  hat  in  seinen  Rech- 
nungen stillschweigend  vorausgesetzt,  dass  die  Molecüle  nach  allen  Rich- 
tungen in  gleicher  Weise  ausgesandt  werden. 
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Setzt  man  nun  in  die  zweite  Gleichung  für  XA  den  aus  der 
ersten  Gleichung  hervorgehenden  Werth  üfi  —  ps,  so  kommt: 

U9  =  A^  +  2iiüps  —  jp«£2. 

Löst  man  diese  Gleichung  nach  U  au^  so  erhält  man  zwei  Werthe, 
einen  positiven  und  einen  negativen,  von  denen  man  selbstverständ- 
lich den  positiven  nehmen  muss,  welcher  lautet: 

(3)  TJ  =  piis  +  VA^  —  jpHl  —  l^')«*- 
Bezeichnet  man  den  speciellen  Werth  von  CT,  welcher  für  ft  =  0 
gilt,  mit  Uy  also: 

(4)  u  =  VA^  —  püi, 
80  geht  die  vorige  Gleichung  über  in: 

(5)  U  —  p^B  -f  Vw»  +i)«(it»€«, 

und  wenn  man. diesen  Ausdruck  nach  ft£  entwickelt,  so  erhält  man 
folgende  Gleicbung,  welche  die  Abhängigkeit  der  Geschwindigkeit 
U  von  dem  Cosinus  ft  auf  bequeme  Weise  darstellt : 

(I.)  U=  u  +i)f*«  +  5~(^*«*  +  etc- 

Die  hierin  vorkommenden  Grössen  u  und  p  können  in  ver- 
schiedenen Schichten  verschiedene  Werthe  haben,  und  sind  somit 
als  Functionen  von  x  anzusehen. 

Was  nun  die  Yertheilung  der  Molecüle  unter  die  verschiede- 
nen Bewegungsrichtungen  anbetrifft,  so  sieht  man  leicht,  dass, 
wenn  das  ursprüngliche  Bewegungssystem  i)  der  Art  war,  dass  nach 
allen  Richtungen  gleich  viele  Molecüle  gingen,  dieses  in  dem  ver- 
änderten Bewegungssysteme  nicht  mehr  der  Fall  sein  kann,  son- 
dern, dass  nach  den  Richtungen,  für  welche  (i  positiv  ist,  mehr 
Molecüle  gehen  müssen,  als  nach  denjenigen,  für  welche  ft  ne- 
gativ ist. 

Um  diese  Veränderung  ausdrücken  zu  können,  gehen  wir  von 
der  Betrachtung  jenes  ursprünglichen  Bewegungssystemes  aus, 
und  bestimmen  die  Anzahl  der  Molecüle,  deren  Bewegungsrichtun- 
gen mit  der  ^-Axe  Winkel  bilden,  die  zwischen  zwei  unendlich 
wenig  verschiedenen  Werthen  a  und  a  -^  da  liegen.  Dazu  den- 
ken wir  uns  eine  Kugelfläche  mit  dem  Radius  1  beschrieben,  neh- 
men den  Punct,  wo  dieselbe  von  einer  vom  Mittelpuncte  aus  nach 


^)  [Nämlich  das  Bewegnngssystem,  zu  welchem  die  kleine  nach  der  po- 
sitiven (T-Richtang  gehende  Componente  noch  nicht  hinzugefügt  ist.   1866.3 
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der  positiven  ^-Richtung  gezogenen  Geraden  geschnitten  wird, 
als  Pol,  und  schlagen  um  diesen  auf  der  Eugelfläche  mit  den  Bo- 
genradien  a  und  a  ^da  zwei  Sj*eise,  welche  eine  unendlich  schmale 
Zone  zwischen  sich  einschliessen.  Dann  wird  die  Anzahl  der  Mo- 
lecüle,  deren  Bewegungsrichtungen  mit  der  x-Axe  Winkel  zwischen 
a  und  a  -f-  äa  hilden,  als  Bruchtheil  der  ganzen  Anzahl,  welche 
nach  allen  möglichen  Richtungen  gehen,  durch  dieselbe  Zahl  dar- 
gestellt, welche  den  Flächeninhalt  der  eben  beschriebenen  Kugel- 
zone als  Bruchtheil  der  ganzen  Eugelfläche  darstellt,  also  durch 

2yesinada     •,      ,   .       , 
oder  fsinaaa. 

Da  nun  sin  ada  =  —  dcosa  =  —  dX  ist,  so  kann  man  auch  sa- 
gen: die  Anzahl  der  Molecüle,  deren  Cosinus  zwischen  Aundit-f-dl 
liegen,  wird  als  Bruchtheil  der  ganzen  Anzahl  durch 

Idk 
dargestellt. 

Um  in  dem  veränderten  Bewegungssysteme  in  entsprechender 
Weise  die  Anzahl  der  Molecüle  auszudiücken,  deren  Cosinus  zwi- 
sehen  fi  und  /ii  4~  ^f^  liegen,  müssen  wir  den  vorigen  Ausdruck 
durch  Hinzufügung  eines  Factors  modificiren,  welcher  von  fi  ab- 
hängig ist.  Nennen  wir  diesen  Factor  jET,  so  lautet  der  neue 
Ausdruck: 


1 

2 


Hdfi. 


Die  Bestimmung  des  Factors  H  kann  auf  folgende  Weise  ge- 
schehen. Da  der  Cosinus  X  durch  Hinzufügung  der  Geschwindig- 
keitscomponente  |}  €  in  fi,  und  entsprechend  der  Cosinus  k  -{-  dl 
in  (i  -{-  dfi  verändert  wird,  so  gilt  für  die  Molecüle,  deren  Cosi- 
nus nach  der  Veränderung  zwischen  (i  und  (i  -{-  dfi  liegen,  dieselbe 
Zahl,  wie  für  die,  deren  Cosinus  vor  der  Veränderung  zwischen 
k  und  A  -f-  dA  lagen,  und  wir  können  daher  setzen: 

\Hdii  =  ldX,  ' 
woraus  folgt: 

(«  "=?,■ 

Nun  ist  nach  Gleichung  (1) : 

._Uii      ps 

und  wir  erhalten  also,  d&  A,p  und  c  von  ft  unabhängig  sind: 
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(7)  H  =  ^.^iM 

Setzen  wir  hierin  für  ü  die  in  (L)  gegebene  Reihe  und  bezeichnen 
den  Bruch -T  mit  ä,  so  erhalten  wir: 

(IL)  H  =  h(l  +  2  J/i£  +  |g^.£»  +  etc.). 

Der  Factor  h  ist  von  1  nur  um  eine  Grösse  verschieden,  die  in 
Bezug  auf  s  von  zweiter  Ordnung  ist.  Setzt  man  nämlich  gemäss 
der  Gleichung  (4)  für  A  den  Werth  Vw»  -j^  jp»  a»,  so  kommt: 

(ö)  Ä  =  -^ L==  =  1  _  iS^a^  +  etc. 

Durch  die  Gleichungen  (I.)  und  (IL)  ist  das  Bewegungssystem, 
welches  aus  dem  ganz  regelmässigen,  in  welchem  nach  allen  Rich- 
tungen gleich  viele  Molecüle  gehen  und  alle  Geschwindigkeiten 
gleich  sind,  durch  Hinzufiigung  der  gemeinsamen  Geschwindigkeits- 
componente  ps  entsteht,  vollständig  bestimmt. 

§.  7.  Das  so  bestimmte  Bewegungssystem  entspricht  den  Be- 
wegungen der  von  einer  Schicht  ausgesandten  Molecüle ,  sofern 
man  nur  die  gesetzmässigen  Verschiedenheiten  berücksichtigt  Um 
die  wirklich  stattfindenden  Bewegungen  zu  erhalten,  müsste  man 
auch  die  in  §.  3  erwähnten  zufälligen  Verschiedenheiten  noch  in 
Betracht  ziehen. 

Dieses  ist  natürlich  in  der  Weise,  dass  dadurch  die  Bewegung 
jedes  einzelnen  Molecüls  bestimmt  würde,  nicht  möglich,  aber  für 
eine  grosse  Menge  von  Molecülen  kann  man  nach  den  Regeln  der 
Wahrscheinlichkeit  gewisse  Sätze  aufstellen.  Maxwell  hat  auf 
diese  Weise  eine  Formel  abgeleitet,  welche  die  Art,  wie  die  ver- 
schiedenen vorkommenden  Geschwindigkeiten  unter  die  Molecüle 
vertheilt  sind ,  darstellen  soll.  Für  unseren  gegenwärtigen  Zweck 
ist  es  aber  nicht  nothwendig,  hierauf  einzugehen ,  sondern  es  ge- 
nügt, wenn  zugegeben  wird,  dass  die  zufälligen  Verschiedenheiten 
nach  allen  Richtungen  in  gleicher  Weise  stattfinden,  und  dass  da- 
her bei  einer  Gasmasse,  deren  Temperatur  und  Dichtigkeit  durch- 
weg gleich  ist,  nach  allen  Richtungen  gleich  viel  Molecüle  gehen, 
und  die  mittlere  Geschwindigkeit  nach  allen  Richtungen  die- 
selbe ist 

GlAniini,  meoh.  Wlkmetlieoxitt.  IL  19 
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In  diesem  Falle  ist  nämlich  leicht  zu  übersehen,  dass  die  zu- 
fälligen Verschiedenheiten  nichts  dazu  beitragen  können,  dass 
durch  eine  gegebene  Ebene  mehr  lebendige  Kraft  in  einer  Rich- 
tung, als  in  der  entgegengesetzten,  geht,  da  sie,  welches  auch  ihre 
Wirkungen  im  Einzelnen  seien,  jedenfedls  nach  beiden  Seiten  in 
gleicher  Weise  wirken.  Wir  können  daher  bei  der  Ableitung  der 
allgemeinen  Formeln  von  den  zufalligen  Verschiedenheiten  ganz 
absehen.  Nur  bei  der  numerischen  Berechnung  kommen  sie  in 
Betracht,  denn  für  diese  muss  man,  wenn  die  Geschwindigkeiten 
und  die  von  ihnen  abhängigen  Grössen,  welche  in  der  Formel 
durch  bestinmite  Buchstaben  dargestellt  sind,  in  der  Wirklichkeit 
verschiedene  Werthe  haben,  diejenigen  Mittelwerthe  berechnen, 
welche  die  verschiedenen  wirklich  vorkommenden  Werthe  in  rich- 
tiger Weise  vertreten,  und  zur  Berechnung  dieser  Mittelwerthe 
muss  die  Art,  wie  die  einzelnen  Werthe  vertheilt  sind,  bekannt 
sein. 

Indem  wir  uns  vorbehalten,  auf  den  letzten  Punct  am  Schlüsse 
noch  einmal  zurückzukommen,  wollen  wir  uns  für  jetzt  die  Auf- 
gabe stellen,  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  durch  die  Glei- 
chungen (I.)  und  (II.)  bestimmten  Grössen  U  und  H  die  wirklichen 
Bewegungen  der  von  einer  Schicht  ausgesandten  Molecüle  dar- 
stellen, den  Zustand  des  Gases  und  insbesondere  die  durch  eine 
Ebene  gehende  lebendige  Kraft  zu  bestimmen. 

III.    Verhalten  der  in  einer  unendlich  dünnen   Schicht 

gleichzeitig  befindlichen  Molecüle. 

§.  8.  Wir  denken  uns  zwei  auf  der  rr-Axe  senkrechte  Ebenen 
mit  den  Abscissen  x  und  x  -j-  äx^  wodurch  wir  wieder,  wie  in  den 
vorigen  Paragraphen,  eine  unendlich  dünne  Schicht  erhalten ;  wol- 
len aber  jetzt  nicht  die  von  dieser  Schicht  ausgesandten  ^  sondern 
die  gleich0eUig  in  dieser  Schicht  befindlichen  Molecüle  betrachten. 

Wenn  das  Gas  überall  gleiche  Temperatur  und  Dichtig^eü 
hätte,  so  würden  die  Bewegungen  der  Molecüle  von  der  Art  sein, 
dass  nach  allen  Richtungen  gleich  viel  Molecüle  gingen  und  die 
Geschwindigkeiten  gleich  wären.  In  unserem  gegenwärtigen  Falle 
aber,  wo  die  Temperatur  und  Dichtigkeit  Functionen  von  x  sind, 
findet  diese  Gleichförmigkeit  nicht  statt 

Um  die  Geschwindigkeiten  der  Molecüle  zu  bestimmen,  wählen 
wir  irgend  eine  Richtung,  welche  mit  der  x-Axq  einen  Winkel  bil- 


Wärmeleitung  gasförmiger  Körper.  291 

det,  dessen  Cosinus  fi  ist,  und  betrachten  die  Molecüle,  welche 
sich  in  dieser  Richtung  bewegen.  Ehe  ein  solches  Molecül  in  un- 
sere unendlich  dünne  Schicht  mit  der  Abscisse  x  eintritt,  hat  es 
im  Allgemeinen  seit  seinem  letzten  Zusammenstosse  schon  einen 
gewissen  Weg  durchlaufen.  Nennen  wir  diesen  Weg  s,  so  ist  die 
Abscisse  des  Punctes,  wo  der  letzte  Zusammenstoss  stattfand, 
X  —  fis,  und  dadurch  ist  die  Geschwindigkeit  des  Molecüls  be- 
stimmt, indem  nach  der  obigen  Annahme  die  Geschwindigkeit,  mit 
welcher  ein  Molecül  nach  einem  Zusammenstosse  ausgesandt  wird, 
nur  von  der  Abscisse  des  Stosspujictes  und  von  der  Bewegungs- 
richtung abhängt.  Wir  haben  die  Geschwindigkeit  oben  als  Func- 
tion Yon  X  und  ft  mit  U  bezeichnet,  und  demgemäss  können  wir 
für  diesen  Fall,  wo  das  Molecül  von  einem  Puncto  mit  der  Abscisse 
^  —  fis  ausgesandt  ist,  wenn  wir  seine  Geschwindigkeit  mit  V 
bezeichnen,  schreiben: 

Die  Weglänge  s  ist  nicht  für  alle  in  unserer  Schicht  befind- 
lichen Molecüle  von  bestimmter  Bewegungsrichtung  gleich,  und 
somit  sind  auch  ihre  Geschwindigkeiten  etwas  verschieden.  Um 
die  mittlere  Geschwindigkeit  zu  erhalten,  muss  man  die  Mittel- 
werthe  von  s  und  s^  anwenden.  £s  möge  im  Folgenden  das  arith- 
metische Mittel  einer  Grösse,  welche  in  den  einzelnen  yorkommen- 
den  Fällen  verschiedene  Werthe  hat,  immer  dadurch  angedeutet 
werden,  dass  über  das  Zeichen,  welches  die  einzelnen  Werthe  der 
Qrösse  darstellt,  ein  wagerechter  Strich  gemacht  werde,  so  dass 

also  V  den  Mittelwerth  von  V  und  s  und  i^  die  Mittelwerthe  von 
s  und  5'  darstellen.    Dann  kann  man  schreiben : 

(10)  r=ü-  ^^7+  kj^i^'^  -  etc. 

|n  diesem  Ausdrucke  ist  zu  beachten,   dass  die   Grösse  s^ 

nicht  gleichbedeutend  ist  mit  (i)^,  sondern  besonders  bestimmt 
werden  muss.  Daraus  folgt,  dass  auch  die  Mittelwerthe  der  Po- 
tenzen P,  F^  etc.  nicht  ganz  gleich  den  entsprechenden  Potenzen 
des  Mittelwerthes  F^  sind.  Man  muss  nämlich,  um  jene  Mittel- 
werthe zu  erhalten,  von  der  Gleichung  (9)  ausgehend,  diese  qua- 
driren,  cubiren  etc.,  und  erst  dann  für  5,  s^  etc.  die  Mittelwerthe 
setzen.    Dadurch  bekommt  man: 

19* 
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11) 


+ [^  ^ + m\ "-  -  - 


P=  £7»-  3ZP^/*i 


\etc. 

Die  Abweichungen  der  Grössen  F^,  F*  etc.  von  den  Grössen  (  F>*i 

(F)'  etc.,  welche  letzteren  man  erhält,  wenn  man  die  Gleichung 
(10)  quadrirt,  cubirt  etc.,  treten,  wie  man  sieht,  erst  in  den  Glie- 
dern ein,  welche  in  Bezug  auf  die  Weglängen  s  von  zweiter  Ord- 
nung sind,  und  da  diese  Weglängen  durchschnittlich  sehr  kleine 
Grössen  sind,  so  sind  auch  die  Abweichungen  nur  sehr  klein. 

§.  9.  Es  kommt  nun  darauf  an,  die  Grösse  s  und  s>  näher 
zu  bestimmen. 

Dazu  wollen  wir  zuerst  untersuchen,  wie  sich  diese  Grössen 
verhalten,  wenn  die  Temperatur  und  Dichtigkeit  der  gegebenen  Gas- 
masse durchweg  gleich  ist,  und  wollen  dann  weiter  die  Modifica- 
tionen  hinzufügen,  welche  durch  die  Verschiedenheit  der  Tempe- 
ratur und  Dichtigkeit  veranlasst  werden. 

Wir  betrachten  also  in  einem  Gase  von  durchweg  gleicher 
Temperatur  und  Dichtigkeit  alle  zu  einer  gewissen  Zeit  in  einer 
Schicht  enthaltenen  Molecüle,  und  fragen:  wie  lang  sind  die 
Wege,  welche  die  einzelnen  Molecüle  von  ihren  letzten  Zusammen- 
stössen  bis  zu  diesem  Zeitpuncte  zurückgelegt  haben.  Die  Wahr- 
scheinlichkeit, dass  ein  Molecül  von  seinem  letzten  Zusammen- 
stosse  bis  zu  dem  gewählten  Zeitpuncte  eine  zwischen  $  und  s  -f-  d« 
liegende  Weglänge  zurückgelegt  hat,  ist  ebenso  gross,  wie  die 
Wahrscheinlichkeit,  dass  es  von  jenem  Zeitpuncte  bis  zum  näch- 
sten Zusammenstosse  einen  Weg  von  derselben  Länge  zurücklegen 
wird,  und  die  letztere  Wahrscheinlichkeit  lässt  sich  leicht  aus- 
drücken. 

Denken  wir  uns  eine  grosse  Anzahl  von  Molecülen,  welche, 
von  einem  gewissen  Zeitpuncte  an,  sich  mit  gleicher  Geschwindig- 
keit durch  die  Gasmasse  bewegen,  so  werden  diese  bei  ihrer  Be- 
wegung, das  eine  früher,  das  andere  später,  gegen  andere  Molecüle 
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Btossen,  und  wenn  z  die  Anzahl  derjenigen  Molecäle  bedeutet, 
welche  einen  Weg  s  zurücklegen,  ohne  ein  anderes  Molecül  zu 
treffen,  so  muss  g  mit  wachsendem  s  nach  einem  bestimmten  Ge- 
setze abnehmen.  Nennen  wir  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  ein 
Molecül  auf  dem  unendlich  kleinen  Wegstücke  ds  ein  anderes 
trifft,  ad 8^  so  müssen  von  der  Anzahl  jgr,  welche  den  Weg  s  unge- 
hindert zurückgelegt  haben,  auf  dem  nächsten  Wegelemente  ds  die 
Anzahl  ztads  aufgefangen  werden,  und  die  Abnahme  von  z  wird 
daher  durch  folgende  Gleichung  dargestellt: 

d£f  =  —  eadSy 

woraus  folgt,  wenn  wir  den  Anfangswerth,  welchen  jgr  für  5  =  0 
hat,  mit  Z  bezeichnen: 

Setzt  man  diesen  Werth  von  0  in  das  Product  zads  ein,  so  erhält 
man  für  die  Anzahl  der  Molecüle,  deren  Wege  zwischen  a  und  5 -|-dj 
liegen,  den  Ausdruck: 

Um  nun  die  mittlere  Länge  aller  Wege  zu  erhalten,  brauchen 
wir  den  letzten  Ausdruck  nur  mit  dem  Wege  s  zu  multipliciren, 
dann  von  s  =  0  bis  s  =  qo  zu  integriren  und  das  Integral  durch 
die  ganze  Zahl  Z  zu  dividiren.    Das  giebt : 

(12)  1  =  j  se-'^'ads  =  —  * 

0 

Dieser  Werth,  welcher  seiner  Entwickelung  nach  zunächst 
als  Mittelwerth  der  Wege  gilt,  welche  die  Molecüle  von  dem  be- 
trachteten Zeitpuncte  bis  zu  ihren  nächsten  Zusammenstössen  zu- 
rücklegen, kann  ohne  Weiteres  auch  auf  die  Wege  angewandt 
werden ,  welche  die  Molecüle  seit  ihren  letzten  Zusammenstössen 
bis  zu  dem  betrachteten  Zeitpuncte  zurückgelegt  haben,  da  die 
Wege  vor  einem  bestimmten  Zeitpuncte  durchschnittlich  eben  so 
gross  sein  müssen  als  diejenigen  nach  dem  Zeitpuncte. 

Denselben  Werth  —  erhält  man  auch,  wenn  man  den  Mittel- 

cc 

werth  aller  während  einer  gewissen  Zeit,  zwischen  je  zwei  Zusam- 
menstössen, zurückgelegten  Wege  sucht.  Wenn  man  nämlich,  an- 
statt die  Bewegungen  sämmtlicher  Molecüle  von  einem  gewissen 
Zeitpuncte  an  zu  betrachten,  und  sie  bis  zu  den  nächsten  Zusam- 
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menstössen  zu  verfolgen,  die  Betrachtung  so  anstellt,  dass  man 
von  einer  grossen  Anzahl  von  Zusammenstössen  ausgeht,  und  dann 
die  Bewegungen  der  Molecüle  bis  zu  den  nächsten  Zusammenstössen 
verfolgt,  so  bleiben  alle  vorhergehenden  Schlüsse  auch  für  diesen 
Fall  in  unveränderter  Weise  gültig,  und  der  in  (12)  gegebene  Werth 

'  —  muss  daher  auch  der  Mittelwerth  dieser  Wege  sein  i). 

Ganz  dem  Obigen  entsprechend  erhält  man  den  Mittelwerth 

i*,  wenn  man  vor  der  Integration,  statt  mit  s,  mit  s>  multiplicirt, 
und  im  Uebrigen  ebenso  verfahrt.    Dann  kommt: 


00 


(13)  s«  =  /s«e-«'«ds  =  — • 

0 

Hieraus  ergiebt  sich  zwischen  den  beiden  Mittelwerthen  s  und  s^ 
die  Beziehung: 

(14)  s«  =  2  (sy. 

§.  10.  Wir  müssen  nun  untersuchen,  wie  diese  Mittel werthe 
sich  ändern,  wenn  das  Gas  nicht  durchweg  gleiche  Temperatur 
und  Dichtigkeit  hat,  sondern  seine  Temperatur  und  Dichtigkeit 
Functionen  von  x  sind. 


^)  Eb  kann  vielleicht  anf  den  ersten  Blick  auffällig  erscheinen,  dais 
man  für  die  Wege  von  den  letzten  Zusammenstössen  bis  eu  einem  gewi»* 
sen  Zeitponcte,  oder  von  diesem  Zeitpnncte  bis  2a  den  nächsten  Zusammen- 
stössen denselben  Mittelwerth  erhält,  wie  für  die  während  einer  gewissen 
Zeit  in  dem  Gase  zurückgelegten  ganzen  Wege  von  einem  Zusammenstone 
bis  zum  nächsten.  Dabei  muss  man  aber  bedenken,  dass  der  Mittelwerth 
aus  allen  Wegen,  welche  während  einer  gewissen  Zeit  in  dem  Gase  zwi- 
schen je  zwei  Zusammenstössen  zurückgel^  werden,  nicht  gleichbedeutend 
ist  mit  demjenigen  Mittelwerthe,  den  man  erhalten  würde,  wenn  man  von 
allen  Molecülen,  welche  sich  in  einem  gewissen  Momente  gleichzeitig  in 
einer  Schicht  befinden,  die  Wege  von  ihren  letzt  vorangeg^genen  bis  zu 
ihren  nächstfolgenden  Zusammenstössen  betrachten  wollte.  Im  letzteren 
Falle  sind  nämlich  die  grossen  Wege  gegenüber  den  kleinen  stärker  ver- 
treten, als  im  ersteren,  denn  ein  Molecül  braucht  zu  einem  grossen  Wege 
mehr  Zeit,  als  zu  ein^m  kleinen,  und  es  ist  daher  für  einen  gewissen  Moment 
mehr  Wahrscheinlichkeit,  dass  es  sich  auf  einem  grossen  Wege  befindet^  als 
auf  einem  kleinen,  während  im  ersteren  Falle  alle  im  Gase  vorkommenden 
Wege  gleich  zählen.  Wenn  man  die  Rechnung  ausfahrt,  so  findet  man  im 
letzteren  Falle  einen  doppelt  so  grossen  Mittelwerth  als  im  ersteren.    Von 

jenem  grösseren  Mittelwerthe  ist  unser  oben  bestimmter  Werth  Fdie  Hälfte. 
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Für  die  Molecüle,  welche  sich  senkrecht  zur  rc-Axe  bewegen, 
und  welche  also  bei  ihrer  Bewegung  die  Abscisse  nicht  ändern, 
bleiben  alle  vorhergehenden  Betrachtungen  gültig.  Wenn  wir  da- 
her die  auf  diesen  Fall  bezüglichen  Werthe  von  den  allgemeinen 
Werthen  dadurch  unterscheiden,  dass  wir  die  betreffenden  Buch- 
staben mit  dem  Index  0  versehen  (weil  in  diesem  Falle  f*  =  0  ist), 
so  können  wir  schreiben: 

«0  =  ~  und  sj  =  -  . 
Die  Grösse  — ,   welche  für  diesen  bestimmten  Fall  die  mittlere 

«0 

Weglänge  darstellt,  ist  eine  Grösse  von  derselben  Ordnung,  wie 
die  mit  s  bezeichnete  normale  mittlere  Weglänge,  und  wir  wollen, 
um  dieses  anzudeuten,  setzen: 

(16)  1  =  ce, 

dann  haben  wir : 

(16)  1^=05 

\sl  =  2C*€K 

Für  die  Molecüle,  welche  sich  nicht  senkrecht  zur  x-Axe  be- 
wegen, haben  die  mittleren  Weglängen  etwas  andere  Werthe, 
was  wir  dadurch  ausdrücken  können,  dass  wir  in  den  vorigen 
Gleichungen  die  Goeffidenten  c  und  c^  durch  Grössen  ersetzen, 
die  von  der  Richtung  abhängen.  Diese  Abhängigkeit  von  der 
Richtung  beruht  auf  atoei  Umständen^  welche  getrennt  betrachtet 
werden  können. 

Der  erste  Umstand  ist  der,  dass  an  den  Stellen ,  von  wo  die 
Molecüle  ausgehen,  und  in  den  Schichten,  welche  sie  durchlaufen 
müssen,  ehe  sie  in  unsere  Schicht  kommen,  nicht  dieselbe  Tempe- 
ratur und  Dichtigkeit  herrscht,  wie  in  unserer  Schicht  Ist  fi  der 
Cosinus  des  Winkels,  den  eine  zur  Betrachtung  ausgewählte  Be- 
wegungsrichtung mit  der  a;-Axe  bildet,  so  ist  für  ein  Molecül, 
dessen  Weglänge  s  ist,  der  Abstand  des  Ausgangspunktes  von 
uiMerer  unendlich  dünnen  Schicht  gleich  i^s.  Die  in  diesem  Ab- 
stände stattfindenden  abweichenden  Werthe  der  Temperatur  und 
Dichtigkeit  lassen  sich  in  der  bekannten  Weise  durch  Reihen  dar- 
stellen, welche  nach  ganzen  Potenzen  von  fi  s  fortschreiten.  Da 
nun  die  Veränderungen,  welche  die  Goefficienten  c  und  c'  durch 


(17) 
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die  Abweichangen  der  Temperatur  und  Dichtigkeit  erleiden,  die- 
sen Abweichungen  selbst  entsprechen  müssen,  so  können  wir 
schliessen,  dass  sich  die  veränderten  Coefficienten  durch  ähnliche 
Reihen  darstellen  lassen,  welche  aber  statt  der  einzelnen  Werthe 
von  9,  8^  etc.  die  betreffenden  Mittelwerthe  enthalten.  Wir  kön- 
nen also  schreiben: 

T  =     fi  (c  4"  ^M  +  «V^s^  +  ^^') 
s2  =  2  6«  (c«  +  hiis  +  etc.). 

Setzen  wir  hierin  an  der  rechten  Seite  für  s  und  s^  die 
Werthe,  welche  sich  aus  eben  diesen  Gleichungen  ergeben,  so  er- 
balten wir  Reihen,  die  nach  Potenzen  von  ^€  fortschreiten,  und 
welche  wir,  wenn  wir  für  die  zusammengesetzten  Coefficienten  der 
höheren  Glieder  wieder  einfache  Zeichen  setzen,  so  schreiben 
können: 

i  =     £  (c  -f  -4fA«  -f"  -^V«^  +  ötc.) 

s«  =  2  fi2(c«  +  Bits  4-  etc.). 

Der  gweüe  umstand,  welcher  auf  die  mittlere  Weglänge  Ein- 
fiuss  hat,  ist  der,  dass  in  jeder  einzelnen  Schicht,  für  sich  betrach- 
tet, die  Molecüle  sich  nicht  nach  allen  Richtungen  in  gleicher 
Weise  bewegen,  und  dass  daher  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  ein 
Molecül  auf  einem  Wegelemente  ds  ein  anderes  Molecül  trifft,  an 
derselben  Stelle  verschieden  ist,  je  nach  den  verschiedenen  Rich- 
tungen, die  ds  haben  kann.  Um  diesem  Umstände  Rechnung  zu 
tragen,  ersetzen  wir  in  der  vorigen  Gleichung  wieder  alle  Coeffi- 
cienten  c,  c^  A^  A'^  B  durch  Grössen,  die  von  der  Richtung  ab- 
hängen. Nun  haben  wir  früher  gesehen ,  dass  die  Grössen  U  und 
jET,  welche  die  ungleichen  Bewegungen  nach  verschiedenen  Rich- 
tungen für  die  von  irgend  einer  Schicht  ausgesandten  Molecüle 
bestimmen,  nur  in  geringem  Grade  mit  ft  veränderlich  sind,  und 
zwar  so,  dass  sie  sich  durch  Reihen  darstellen  lassen,  welche  nach 
Potenzen  von  fi€  fortschreiten.  Daraus  kann  man  schliessen,  dass 
auch  die  wegen  dieser  ungleichen  Bewegungen  modificirten  Coef- 
ficienten  sich  durch  solche  Reihen  darstellen  lassen,  so  dass  wir 
für  c  setzen  können : 

und  entsprechend  für  die  anderen  Goefficienten.  Führen  wir  diese 
Reihen  in  die  Gleichungen  (17)  ein,   und  ordnen  die  Ausdrücke 

nach  fi€,  so  erhalten  wir  für  $  und  s'  wieder  Reihen,  welche  nach 
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Potenzen  von  (le  fortschreiten,  und  welche  sich  von  den  vorigen 
nur  darch  die  Coefficienten  der  höheren  Glieder  unterscheiden. 
Bezeichnen  wir  diese  Goefficienten  durch  neue  Buchstaben,  so  lau- 
ten die  definitiven  Ausdrücke,  welche  vor  unter  Berücksichtigung 
beider  Umstände  erhalten : 


(18) 


s   =    6  (c  +  C'^«  +  O'^^fi*  +  etc.) 

5«  =  2  «2 (c«  -f-  2)^6  4.  etc.). 

Es  mag  übrigens  bemerkt  werden,  dass  von  den  Goefficienten 
dieser  Reihen  im  Folgenden  nur  c  wirklich  gebraucht  wird,  und 
die  höheren  Glieder,  wo  sie  vorkommen,  nur  der  grösseren  Voll- 
ständigkeit wegen  hinzugefugt  sind.  . 


§.11.  Diese  Ausdrücke  von  s  und  s^  müssen  nun  in  die  Glei- 
chungen (10)  und  (11)  des  §.  8  eingesetzt  werden.  Wenn  man 
dabei  zugleich  für  U  die  in  Gleichung  (I.)  [§.  6]  gegebene  Reihe 

setzt ,  so  erhält  man  für  F,  F^,  F^  etc.  Reihen ,  welche  nach  Po-, 
tenzen  von  ft£  fortschreiten,  und  welche  man,  wenn  man  einige 
neue  Buchstaben  einführt,  folgendermaassen  schreiben  kann: 


(III.) 


F  =  w  4"  3^^  "1"  rii^s^  -|-  etc. 

T«  =  M»  +  2uqii6  +  (2ur  +  qDl^^e^  -f  etc. 

F^=  M^  +  3M»gfif  +  3(tt«r  +  uqDfiU^  +  etc. 

etc. 


Die  hierin  eingeführten  Buchstaben  g,  qi  und  r  haben  folgende 
Bedeutungen: 


(19) 


q    =  p  —c 


du 
dx 


«S=»'  +  K35)* 


=  i?-«g-oS  + 


U 


dx 


dx^ 


§.  12.  Nachdem^auf  diese  Weise  die  Geschmndigkeiten  der 
Molecüle,  welche  sich  gleichzeitig  in  einer  gewissen  Schicht  be- 
finden, bestimmt  sind,  muss  noch  untersucht  werden,  me  die  Be- 
wegungen dieser  Molecüle  anter  die  verschiedenen  Richtungen  ver- 
theflt  sind. 
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Wenn  die  Bewegungen  nach  allen  Bichtangen  in  gleicher 
Weise  gingen,  so  würde  aus  denselben  Gründen,  welche  bei  Be- 
handlung der  von  einer  Schiebt  ausgesandten  Molecüle  in  §.  6  be- 
sprochen wurden,  die  Anzahl  derjenigen  Molecüle,  deren  Cosinus 
zwischen  ^  und  (i  -{-  d^i  liegen,  als  Bruchtheil  der  ganzen  vorhan- 
denen Anzahl,  durch  \d[i  dargestellt  werden.  Im  gegenwärtigen 
Falle,  wo  die  Bewegungen  nicht  nach  allen  Richtungen  in  gleicher 
Weise  gehen,  sondern  nur  solche  Richtungen,  die  mit  der  X'Axe 
gleiche  Winkel  bilden,  sich  unter  einander  gleich  verhalten ,  wol- 
len wir  die  Anzahl  derjenigen  Molecüle,  deren  Cosinus  zwischen 
ft  und  [i  '■\'  dfi  liegen,  als  Bruchtheil  der  ganzen  vorhandenen  An- 
zahl, mit  IJdii  bezeichnen,  worin  eT"  eine  Function  von  ii  bedeutet. 
Man  kann  sich  nun  durch  ähnliche  Betrachtungen,  wie  die,  welche 
in  den  vorigen  Paragraphen  angestellt  wurden,  leicht  davon  über- 
zeugen, dass  die  Function  cT'sich  durch  eine  Reihe,  die  nach  Po- 
tenzen von  HS  fortschreitet,  darstellen  lassen  muss,  und  man  kann 
sie  daher  in  folgender  Form  schreiben: 

(IV.)  J  =  i  (1  -[-  q'fiE  +  f'ii^B^  +  etc.), 

worin  i,  g^,  /  etc.  von  ^  unabhängige  Grössen  sind. 

Die  Grösse  i  lässt  sich  leicht  sofort  bestimmen.  Wenn  man 
den  Ausdruck  | Jd(i  von  ^=r— -1  bis|it  =  -f"I  integrirt,  so 
umfasst  diese  Integration  alle  vorhandenen  Molecüle,  und  der 
Werth  des  Integrales  muss  daher  1  sein.  Führt  man  dieses  aus, 
indem  man  für  J  die  eben  aufgestellte  Reihe  setzt,  so  kommt: 

1  =i(l  4-i/a3  4.etc.), 
und  somit: 

(20)  i=  1  —1/63+  etc. 

Die  anderen  in  der  Reihe  (IV.)  vorkommenden  Grössen  g', 
/  etc.  wollen  wir  vorläufig  unbestimmt  lassen,  indem  sich  bald 
Gelegenheit  bieten  wird,  sie,  soweit  es  nöthig  ist,  zu  bestimmen. 

IV.    Verhalten  der  Molecüle,  welche  während  einer  Zeit- 
einheit durch  eine  gegebene  Ebene  gehen. 

§.  13.  Wir  wollen  unsere  Aufinerksamkeit  auf  irgend  eine 
auf  der  o;- Axe  senkrechte  Ebene  und  auf  die  durch  diese  Ebene 
gehenden  Molecüle  richten.  Wählen  wir  z.  B.  die  Ebene,  welche 
die  Abscisse  x  hat,  und  welche  die  erste  Grenzebene  der  in  den 
Paragraphen  8   u.  f.  betrachteten  unendlich  dünnen  Schicht  ist 
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so  können  wir  aus  dem  Verhalten  der  gleichzeitig  in  der  Schicht 
befindlichen  Molecüle  bestimmte  Schlüsse  über  das  Verhalten  der- 
jenigen Molecüle  ziehen,  welche  während  einer  gewissen  Zeit  durch 
unsere  Ebene  gehen. 

Wir  denken  uns  auf  der  Ebene  ein  Stück  von  der  Grösse  einer 
Flächeneinheit  abgegrenzt  Der  Rauminhalt  des  Stückes  der  Schicht, 
welches  diesem  Flächenstücke  entspricht,  wird,  wenn  dx  die  Dicke 
der  Schicht  ist,  durch  dx  dargestellt,  und  die  Anzahl  der  Molecüle, 
welche  sich  gleichzeitig  in  diesem  Räume  befinden,  wollen  wir  mit 
Ndx  bezeichnen,  worin  N  eine  sehr  grosse  Zahl  ist,  welche  von 
der  Dichtigkeit  des  Gases  an  der  betreffenden  Stelle  abhängt.  Diese 
^<{a;  Molecüle  bewegen  sich  nach  allen  möglichen  Richtungen,  und 
die  Anzahl  derjenigen,  deren  Cosinus  zwischen  nk  und  ik  -^  d^k  lie- 
gen, bildet  von  jener  ganzen  Anzahl  nach  dem  vorigen  Paragraphen 
den  Bruchtheil  \Jd(L^  und  wird  somit  vollständig  dargestellt  durch 
das  Product: 

I  NJdxdfi. 

Um  aus  dieser  Zahl,  welche  sich  auf  die  gleichzeitig  in  der 
Schicht  befindlichen  Molecüle  bezieht,  die  Anzahl  derjenigen  Mo- 
lecüle abzuleiten,  welche  während  einer  Zeiteinheit  die  Schicht 
durchlaufen,  und  welche  daher  auch  durch  die  zur  Betrachtung 
ausgewählte  Grenzebene  gehen,  muss  man  die  Zeit,  welche  jedes 
Molecül  gebraucht,  um  die  Schicht  von  der  einen  Grenzebene  bis 
zur  anderen  zu  durchlaufen,  berücksichtigen.  Die  Länge  des  We- 
ges von  der  einen  Grenzebene  bis  zur  anderen  ist  für  ein  Molecül 

dx 
mit  dem  Cosinus  ^  abgesehen  vom  Vorzeichen,  gleich  — ,  und  die 

zur  Durchlaufung  dieses  Weges  nöthige  Zeit  ist,  wenn  V  die  Ge- 

dx 
schwindigkeit  bisdeutet,  gleich  — ^-    Nehmen  wir  nun  vorläufig  an. 

(l  Y 

dass  alle  Molecüle,  deren  Cosinus  zwischen  \i  und  ^  -j-  ^f^  liegen, 
gleiche  Geschwindigkeiten  haben,  und  somit  auch  gleiche  Zeit  zur 
Dnrchlaufung  der  Schicht  gebrauchen,  so  verhält  sich  die  Anzahl 
der  Molecüle,  welche  sich  gleichzeitig  in  der  Schicht  befinden,  zu 
der  Anzahl  derjenigen,  welche  die  Schicht  während  der  Zeiteinheit 
durchlaufen,  wie  jene  kleine  Zeit  zur  Zeiteinheit,  und  man  muss 
daher  die  erstere  Anzahl  durch  die  kleine  Zeit  dividiren,  um  die 
letztere  zu  bekommen. 

Wenden  wir  dieses  auf  unseren  Fall  an,  so  müssen  wir  die 
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dm 
Grösse  \  NJdxd(i  durch  —p.  dividiren,  und  erhalten  daher  für  die 

ÄnecM  der  Molecüle^  welche  während  der  Zeiteinheit  durch  unsere 
Flächeneinheit  in  solchen  Bichtungen  gehen  ^  dass  die  Cosinus  zwi- 
schen fi  u/nd  fi  -{-  d(i  liegen^  den  Ausdruck : 

\NJViid(i. 

Dabei  ist  noch  zu  bemerken,  dass  der  Unterschied  des  Vor- 
zeichens, der  bei  diesem  Ausdrucke  dadurch  entsteht,  dass  der  Co- 
sinus fi  positiv  oder  negativ  sein  kann,  einem  wesentlichen  Unter- 
schiede, in  der  Art  des  Durchganges  entspricht.  Wenn  fi  positiv 
ist,  so  gehen  die  Molecüle  von  der  negativen  nach  der  positiven 
Seite  durch  die  Ebene,  und  wenn  ft  negativ  ist,  so  gehen  sie  im 
umgekehrten  Sinne  hindurch  ^). 

§.  14.  Ehe  wir  den  eben  gewonnenen  Ausdruck,  welcher  sich 
nur  auf  ein  unendlich  kleines  Intervall  des  Cosinus  (i  bezieht,  and 
gleiche  Geschwindigkeiten  voraussetzt,  erweitern,  wollen  wir  noch 
zwei  andere  entsprechende  Ausdrücke  ableiten. 

Ein  Molecül,  welches  sich  mit  der  Geschwindigkeit  V  bewegt, 
hat,  wenn  wir  seine  Masse  mit  m  bezeichnen,  die  Bewegungs- 
grösse  m  F,  und  das  Product  m  V(i  stellt  diejenige  Componente 
der  Bewegungsgrösse  dar,  welc}ie  in  die  ^-Richtung  fallt,  und 
zwar  in  dem  Sinne,  dass  ein  positiver  Werth  des  Productes  dem 
Falle  entspricht,  wo  die  Componente  in  die  positive  o;- Richtung 
fällt  Wir  wollen  daher  das  Product  kurz  die  positive  Bewegungs- 
grosse  des  Moleciils  nennen.  Demnach  wird  die  gesammte  posi- 
tive Bewegungsgrösse  der  oben  betrachteten  \  NJViid^i  Molecüle, 
welche  durch  unsere  Ebene  gehen,  durch 

ImNJV^li^dfi 
dargestellt^). 


1)  [Um  die  Bedentunj?  dieseB  UnterBchiedes  auf  einikche  Weise  fett- 
zustellen,  kann  man  sagen:  der  Ausdruck  soll  die  Anzahl  der  positlTen 
Durchgänge  (d.  h.  der  Durchgänge  von  der  negativen  zur  positiven  Seite) 
darstellen,  und  dabei  muss  ein  negativer  Durchgang  (d.  h.  ein  Durch- 
gang von  der  positiven  zur  negativen  Seite)  negativ  zählen.  1866.] 

^)  [In  di^em  Ausdrucke  fallt  der  beim  vorigen  besprochene  Unter- 
schied fort,  indem  dieser  Ausdruck  positiv  bleibt,  auch  wenn  ßx  negativ 
wird.  Das  ist  so  zu  erklären:  Der  Ausdruck  soll  positive  Bewegungs- 
grösse darstellen,    welche  in  positiver  Richtung  durch  die  Ebene   geht. 
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Femer  wird  für  ein  Molecül  yod  der  Masse  m  und  mit  der 
Geschwindigkeit  V  die  lebendige  Kraft  der  Bewegung  durch 
\mV^  dargestellt.  Wenn  das  Molecül  ausser  der  fortschreiten- 
den  Bewegung,  deren  Geschwindigkeit  Fist,  auch  noch  eine  ro- 
tirende  Bewegung  oder  eine  schwingende  Bewegung  seiner  Bestand- 
theile  besitzt,  so  ist  die  gesammte  lebendige  Kraft  grösser  als  je- 
nes Product.  Ich  habe  in  meinem  Aufsatze  „über  die  Art  der  Be- 
wegung, welche  wir  Wärme  nennen, **  über  diese  Bewegungen,  welche 
neben  der  fortschreitenden  Bewegung  noch  stattfinden  können, 
gesprochen,  und  habe  darauf  hingewiesen,  dass  bei  einer  bestimm- 
ten Art  von  Molecülen  zwischen  den  verschiedenen  gleichzeitig  statt- 
findenden Bewegungen  durchschnittlich  ein  bestimmtes  Verhältniss 
obwalten  muss,  sodass  die  lebendige  Kraft  der  fortschreitenden  Be- 
wegung einen  bestimmten  aliquoten  Theil  der  ganzen  lebendigen 
Kraft  bildet.  Wir  wollen  daher  den  Durchsohnittswerth  der  ganzen 
lebendigen  Kraft  eines  Molecüls  mit  IJcmV^  bezeichnen,  worin  h 
ein  Factor  ist,  der  für  jede  Gasart  einen  bestimmten  Werth  hat  ^)* 
Demgemäss  erhält  man  für  die  lebendige  Kraß  jener  INJVfudii 
Molecüle,  welche  durch  unsere  Ebene  gehen,  den  Ausdruck: 

IkmNJT^iidii  ^). 

§.  15.  Um  nun  die  drei  in  den  beiden  vorigen  Paragraphen 
gefundenen  Ausdrücke  so  umzugestalten,  dass  sie  auch  gültig  blei- 
ben, wenn  die  Geschwindigkeiten  der  einzelnen  Molecüle  nicht 
gleich  sind,  brauchen  wir  nur  an  die  Stelle  der  Werthe  F,  F* 


Wird  nun  Jä  negativ,  so  haben  wir  es  mit  negativer  BewegnngsgröBse  zql. 
thun,  welche  in  negativer  Richtung  durch   die  £bene  geht ,   und  diese  ist 
wegen  der  zweimaligen  Umkehr  des  Vorzeichens  ebenso   in  Rechnung  zu 
bringen,  wie  positive  Bewegungsgrösse,  welche  in   positiver  Richtung  hin- 
durchgeht. 1866.] 

^)  Wie  man  diesen  Factor  mit  Hülfe  der  beiden  specifischen  Wärmen 
berechnen  kann,  habe  ich  in  meiner  oben  erwähnten  früheren  Abhandlung 
g-ezeigt.  Für  diejeftigen  einfachen  Gase,  welche  in  Bezug  auf  ihr  Volumen 
keine  Unregelmässigkeit  zeigen,  und  für  die  zusammengesetzten ,  welche 
bei  der  Verbindung  keine  Volumverminderung  erlitten  haben,  ist  der  Fac- 
tor angenähert  gleich  ^  ^  oder  1,584.  Für  die  Gase,  welche  bei  der 
Verbindung  eine  Volumverminderung  erlitten  haben,  ist  er  grösser. 

')  [Dieser  Ausdruck  verhält  sich  in  Bezug  auf  das  Vorzeichen  so  wie 
der,  welcher  die  Anzahl  der  Durchgänge  darstellt.  1866.J 
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und  P  die  Mittelwerthe  V,  V^  und  F*  zu  setzen.  Um  ferner  die 
Ausdrücke,  welche  sich  nur  auf  ein  unendlich  kleines  Intervall  des 
Cosinus  fi  beziehen,  auf  alle  durch  die  Ebene  gehenden  Molecüle 
auszudehnen,  müssen  wir  sie  noch  von  f*  =  —  l  bis  f*  =  -f"  1  i'^" 
tegriren.  Dabei  wollen  wir  der  Gleichförmigkeit  wegen  den 
ersten  Ausdruck  auch  mit  m,  der  Masse  eines  Molecüls,  multi- 
pliciren,  so  dass  er  statt  der  Anzahl  der  Molecüle  die  Masse  der- 
selben darstellt  Führen  wir  dann  zur  Abkürzung  folgende 
Zeichen  ein :  E  die  Masse^  F  die  positive  Betvegungsgrösse  und  G 
die  lebendige  Kräfte  welche  während  der  Zeiteinheit  in  positiver 
^  Richtung  durch  die  Flächeneinheit  unserer  Ebene  gehen,  so  er- 
halten wir  folgende  Gleichungen: 

E  =  \mNj  JViidii, 


(V.) 


-1 


F=\fnNfjr'li^dii 

—  1 


a  =  \kfnNfjr^iidii. 
^  — i 

Die  letzte  dieser  drei  Grössen  stellt  die  im  Gase  stattfindende 
Wärmeleitung  dar,  und  sie  ist  es  daher  vorzugsweise,  um  deren 
Bestimmung  es  sich  im  Folgenden  handelt.  Die  beiden  anderen 
Grössen  mussten  deshalb  mit  in  Betracht  gezogen  werden,  weil 
sie,  wie  wir  gleich  sehen  werden,  zur  Bestimmung  jener  beitragen. 

Setzt  man  in  den  drei  Gleichungen  für  F,  F^  F>  und  J  die 
in  (in.)  und  (IV.)  gegebenen  Reihen  ein,  und  führt  die  Integration 
aus,  so  kommt: 

iE  =  lmN(q  +  wg')  s  +  Xa» 
(VI.)  p=iwiV^w«+  Xi£« 

[a  =  \JcmNu^  (3  g  +  uq')  £  +  X,  «2. 

Die  Glieder  Xß^  Xi£>  und  X^s^,  in  welchen  die  Factoren  X, 
Xi  und  X^  unbestimmt  gelassene  Functionen  von  x  bedeuten, 
sind  nur  hinzugefügt,  um  anzudeuten,  von  welcher  Ordnung  die 
Glieder  sind ,  die  man  noch  erhalten  würde,  wenn  man  die  Rech- 
nung weiter  ausführte.  Man  sieht,  dass  in  allen  drei  Gldchungen 
das  zweite  Glied  um  zwei  Ordnungen  höher  ist,  als  das  erste, 
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und  wenn  wir  uns  daher  bei  unseren  Besultaten  mit  einer  solchen 
Annäherung  begnügen  wollen,  dass  wir  Grössen  von  der  Ord- 
nung €>  gegen  düe  Einheit  vernachlässigen,  was  wir  unbedenklich 
thun  können,  da  £  eine  sehr  kleine  Grösse  ist,  so  können  wir  im 
Folgenden  jene  hinzugefügten  unbestimmt  gelassenen  Glieder 
ganz  fortlassen. 

Betrachtet  man  die  Ordnung  des  ersten  geltenden  Gliedes,  so 
kann  es  vielleicht  auffallen,  dass  die  Grösse  F  von  der  nullten 
Ordnung  in  Bezug  auf  b  ist',  während  E  und  Q  von  der  ersten 
Ordnung  sind.  Das  erklärt  sich  aber  daraus,  dass  die  Bewe- 
gungsgrösse  sich  in  Bezug  auf  das  Vorzeichen  anders  verhält, 
wie  die  Masse  und  die  lebendige  Era^.  Die  Bewegungsgrösse 
eines  Molecüls,  welches  in  negativer  Richtung  durch  die  Ebene 
geht,  ist  nämlich  an  sich  negativ,  und  da  sie  wegen  des  Durch- 
ganges in  negativer  Richtung  auch  noch  mit  dem  negativen  Vor- 
zeichen versehen  werden  muss,  so  wird  sie  dadurch  wieder  posi- 
tiv, so  dass  sich  die  positiven  und  negativen  Durchgänge  in  die- 
sem Falle  nicht,  wie  in  den  beiden  anderen  Fällen,  gegenseitig  sub- 
trahiren,  sondern  addiren. 

§.  16.  In  Bezug  auf  die  Grössen  E^  F  und  G  lassen  sich  aus 
der  Annahme,  dass  das  Gas  sich  in  einem  stationären  Zustande 
befinden  soll,  sofort  folgende  Sätze  ableiten. 

1)  Die  Oasfnasse,  welche  durch  die  Ebene  gehty  muss  Null  sein. 
Da  nämlich  die  ganze  vorhandene  Gasmasse  zwischen  zwei  festen 
Wänden  eingeschlossen  ist,  so  müsste,  wenn  durch  eine  Zwischen- 
ebene Gas  in  einer  Richtung  hindurchginge,  die  Dichtigkeit  an 
der  einen  Seite  der  Ebene  zunehmen  und  an  der  anderen  abneh- 
men, was  der  Voraussetzung  widerspricht. 

2)  Die  positive  Bewegungsgrösse  ^  welche  während  der  Zeitein- 
heit durch  unsere  Ebene  geht,  muss  von  der  Lage  der  Ebene  u/nah- 
häf^gig,  also  in  Bezug  auf  x  constant  sein.  Denkt  mafi  sich  näm- 
lich durch  irgend  zwei  parallele  Ebenen  eine  Schicht  abgegrenzt, 
so  muss  die  Bewegungsgrösse,  welche  durch  die  eine  Ebene  in 
die  Schicht  eintritt,  gleich  derjenigen  sein,  welche  durch  die  an- 
dere austritt,  weil  sonst  die  in  der  Schicht  vorhandene  Bewegungs- 
grösse sich  ändern  müsste,  was  der  Bedingung  des  stationären  Zu- 
standes  widerspricht 

3)  Die  lebendige  Kräfte  welche  während  der  Zeiteiriheit  durch 
die  Ebene  geht,  muss  in  Bezug  auf  x  constant  sein,  aus  demselben 
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Grunde,    welcher   für  die  positive    Bewegungsgrösse  angeführt 
wurde. 

Man  kann  also  folgende  drei  Bedingungsgleichungen    auf- 
stellen : 

(21)  I  F  =  Const 

1  O  =  Const., 

welche  wir  nun  auf  die  für  E,  F  und  O  gewonnenen  Ausdrucke    ^ 
anwenden  wollen. 

Die  erste  Gleichung  giebt,  wenn  wir  das  Glied  Xs*  vernach- 
lässigen, 

wodurch  die  Beziehung  zwischen  den  Goefficienten  q  und  ^  be« 
stimmt  ist,  nämlich: 

(22)  «'  =  -|- 

Hierdurch  geht  die  Gleichung  (IV.),  wenn  wir  darin  zugleich  für 
i  den  in  (20)  gegebenen  Werth  setzen,  über  in: 

(VIL)  J=i_l.^«  +  ^(^»_|)a>  +  etc. 

fv 

Die  gtoeite  der  vorigen  Gleichungen  giebt  unter  Vernachlässi- 
gung von  Zi  €*: 

(23)  Nu^  =  Const 

Durch  N  wird  die  Dichte  des  Gases  an  der  betreffenden  Stelle 
bestimmt,  und  u^  ist  der  absoluten  Temperatur  proportional,  und 
es  folgt  somit,  dass  das  Product  aus  der  Dichte  und  der  absoluten 
Temperatur  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  der  Druck  in 
der  ganzen  Gasmasse  constant  sein  muss,  ein  Resultat,  welches 
man  auch  im  Voraus  als  selbstverständlich  betrachten  konnte. 

Was  endlich  die  Grösse  G  anbetrifft,  so  geht  die  letzte  der 
Gleichungen  (VI.)  unter  Anwendung  der  Gleichung  (22)  und  Ver- 
nachlässigung des  Gliedes  X^e^  in  folgende  über: 

(VIII.)  G  =  IhtnNu^qe. 

Da  nun  dem  Vorigen  nach  Nu^  constant  ist,  und  k,  m  und  s  an 
sich  Constante  sind,  so  folgt,  dass,  wenn  G  constant  sein  soll,  auch 
sein  muss : 

(24)  q  =  Const 
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Es  kommt  nun  zur  ßestimmung  der  Wärmeleitung,  abgesehen 
Yon  der  Grösse  «,  welche  ich  in  meiner  früheren  Abhandlung  be- 
sprochen habe,  nur  noch  auf  die  Bestimmung  dieser  einen  con- 
stauten  Grösse  q  an. 

V.  Beziehung  zwischen  den  gleichzeitig  in  einer  Schicht 
befindlichen  und  den  von  derselben  Schicht  ausge- 
I»  sandten  Molecülen. 

§.  17,  Um  zu  finden,  wieviel  Molecüle  von  einer  Schicht  aus-  ^ 
gesandt  werden,  müssen  wir  wissen,  wie  gross  die  Wahrschein- 
lichkeit ist,  dass  ein  Molecül  beim  Durchlaufen  der  Schicht  mit 
einem  anderen  in  der  Schicht  befindlichen  Molecül  zusammen- 
stösst,  da  die  zusammenstossenden  Molecüle  es  sind,  welche  nach 
dem  Auseinanderprallen  mit  veränderter  Geschwindigkeit  und  Bich- 
tung  aus  der  Schicht  austreten ,  und  welche  wir  als  die  von  der 
Schicht  ausgesandten  Molecüle  bezeichnen. 

Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  ein  Molecül  auf  einer  unendlich 
kleinen  Wegstrecke  ds  mit  einem  anderen  zusammentrifft,  nen- 
nen wir,  wie  in  §.9,  ads,  und  es  kommt  nun  darauf  an,  die 
Grösse  a  näher  zu  bestimmen. 

In  meiner  früheren  Abhandlung  habe  ich  den  Werth  a  für 
den  Fall  bestimmt,  wo  ein  Molecül  sich  in  einem  Baume  bewegt, 
welcher  sehr  viele  andere  Molecüle  enthält,  die  sich  an  bestimm- 
ten Stellen  in  Buhe  befinden,  und  habe  dort  gefunden  i): 

worin  g  den  Badius  der  Wirkungssphäre  eines  Molecüls  in  der 
dort  näher  definirten  Bedeutung  darstellt,  und  X  der  Abstand  ist, 
den  zwei  Nachbarmolecüle  haben  würden,  wenn  die  Molecüle  statt 
ihrer  wirklich  stattfindenden  unregelmässigen  Vertheilung  eine 
regelmässige  cubische  Anordnung  hätten,  (d.  h.  wenn  der  ganze 
Raum  in  kleine  cubische  Bäume  eingetheilt  und  die  Molecül- 
centra  in  die  Eckpunkte  derselben  gelegt  wären).  Statt  der 
Grösse  X  kann  man  auch  die  Anzahl  N  der  Molecüje,  welche  sich 
in  einer  Baumeinheit  befinden,  einführen.  Es  müssen  nämlich 
soviel  Molecüle  in  der  Baumeinheit  sein,    als   solche    cubische 


1)  [Oben  S.  270.] 

OlAniiat,  BiMsh.  VT&nnethMrie.  IL  20 
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Räume  von  der  Seite  A  darin  enthalten  sind,  und  man  hat  daher 

jV"  =  T3 ,  wodurch  die  vorige  Gleichung  übergeht  in : 

(25)  «  =  ä9«jV; 

Dieser  Ausdruck  von  u  lässt  sich  leicht  so  umändern,  dass 
er  auch  für  den  Fall  gilt,  wo  die  übrigen  Molecüle  nicht  in  Ruhe 
sind,  sondern  sich  ebenfalls  in  irgend  einer  Weise  bewegen. 

Wenn  wir  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  das  zur  Betrachtung 
ausgewählte  Molecül  während  des  Zeitelementes  dt  ein  anderes 
Molecül  trifft,  mit  adt  bezeichnen,  und  ds  ab  den  während  der 
Zeit  dt  zurückgelegten  Weg  betrachten,  so  ist: 

(26)  adt  =  ads, 

ds 
oder,  wenn  wir  für  -jr,  welches  die  Geschwindigkeit  des  betrach* 

teten  Molecüls  ist,  v  setzen: 

(27)  a  =  av, 

Führen  wir  hierin  für  a  seinen  Werth  aus  (25)  ein,  so  kommt: 

(28)  a  =  JtQ^Nv. 

Denken  wir  uns  nun,  dass  die  übrigen  Molecüle,  anstatt  zu 
ruhen,  sich  alle  nach  einer  bestimmten  Richtung  mit  einer  gemein- 
samen Geschwindigkeit  bewegen,  so  wird  offenbar  die  Wahrschein- 
lichkeit, dass  das  Molecül  während  der  Zeit  dt  mit  einem  anderen 
Molecül  zusammentrifft,  durch  dieselbe  Formel,  wie  im  Yorigen 
Falle  dargestellt,  wenn  man  darin  an  die  Stelle  der  wirklichen 
Geschwindigkeit  v  des  betrachteten  Molecüls  die  rel<xtiv€  Geschwin- 
digkeit  desselben  zu  den  übrigen  Molecülen  setzt.  Sei  V  die  ge- 
meinsame Geschwindigkeit  der  übrigen  Molecüle,  q>  der  Winkel 
zwischen  ihrer  Bewegungsrichtung  und  derjenigen  des  betrachte- 
ten Molecüls  und  R  die  relative  Geschwindigkeit,  so  ist: 

(29)  R  =  yV'^^v'^  —  2Ft?cosg), 
und  mit  diesem  Werthe  können  wir  setzen: 

(30)  a  =  TtQ^NR. 

Denken  wir  uns  nun  endlich,  dass  die  übrigen  Molecüle  sich 
nicht  alle  nach  derselben  Richtung,  sondern  nach  verschiedenen 
Richtungen  bewegen,  und  Geschwindigkeiten  haben,  die  nicht  un- 
ter einander  gleich  zu  sein  brauchen,  so  sind  die  relativen  Ge- 
schwindigkeiten des  betrachteten  Molecüls  zu  den  übrigen  Mole- 
cülen unter  einander  verschieden,  und  man  muss  in  der  Gleichung 
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den  Mittelwerth  der  relativen  Geschwindigkeiten  anwenden.  Die- 
sen Mittelwerth  wollen  wir  durch  B  bezeichnen  *),  dann  lautet  die 
Gleichung  für  a: 

(31)  a  =  ütQ^NMi 

und  daraus  ergiebt  sich  für  a  in  Folge  von  (27)  die  Gleichung: 

(32)  a  =  Ä9«JV-. 

§.  18.  Es  kommt  nun  darauf  an,  für  ein  gegebenes  Molecül, 
welches  sich  in  unserer  unendlich  dünnen  Schicht  bewegt ,  die 
mittlere  relative  Geschwindigkeit  zu  allen  gleichzeitig  in  der  Schicht 
befindlichen  Molecülen  zu  bestimmen. 

Die  relative  Geschwindigkeit  R  des  gegebenen  Molecüls  zu 
einem  bestimmten  anderen  Molecül,  dessen  Bewegungsrichtung 
mit  der  seinigen  den  Winkel  9  bildet,  und  welches  die  Geschwin- 
digkeit V  hat,  ist  durch  Gleichung  (29)  bestimmt.  Betrachten 
wir  nun  alle  Molecüle,  welche  sich  in  derselben  Richtung  bewegen, 
so  sind,  wie  wir  in  §.  8  gesehen  haben,  die  Geschwindigkeiten  der- 
selben unter  einander  nicht  ganz  gleich,  und  demgemäss  sind  auch 
die  relativen  Geschwindigkeiten  des  gegebenen  Molecüls  zu  diesen 
Molecülen  etwas  verschieden,  und  wir  wollen  daher  zunächst  für 
jede  bestimmte  Richtung  eine  mittlere  relative  Geschwindigkeit 

einführen,  welche  wir  mit  22  bezeichnen. 

Was  femer  die  verschiedenen  vorkommenden  Bewegungsrich- 
tungen  anbetrifft,  so  wollen  wir,  um  diese  in  anschaulicher  Weise 
angeben  zu  können,  wie  früher,  eine  mit  dem  Radius  l  geschlagene 
Kugelfläche  betrachten,  von  deren  Mittelpuncte  aus  wir  uns  die 
Kichtungen  gezogen  denken,  so  dass  jeder  Punct  der  Eugelfläche 
eine  Richtung  repräsentirt.  Wenn  sich  die  Molecüle  nach  allen 
Richtungen  in  gleicher  Weise  bewegten,  so  würde  die  Anzahl  der- 
jenigen Molecüle,  deren  Richtungen  in  ein  Element  Jco  der  Kugel- 
fläche fiEdlen,  sich  zur  ganzen  vorhandenen  Anzahl  verbalten,  wie 
die  Grösse  des  Elementes  zur  ganzen  Eugelfläche,  und  jene  An- 
zahl würde  also  als  Bruchtheil  der  ganzen  vorhandenen  Anzahl 

durch  -j—  dargestellt  werden.  In  unserem  gegenwärtigen  Falle,  wo 


^)  Weshalb  in  diesem  Falle  zwei  wagerechte  Striche  über  den  Buch- 
staben R  gesetzt  sind,  und  nicht,  wie  in  früheren  Fällen,  bloss  einer,  wird 
im  Folgenden  gleich  ersichtlich  werden. 

20* 
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die  Molecüle  sich  nicht  nach  allen  Richtungen  in  gleicher  Weise  be- 
wegen, mu88  jener  Ausdruck  modificirt  werden,  und  zwar  wird  nach 
der  in  §.  12  eingeführten  Bezeichnungsweise  die  Anzahl  der  Mo- 
lecüle, deren  Richtungen  in  das  Element  da  fallen,  als  Bruchtheil 

der  ganzen  yorhandenen  Anzahl  durch  J-r—  dargestellt 

Ist  nun  B  die  mittlere  relative  Geschyrindigkeit  des  gegebe- 
nen Molecüls  zu  denjenigen  Molecüleu,  deren  Bewegungsrichtun- 
gen in  das  Element  d(o  fallen,  und  R  die  mittlere  relative  Ge- 
schwindigkeit des  gegebenen  Molecüls  zu  allen  vorhandenen  Mo- 
lecülen,  so  gilt  zur  Bestimmung  der  letzteren  folgende  Gleichung: 

worin  die  Integration  über  die  ganze  Eugelfläche  auszudehnen  ist 
Dieses  Integral  wollen  wir  nun  entwickeln. 

§.  19.    Nach  Gleichung  (29)  ist: 


JB=VF»  +  t;3  —  2  Fvcos^), 
welcher  Gleichung  wir  folgende  etwas  veränderte  Gestalt  geben  wollen: 

(34)  B  =  VJVYüYl  -  co8(p  +  ^\'^J^'' 

Die  mit  V  bezeichnete  Geschwindigkeit  irgend  eines  in  der  Schicht 
befindlichen  Molecüls  ist ,  wie  wir  früher  gesehen  haben ,  von  der 
mit  u  bezeichneten  Geschwindigkeit  derjenigen  Molecüle,  welche 
sich  senkrecht  zur  a;-Axe  bewegen,  nur  so  wenig  verschieden,  dass 
der  Unterschied  eine  Grösse  von  der  Ordnung  e  ist.  Wenn  wir 
nun  annehmen,  dass  auch  die  Geschwindigkeit  t;  des  gegebenen 
Molecüls  von  u  nur  um  eine  Grösse  derselben  Ordnung  abweicht, 
so  ist  die  Differenz  F  —  t;,  ebenfalls  eine  Grösse  von  der  Ord- 
nung 6,  und  demgemäss  das  in  der  letzten  Wurzel  vorkommende 

Glied      n  ir       ®^^®  Grösse  von  der  Ordnung  «*.     Aus  diesem 

Gliede  kann  auch  bei  der  Integration  wieder  nur  ein  Glied  von 
derselben  Ordnung  entstehen,  und  wir  können  daher,  wenn  wir  die 
Glieder  von  zweiter  und  höherer  Ordnung  in  dem  gesuchten  Aus- 
drucke von  B  vernachlässigen  wollen ,  die  Grösse  n  t^  ^^^ 
vornherein  fortlassen,  wodurch  die  Rechnung  sehr  vereinfacht  wird. 
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Die  Gleichung  für  R  lautet  dann : 

(35)  R=V2  Vi  —  costpVri. 
Nun  ist  nach  Gleichung  (9): 

wodurch   die  vorige  Gleichung,  wenn  man  sie  nach  $  bis  zum 
Gliede  erster  Ordnung  entwickelt,  übergeht  in :         ^ 

R  =  VTVl  -  cos cp  VUv  (l  -  i-^^ps). 

Setzt  man  hierin  noch  für  s  den  Mittelwerth  s,  so  erhält  man 
statt  R  den  Mittelwerth  i2,  also : 

(36)  R  =  WVl  -  cos 9  V^  (l  —  iL^^i\ . 

Wir  wollen  nun  für  U  und  s  ihre  in  (I.)  und  (18)  gegebenen 
Ausdrücke  einführen,  welche  unter  Vernachlässigung  der  Glieder 
von  zweiter  und  höherer  Ordnung  lauten: 

S  =  C6, 

and  zugleich  wollen  wir  setzen 

(37)  t?  =  w  4-  «, 

worin  d  irgend  eine  Grösse  von  der  Ordnung  s  bedeuten  soll  Dann 
kommt: 

B  =  V2yi  -  co89>  [u  +  I«  +  J  (i,  -  c^ye] 

oder,  da  wir  für  ß  —  c^r-  schon  in  (19)  den  Buchstaben  q  einge- 
führt  haben: 

(38)  R  =  /2V1  —  CO89  (««  +  i«  +  i«|iif). 

Diesen  Ausdruck  haben  wir  mit  J  zu  multipliciren,  welches  nach 

(VII.)  unter  Vernachlässigung  der  höheren  Glieder  durch  1  —  -  ft  c 
dargestellt  wird,  also: 


(39)  JR  =  V2  Vi  —  cos  (p  (u  +  \8  —  \qfiB), 

and  dieses  Product  muss  in  (33)  eingesetzt  und  dann  die  Inte- 
gration ausgeführt  werden. 


810  Abhandlung  XVL 

Dazu  müssen  wir  die  Beziehung  zwischen  cos  (p  und  dem  durch 
ft  bezeichneten  Cosinus  kennen,  unter  (i  verstehen  wir  den  Cosi- 
nus des  Winkels,  den  die  Bewegungsrichtung  irgend  eines  Mole- 
cüls  mit  der  x-Axe  bildet,  und  unter  9  den  Winkel  zwischen  der 
Bewegungsrichtung  dieses  Molecfils  und  derjenigen  des  gegebenen 
Molecüls.  Ferner  sei  noch  17  der  Winkel  zwischen  der  Bewegungs- 
richtung des  gegebenen  Molecüls  und  der  x-Axe  und  ^  der  Win- 
kel zwischen  den  beiden  durch  die  Bewegungsrichtung  des  g^e- 
benen  Molecüls  gehenden  Ebenen,  in  welchen  die  Winkel  q>  und  17 
liegen.    Dann  hat  man: 

(40)  ft  ==  cosiycosy  -j-  sin  1/ sin 9 cos ^. 

Zugleich    kann   man   das   Element  den   der  Kugelfläche    durch 
Bia<pdq>dtl;  darstellen.   Dadurch  geht  die  Gleichung  (33)  über  in: 

(41)  E—  ^fjd(pdilfBin(pVl  —  C0Q(p[u  +  \d 

—  |g  (cos  fjCOBfp  -f-  ^^^V  ^^  9  <508 i')  *]i 

worin  die  Integration  nach  ^  von  0  bis  2 »  und  diejenige  nach  tp 
von  0  bis  ^  auszufuhren  ist. 

Durch  Ausführung  dieser  Integrationen  erhält  man: 

(IX.)  ^  =  i(u  +  \d  +  ijcosi^  .  e)  1). 

§.  20.  Diesen  Ausdruck  von  R  müssen  wir  in  die  Gleichungen 
(31)  und  (32)  einsetzen,  um  die  Ausdrücke  von  a  und  a  zu  erhal- 
ten. Dadurch  kommt,  wenn  wir  zugleich  für  v  wieder  «  -f  < 
setzen: 

(42)  a  =  t^(f^N(u  +  J«  +  ^«cosi^  .  «) 

(43)  a  =  i^(f'N(^l  -l^  +  ifeacosi^l). 


^)  Ich  habe  in  den  obigen  Rechnungen  der  grösseren  UebersiGhÜich- 
keit  wegen  nur  die  Glieder  erster  Ordnung  in  Bezug  auf  (  berücksichtigt; 
indessen  will  ich  von  der  vollständigeren  Berechnung,  bei  der  auch  die 
Glieder  zweiter  Ordnung  berücksichtigt  sind,  wenigstens  das  Resultat  hier 
mittheUen,  nämlich:  , 
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Aas  diesen  Ausdrücken  kann  man  noch  die  unbekannte  Grösse 
Q  eliminiren.  Nimmt  man  nämlich  als  speciellen  Fall  an,  sowohl 
das  gegebene  als  auch  alle  übrigen  yorhandenen  Molecüle  haben 
die  Geschwindigkeit  u,  so  hat  man  6  =  0  und  g  ='0  zu  setzen, 
und  es  kommt: 

(44)  a  =  l7tQ^N. 

Ferner  stellt  nach  §.  9  für  diesen  Fall,  wo  alle  Molecüle  gleiche 

Geschwindigkeiten  haben,  der  Bruch  —  die  mittlere  Weglänge  zwi- 

sehen  je  zwei  Zusammenstössen  dar,  und  wir  erhalten  somit  für 
die  mittlere  Weglänge  den  Ausdruck: 

5  _L_n 

Um  diesen  Ausdruck  noch  weiter  zu  specialisiren,  so  dass  er  die 
nortnale  mittlere  Weglänge,  welche  wir  mit  s  bezeichnet  haben, 
darstellt,  brauchen  wir  nur  für  Ny  welches  die  Anzahl  der  in  einer 
Raumeinheit  enthaltenen  Molecüle  bedeutet,  den  speciellen  Werth 
zu  setzen,  welcher  dem  Normalzustande  des  Gases  entspricht,  und 
welchen  wir  zum  Unterschiede  mit  Nq  bezeichnen  wollen,  und  wir 
erhalten  also: 

Eliminirt  man  mittelst  dieser  Gleichung  die  Grösse  q^  aus  den 
obigen  Ausdrücken,  so  kommt: 

N 
^^  ^~  2^(^  +  5*  +  ^«cosi?.«), 

Man  sieht  aus  diesen  Ausdrücken,  dass  die  Grössen  a  und  a 
von  der  Geschwindigkeit  und  Bewegungsrichtung  des  gegebenen 
Molecüls  abhängen,  und  dass  sie  ferner,  da  ^und  u  Functionen 


1)  Diesen  Werth  der  mittleren  Weglänge  fiir  den  Fall,'- wo  alle  Ge- 
schwindigkeiten gleich  sind,  habe  ich  schon  in  meiner  früheren  Abhand« 
lang  angeführt  [oben  S.  272],  ohne  dort  die  Rechnung  yollständig  mitza- 
theilen.  [In  einer  auf  S.  265  hinzugefügten  Anmerkung  ist  die  Rechnung 
veryoUständigt.  1866.] 


1)  Maxwell  bat  in  seinen  Rechnungen  diese  Abhängigkeit  der  Grösse  a 
von  verschiedenen  Umständen  nicht  genug  berücksichtigt,  indem  er  die 
Bewegungen  der  von  einer  unendlich  dünnen  Schicht  ausgesandten  Mole- 
cüle  so  behandelt,  als  ob  der  Werth  von  a  für  alle  gleich  und  unverao- 
lieh  wäre.  Es  trifft  sich  zuß.llig,  dass  das  hierdurch  begangene  YeraeheD 
im  entgegengesetzten  Sinne  wirkt,  wie  das  bei  §.  5  erwähnte,  so  daae,  we- 
nigstens bei  der  Berechnung  der  Wärmeleitung,  beide  sich  zum  TheQ 
oompensiren. 
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von  X  sind ,  von  der  Lage  der  Schicht  abhängen ,  in  welcher  man 
die  Bewegung  gerade  betrachtet  ^). 

Mit  Hülfe  dieser  Ausdrücke  können  wir  nun  die  für  unseren      [ 
Zweck  nöthigen  Bestimmungen  leicht  ausführen. 

§.21.  Wir  wollen  zu  bestimmen  suchen,  wieviel  Molecüle 
innerhalb  unserer  unendlich  dünnen  Schicht  während  der  Zeit- 
einheit mit  anderen  Molecülen  zusammmenstossen,  und  wie  gross 
die  gesammte  Bewegungsgrösse  dieser  Molecüle  ist 

Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  ein  Molecül,  welches  sich  in 
der  Schicht  bewegt,  während  des  Zeitelementes  dt  ein  anderes 
trifft,  wird  durch  adt  dargestellt,  wenn  man  in  dem  Ausdrucke 
von  a  für  cos  17  und  8  die  Werthe  setzt,  welche  der  Bewegungs- 
richtung  und  der  Geschwindigkeit  des  betrachteten  Molecüls  ent- 
sprechen. Wenn  man  daher  von  einer  gegebenen  grossen  Anzahl 
von  Molecülen  die  Anzahl  derer,  welche  während  der  Zeit  dt  mit 
anderen  zusammenstossen,  bestimmen  will,  so  braucht  man  die, 
ganze  Anzahl  der  Molecüle  nur  mit  adt  zu  multipliciren,  wobei 
man,  wenn  der  Werth  a  nicht  für  alle  Molecüle  gleich  ist,  den 
Mittelwerth  anwenden  muss.  Betrachten  wir  nun  die  Molecüle^ 
welche  sich  gleichzeitig  in  einem  der  Flächeneinheit  entsprechen- 
den Stücke  unserer  Schicht  befinden,  und  richten  unsere  Auf- 
merksamkeit zunächst  auf  diejenigen ,  deren  Cosinus  zwischen  fA 
und  ft  -|-  d/i  liegen,  so  ist  deren  Anzahl  \NJdyi>dx^  und  wenn 

wir  diesen  Ausdruck  mit  adt  multipliciren,  worin  a  den  Mittel- 
werth von  a  für  diese  Molecüle  bedeutet,  so  stellt  das  Product 
\NJadyLdxdt  dem  Vorigen  nach  die  Anzahl  derjenigen  unter 
ihnen  dar,  welche  während  der  Zeit  dt  mit  anderen  zusammen- 
stossen. Integrirt  man  den  letzten  Ausdruck  nach  ft  von  —  1  bis 
-^  1,  so  erhält  man  die  Anzahl  aller  Molecüle,  welche  während 
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der  Zeit  dt  innerhalb  der  Schicht  zusammenstossen.  Diesen  Aus- 
druck braucht  man  dann  nur  noch  durch  dt  zu  diyidiren,  um  die 
Anzahl  der  Molecüle  zu  erhalten,  welche  während  der  Zeiteinheit 
in  der  Schicht  zusammenstossen.  Nennen  wir  diese  Anzahl  MdXy 
so  ist: 

(46)  M=\NJJäd(i. 


— 1 


Die  hierin  vorkommende  Grösse  J  ist  schon  bekannt,  näm- 

lieh  1  —  —US,    Um  die  Grösse  a zu  erhalten,  müssen  wir  in  dem 

in  Gleichung  (X.)  gegebenen  Ausdrucke  von  a  für  cosij  einfach  fi 
setzen,  und  für  d  müssen  wir,  da  wir  mit  Fdie  Geschwindigkeit 
eines  Molecüls  bezeichnet  haben,  V  —  u  setzen.  Da  nun  die  Mo- 
lecüle, bei  denen  der  Cosinus  ft  einen  gewissen  Werth  hat,  nicht 
alle  gleiche  Geschwindigkeit  haben,  so  müssen  wir,  um  den  Mittel- 

werth  a  zu  erhalten,  den  Mittelwerth  Fanwenden.  Dieser  ist  nach 
(III.)  u  -}■•  qii  B  '-\-  etc.,  und  wir  erhalten  daher  für  den  Mittelwerth 
Yon  d  unter  Vernachlässigung  der  höheren  Potenzen  von  s  die 
Grösse  q(i€.  Durch  Einsetzung  dieser  Grössen  in  die  Gleichung  (X.) 
erbalten  wir: 

N 
(47)  a= -^(M  +  fgfi«). 

Demgemäss  geht  die  Gleichung  (46)  über  in: 

+1 


'0 

— 1 


und  durch  Ausführung  der  Integration  erhält  man : 


(48)  M  = 


2Vo« 


In  entsprechender  Weise  kann  man  auch  die  gesammte  posi- 
tive Bewegungsgrösse  der  Molecüle,  welche  während  der  Zeitein- 
heit in  der  Schicht  zusammenstossen,  bestimmen.  Die  positive 
Bewegungsgrösse  eines  einzelnen  Molecüls  mit  der  Geschwindig- 
keit V  und  dem  Cosinus  (i  ist  mft  F,  und  wir  haben  daher  statt 
der  Grösse  a  das  Product  m^iVa  anzuwenden,  worin  wir  wieder 
Ton  Va^  wie  vorher  von  der  einfachen  Grösse  Oy  den  Mittelwerth 
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zu  nehmen  haben.    Der  Ausdruck  der  gesuchten  Bewegungsgrösse 


ist  also : 

+  1 


IdxmN  I  JVaiidfi. 


—  1 


Setzen  wir  hierin  ganz  dem  Vorigen  entsprechend  für  J  und  Va 
ihre  Werthe,  so  geht  er  über  in : 


£A 


und  durch  Ausführung  der  Integration  entsteht  daraus : 

\dxfnj^uq, 

wofür  wir  unter  Anwendung  der  Gleichung  (48)  auch  schreiben 
können : 

IdxmMqs. 

§.  22.  Der  letzte  Ausdruck  kann  uns  zur  Bestimmung  der 
GoDstanten  q  dienen. 

Dieselben  Molecüle,  welche  in  der  Schicht  jsusammenstossefi, 
sind  es  auch,  welche  nach  den  Stössen  von  der  Schicht  ausgesandt 
werden,  und  die  gesammte  Bewegungsgrösse,  welche  diese  Mole- 
cüle  vor  den  Zusammenstössen  hatten,  muss  auch  nach  den  Stössen 
ungeändert  geblieben  sein.  Nun  lässt  sich  aber  die  positive  Be- 
wegungsgrösse der  Molecüle,  welche  die  Schicht  aussendet,  nach 
der  früher  eingeführten  Bezeiehnungsweise  leicht  ausdrücken.  Wir 
haben  nämlich  gesehen,  dass  die  Bewegungen  dieser  Molecüle 
sich  dadurch  darstellen  lassen,  dass  man  zuerst  Bewegungen  an- 
nimmt, welche  nach  allen  Richtungen  in  gleicher  Weise  stattfin- 
den, und  dann  allen  Molecülen  nach  der  positiven  :2;-Richtung  noch 
eine  kleine  Geschwindigkeitscomponente,  die  wir  mit  ps  bezeich- 
net haben,  mittheiit.  Daraus  folgt,  dass,  wenn'JSfd^  die  Anzahl 
der  während  der  Zeiteinheit  ausgesandten  Molecüle  bedeutet,  dann 
die  gesammte  positive  Bewegungsgrösse  derselben  durch: 

dxmMps 
dargestellt  wird. 

Vergleichen  wir  diesen  Ausdruck  mit  dem  vorher  gefundenen, 

so  erhalten  wir : 
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dxmMps  =  IdxmMqs 
und  daher: 

(49)  |)  =  §g. 

Mit  diesem  Resultate  -wenden  wir  uns  zurück  zur  ersten  der 
Gleichungen  (19),  welche  lautet: 

du 
und  durch  Anwendung  der  Torigen  Gleichung  übergeht  in : 

(50)  3  =  -S^5i- 

Die  hierin  vorkommende  Grösse  e  ergiebt  sich  aus  dem  Bis- 
herigen folgendermaasseo.    Nach  Gleichung  (15)  ist: 

1 

«0 

worin  «o  denjenigen  speciellen  Werth  von  a  bedeutet,  wefoher  für 
die  Molecüle  gilt,  die  sich  senkrecht  zur  ^-Axe  bewegen,  und  wel- 
chen man  erhält,  wenn  man  in  Gleichung  (XL)  d  und  cos  17  gleich 
Null  setzt,  nämlich: 

N 

Nach  Einsetzung  dieses  Werthes  erhält  man  aus  der  vorigen  Glei- 
chung : 

(51)  c  =  §. 


Dadurch  geht  (50)  über  in: 

Nq  du 
N'dx 


(Xn.)  g  =  _|^-.). 


Mit  dem  Goefficienten  q  ist  in  Folge  der  Gleichung  (22)  zu- 
gleich auch  der  Goefficient  q'  bestimmt,  und  dadurch  sind  in  den 
Gleichungen  (III.)  und  (IV.),  welche  die  Art  der  Bewegung  der  gleich- 


1)  Wenn  man  die  Rechnungen  voÜBtandiger  ausfuhrt,  als  oben  gesche- 
hen ist,  indem  man  fiberall  noch  die  nächsthöhere  Potenz  von  e  mit  be- 
rücksichtigt, so  findet  man,  dass  die  oben  für  die  Anzahl  und  Bewegnngs- 
grösse  der  in  einer  Schicht  zusammenstossenden  Molecüle  und  für  die 
Grösse  q  gefundenen  Ausdrücke  so  weit  richtig  sind,  dass  überall  nur 
eine  Grösse  von  der  Ordnung  c^  gegen  die  Einheit  yernachlässigt  ist. 
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zeitig  in  einer  Schicht  befindlichen  Molecüle  ausdrücken,  die  Rei- 
hen soweit  bekannt,  wie  es  für  unsere  Zwecke  nöthig  ist,  nämlich 
in  jeder  Reihe,  ausser  dem  von  £  unabhängigen  Gliede,  noch  das 
Glied  erster  Ordnung '). 

VI.  Endresultate. 

§.  23.  Nachdem  im  Vorigen  die  nöthigen  Coefficienten  be- 
stimmt sind,  können  wir  nun  dazu  schreiten,  aus  den  angestellten 
Gleichungen  Schlüsse  über  den  Zustand  des  Gases  und  die  in 
demselben  stattfindende  Wärmeleitung  zu  ziehen. 

Wir  haben  in  §.  16  gefunden,  dass  q  eine  constante  Grösse 
sein  muss,  und  wir  können  daher,  wenn  wir  für  q  seinen  Werth 
setzen,  schreiben: 

l    du       n      i. 
— =..— —  =  oonst. 

^  N  dx 

Femer  wissen  wir  aus  demselben  Paragraphen,  dass 

Nu^  =  Gonst. 

ist,  und  durch  Multiplication  dieser  beiden  Gleichungen  erhal- 
ten wir: 

(52)  ^^J^  —  ^^^^ 

Da  nun  die  Grösse  u^  der  absoluten  Teinperatur  T  proportional 
ist,  so  kann  man  setzen: 

u  =  Const  VT, 
und  dadurch  geht  die  vorige  Gleichung  über  in : 


^)  In  den  Gliedern  zweiter  Ordnung  kommen  die  Grössen  qf,  r  and  r' 
vor,  welche  man  bei  weiterer  Ansfahrung  der  Rechnongen  in  ähnlicher 
Weise  bestimmen  kann,  wie  q.  Ohne  auf  diese  Erweiterang  der  Bechnon* 
gen,  welche  dem  Prindp  nach  durchaas  keine  Schwierigkeit  darbietet, 
hier  einzugehen,  will  ich  nur  die  daraus  heryorgehenden  Werthe  jener 
Grössen  kurz  ai^bren,  nämlich: 

41 
25 


ff?=ii2" 


^    ""      501* 

,   _     266    q^ 
*"    ""17.25«»' 
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(53)  VT^=Con8t 

Durch  Integration  dieser  Gleichung  erhält  man  eine  Gleichung  von 
der  Form 

(54)  I^=zCx+  Cu 

worin  C  und  Ci  Gonstante  sind. 

Die  zwischen  zwei  Wänden  von  gegebenen  Temperaturen  ein- 
geschlossene Gasmasse  nimmt  also  nicht,  wie  man  vielleicht  auf 
den  ersten  Blick  vermuthen  könnte,  einen  solchen  Zustand  an,  dass 
die  Temperatur  eine  lineare  Function  der  Abscisse  bildet,  sondern 
die  Temperaturveränderuiig  von  der  einen  Grenzfläche  zur  ande- 
ren findet  nach  einem  etwas  complicirteren  Gesetze  statt,  indem 

8 

die  Potenz  T^  durch  eine  lineare  Function  der  Abscisse  dargestellt 
wird. 

Wenn  in  der  Gleichung  (54)  die  Constantep  C  und  d  mit 
Hülfe  der  beiden  gegebenen  Temperaturen  der  Grenzflächen  be- 
stimmt sind ,  so  kann  man  für  jeden  anderen  Punct  des  Gases  die 
Temperatur  berechnen.  Da  ferner  das  Product  aus  Temperatur 
und  Dichtigkeit  innerhalb  des  Gases  constant  sein  muss,  so  kann 
man ,  wenn  für  Einen  Punct  die  Dichtigkeit  gegeben  ist,  für  alle 
übrigen  Puncte  die  Dichtigkeit  aus  der  Temperatur  berechnen,  und 
es  ist  somit  der  Zustand  des  Gases  in  Bezug  auf  Temperatur,  Dich- 
tigkeit und  Druck  vollständig  bekannt 

§.  24.  Für  die  im  Gase  stattfindende  Wärmeleitung  G  erhal- 
ten wir  durch  Einsetzung  des  gefundenen  Werthes  von  $  in  die 
Gleichung  (VIII.)  folgende  Gleichung: 

(Xm.)  0  =  -^^,kmNoU^^a^). 


^)  Maxwell  giebt  far  die  lebendige  Kraft,  welche  vermöge  der  Mole- 
cularbewegungen  während  der  Zeiteinheit  durch  eine  Flächeneinheit  einer 
auf  der  re-Axe  senkrechten  Ebene  in  positiver  Richtung  hindurchgeht,  fol- 
genden Aosdrack  (PJnL  Mag.  Vol,  XX,  p,  32): 

(A)  G  =z -^  l  ±  (Ikmu^ Nul), 

worin  l  die  mittlere  Weglänge  der  Molecüle  bei  der  Dichtigkeit,  welche 
das  Gas  an  der  betrachteten  Stelle  hat,  bedeutet.  Setzen  wir  für  l  seinen 
Werth: 


318  Abhandlung  XVI. 

Diese  Gleichung  wollen  wir  zum  bequemeren  Gebrauche  noch 
etwas  umgestalten.  Sei  für  den  Normalzustand  des  Gases  die  Ge- 
schwindigkeit der  Molecüle  mit  t4o  und  die  absolute  Temperatur 
mit  To  bezeichnet,  so  hat  man: 


und  daher: 
(55) 

80  kommt: 

Dieser  Ausdruck  ist  von  dem  obigen  nur  dadurch  verschieden,  dass  | 
an  der  Stelle  von  ^  steht  Verfolgt  man  aber  den  Weg,  auf  welchem 
Maxwell  zu  der  Gleichung  (A)  gelangt  ist,  so  findet  man,  dass  diese  an- 
genäherte üebereinstimmung  seines  Resultates  mit  dem  meinigen  nur  eine 
scheinbare  ist. 

Wenn  E  die  Masse  des  Gases  bedeutet,  welche  während  einer  Zeitein- 
heit durch  jene  Flächeneinheit  in  positiver  Richtung  hindurchgeht,  so  hat 
Maxwell  folgende  Gleichung  aufgestellt  (a.  a.  0.  S.  23): 

(B)  E  =  -\±  imNul). 

In  dieser  Gleichung  hat  er  dann,  um  statt  der  hindurchgehenden  Masse 
die  hindurchgehende  lebendige  Kraft  zu  erhalten,  einfach  an  die  Stelle  der 
Masse  m  eines  Molecüls  die  lebendige  Kraft  \kmu^  eines  Molecüls  gesetEt, 
und  dadurch  hat  er  die  Gleichung  (A)  gewonnen.  Betrachten  wir  nun  die 
Gleichung  (B)  näher,  und  substituiren  darin  ebenfalls  für  {  seinen  Werth 

S  fi  80  kommt: 
iv 

Diese  Gleichung  sagt  aus,  dass,  wenn  die  Temperatur  des  Gases  sich  in  der 

du 
a;-Richtung  ändert,  so  dass  ^  einen  angebbaren  Werth  hat,  eine  Fortbe- 
wegung von  Masse  nach  der  o^Richtung  stattfinden  muss,  indem  mehr  Mo- 
lecüle in  einer  Richtung  durch  die  Ebene  gehen,  als  in  der  entgegengesetz- 
ten. Sie  steht  also  mit  der  Voraussetzung,  welche  wir  machen  müssen, 
wenn  wir  von  Wärmeleitung  spreche,  im  Widerspruche,  denn  unter  Wärme- 
leitung versteht  man  eine  Fortbewegung  der  Wärme  ohne  Fortbewegung 
der  Masse, 

Man  muss  demnach,  abgesehen  davon,  ob  die  Gleichung  (B)  überhaupt 
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Dadurch  geht  die  vorige  Gleichung  über  in: 

(56)  (r  _  -  5i— j^ y  ^.■^. 

Nehmen  wir  als  Temperatur  des  Normalzustandes  den  Gefrierpunct 
an,  so  ist  angenähert  Tq  =  273  und  T  =  273, -f-  t^  worin  *  die 
vom  Gefrierpuncte  ab  gezählte  Temperatur  bedeutet.  Bezeichnen 
wir  ferner,  wie  es  gewöhnlich  geschieht,  den  Ausdehnungscoeffi- 
cienten  der  permanenten  Gase,  nämlich  ^  mit  a,  so  können  wir 
schreiben : 

(XIV.)         G  =  -^  ^-ü^  vr+^l^ . 

Führen  wir  hierin  endlich  das  Zeichen  K  ein  mit  der  Bedeutung 

so  lautet  unsere  .Gleichung : 

(XVI.)  ö  =  -  KVl  +«^|^- 


§.  25.  Der  Factor  K  enthält  nur  solche  Grössen ,  die  sich 
auf  den  Normalzustand  des  Gases  beziehen,  und  er  ist  daher  eine 
nur  von  der  Natur  der  betrachteten  Gasart  abhängige  Constante. 
Demnach  lassen  sich  aus  der  Form  der  letzten  Gleichung  sofort 
zwei  allgemeine  Schlüsse  ziehen. 

Erstens:  Für  einen  gegebenen  Werth  von  -^  wächst  öde 
Wärmeleitung  mit  der  Temperatur^  welche  das  Gas  an  der  betrach- 


zulässig  ist,  nothwendig  ems  von  beiden  schliessen:  entweder  Maxwell 
hat  bei  der  Aufstellung  seiner  Gleichungen  einen  ganz  anderen  Zustand  im 
Auge  gehabt,  als  den,  welchen  wir  bei  der  Wärmeleitung  yorauBsetflsen, 
nämlich  einen  solchen,  bei  dem  die  Gasmasse  sich  nach  bestimmter  Rieh« 
tnng  fortbewegt;  in  diesem  Falle  stellt  seine  Gleichung  (A)  nicht  das  dar, 
was  wir  unter  Wärmeleitung  verstehen,  und  was  durch  meine  Gleichung 
(Xni.)  dargestellt  wird,  sondern  eine  mit  Massenbewegung  verbundene  und 
zum  Theil  durch  dieselbe  vermittelte  Wärmebewegung \  oder  Maxwell 
hat  wirklich  jenen  Zustand,  bei  dem  Wärmebewegung  ohne  Massenbewe- 
gung  stattfindet,  gemeint,  dann  ist  die  Gleichung  (B)  falsch,  und  die  daraus 
abgeleitete  Gleichung  (A)  ist  nur  dadurch  angenähert  richtig  geworden,  dass 
zwei  Felller  sich  gegenseitig  theilweise  aufgehoben  haben. 
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teten  Stelle  hat,  und  zwar  in  demselben  Verhältnisse,  wie  die 
Schallgeschwindigkeit  mit  der  Temperatur  wächst,  nämlich  pro- 
portional der  Grösse  Vi  -|-  at. 

Zweitens :  Die  Wärmeleitung  ist  unabhängig  von  dem  Drucke^ 
unter  dem  das  leitende  Gas  steht.  Dieses  erklärt  sich  daraas, 
dass  bei  einem  durch  grösseren  Druck  verdichteten  Gase  zwar 
die  Anzahl  der  Molecüle,  welche  die  Wärme  übertragen  können, 
grösser  ist,  dafür  aber  die  Wege  der  einzelnen  Molecüle  klei- 
ner sind. 

Dieser  letzte  Satz  könnte  zu  Ungereimtheiten  führen,  wenn 
man  annehmen  wollte,  dass  er  bis  zu  jeder  beliebigen  Verdich- 
tung und  Verdünnung  des  Gases  gültig  sei  Man  muss  aber  be- 
denken, dass  die  Anwendung  des  Satzes  auf  solche  Zustände  ^  die 
sehr  weit  vom  Mittelzustande  abweichen,  ihre  selbstverständlichen 
Grenzen  hat,  indem  das  Gas  einerseits  nicht  soweit  verdichtet 
sein  darf,  dass  dadurch  zu  starke  Abweichungen  von  den  Gesetzen 
vollkommener  Gase,  welche  der  ganzen  Entwickelung  zu  Grunde 
liegen,  eintreten ;  und  andererseits  nicht  soweit  verdünnt  sein  darf^ 
dass  die  mittlere  Weglänge  der  Molecüle  zu  gross  wird,  um  ihre 
höheren  Potenzen  vernachlässigen  zu  können. 

§.  26.  Zur  numerischen  Berechnung  der  im  Obigen  ent- 
wickelten Formeln  wird  es  nöthig,  noch  einmal  auf  den  im  §.  7 
erwähnten  Punct  zurückzukommen,  nämlich  auf  die  zuföXligen  Ver- 
schiedenheiten, welche  unter  den  Geschwindigkeiten  der  Molecüle 
selbst  dann  vorkonmien,  wenn  die  Temperatur  und  Dichtigkeit  des 
Gases  überall  gleich  ist. 

Hiernach  muss  man  der  Grösse  ti,  welche  in  den  Formeln  für 
die  Bewegung  der  Molecüle  vorkommt  und  die  Geschwindigkeit 
derselben  für  den  Fall  darstellt,  wo«  keine  Unterschiede  der  Tem- 
peratur und  Dichtigkeit  vorkommen ,  nicht  einen  bestimmten  für 
alle  Molecüle  geltenden  Werth,  sondern  verschiedene  Werthe,  die 
von  einem  Molecül  zum  anderen  in  mannichfaltiger  Weise  wechseln, 
zuschreiben;  und  dasselbe  gilt  dann  auch  von  anderen,  von  der 
Geschwindigkeit  abhängigen  Grössen,  wie  z.  B.  von  der  in  den 
Paragraphen  8  u.  £  vorkommenden  Weglänge  5,  welche  für  Mole- 
cüle mit  grösseren  Geschwindigkeiten  durchschnittlich  etwas  grös- 
ser sein  muss,  als  für  Molecüle  mit  kleineren  Geschwindigkeiten. 
Es  kommt  dann  darauf  an,  für  diese  Grössen,  soweit  sie  in  den 
Formeln  vorkommen,  Mittelwerthe   aufzustellen,   welche   in  der 


1 
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Weise  bestimmt  sein  müssen ,  dass  die  Fonneln  durch  sie  diesel- 
ben Werthe  annehmen,  die  man  erhalten  würde,  wenn  man  für 
jedes  Molecül  die  wirklich  stattfindende  Geschwindigkeit  in  Rech- 
nung brächte. 

Um  diese  Mittelwerthe  in  der  richtigen  Weise  berechnen  zu 
können,  müsste  man  das  Gesetz  kennen,  welches  fiir  die  verschie- 
denen vorkommenden  Geschwindigkeiten  gilt  Ein  solches  Ge- 
setz ist,  wie  ich  schon  oben  erwähnt  habe,  von  Maxwell  auf- 
gestellt, und  dieses  könnte  man  vielleicht  zur  Berechnung  der 
Mittelwerthe  anwenden  ^).  Ich  möchte  aber  hier  auf  diesen  Gegen- 
stand nicht  eingehen,  weil  dazu  einige  Bemerkungen  über  jenes 
Gesetz,  erforderlich  wären,  die  hier  zu  weit  führen  würden ;  und 
ich  glaube  um  so  mehr  davon  absehen  zu  können,  als  der  nume- 
rische Werth  von  £  noch  so  wenig  bekannt  ist,  dass  eine  genaue 
numerische  Berechnung  der  Formeln,  in  welchen  s  vorkommt, 
doch  nicht  möglich  ist  Ich  will  mich  daher  zur  Berechnung  der 
Wärmeleitung  damit  begnügen,  in  der  obigen  Formel,  welche  un- 
ter Vernachlässigung  der  zufalligen  Verschiedenheiten  abgeleitet 
ist,  einen  Mittelwerth  der  Geschwindigkeit  anzuwenden,  welcher 
sich  leicht  finden  lässt,  und  welcher,  wenn  er  auch,  streng  genom- 
men, nicht  der  richtige  ist,  doch  bei  der  Unsicherheit,  die  über 


1)  loh  mu88  hierbei  bemerken,  dass  diese  Rechnung  nicht  ganz  so  ein- 
fach sein  würde,  wie  es  auf  den  ersten  Blick  vielleicht  scheint.  Es  ist 
nämlich  zu  beachten,  was  auch  im  Obigen  bei  ähnlicher  Oelegenheit  schon 
zur  Sprache  gekommen  ist,  dass  der  [arithmetisohe]  Mittelwerth  einer  Potenz 
von  u  nicht  gleichbedeutend  ist  mit  der  entsprechenden  Potenz  des  [arith- 
metischen] Mittelwerthea  von  w^  und  ebenso  bei  Potenzen  anderer  von  u 
abhängiger  Grössen  oder  bei  Producten  aus  solchen  Grössen.  Betrachtet 
man  nun  z.  B.  folgende  Reihe  von  Ausdrucken,  bei  welchen,  wie  früher, 
zur  Bezeichnung  der  [arithmetischen]  Mittelwerthe  der  wagerechte  Strich 
angewandt  ist:  

1*5;       (S")«;      au^  +  {l  —  a)  (tt)^      ^i^  etc., 

u 

80  sieht  man  leicht,  dass  sie  für  den  Fall,  wo  alle  vorkommenden  Werthe 
von  f*  gleich  wären,  die  gemeinsame  Form  u^  annehmen  würden,  während 
sie,  wenn  verschiedene  Werthe  von  u  vorkommen,  nicht  unter  einander 
übereinstimmen.  Wenn  daher  in  irgend  einer  Formel,  welche  unter  der 
Voraussetzung  gleicher  Werthe  von  u  abgeleitet  ist,  u^  vorkommt,  so  kann 
man  nicht  ohne  Weiteres  wissen,  welchen  der  oben  angedeuteten  Mittel- 
werthe man  dafür  zu  nehmen  hat,  sondern  muss,  um  darüber  entscheiden 
zu  können,  die  ganze  Entwickelnng  der  Formel  verfolgen. 

GlausiuB,  mech.  WftnneihMTler   II.  21 
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den  Werth  von  b  noch  herrscht,  als  genau  genug  betrachtet  wer- 
den kann. 

§.  27.  Wir  wollen  nämlich  für  u  denjenigen  Mittelwerth  an- 
wenden, welcher  dieselbe  lebendige  Kraft  giebt,  wie  die  wirklich 
stattfindenden  Geschwindigkeiten,  und  welchen  man  erhält,  wenn 
man  aus  den  Quadraten  der  Geschwindigkeiten  das  arithmetische 
Mittel  nimmt  und  daraus  die  Quadratwuzel  zieht. 

In  diesem  Falle  hat  das  Product  \hNomu^  eine  einfache  Be- 
deutung. Es  stellt  nämlich  die  in  einer  Volumeinheit  des  Gases 
im  Normalzustande  enthaltene  lebendige  Kraft,  oder  die  darin 
enthaltene  Wärmemenge  dar.  Diese  Wärme  wird,  wenn  y  die 
specifische  Wärme  einer  Volumeinheit  >des  Gases  bei  constantem 
Volumen  ist,  durch  yTo?  oder,  wenn  als  Normaltemperatur  Tq  der 
Gefrierpunkt  genommen  ist,  angenähert  durch  y  .  273  ausge- 
drückt, und  die  Gleichung  (XV.)  geht  dadurch  über  in: 

(57)  K=^,yt^a, 

und  zwar  wird  durch  Anwendung  dieser  Formel,  wenn  y  in  ge- 
wöhnlichen Wärmeeinheiten  ausgedrückt  ist,,  auch  die  Wärme- 
leitung in  gewöhnlichen  Wärmeeinheiten  ausgedrückt.  Die  Grösse 
f«o  ergiebt  sich  aus  der  früher  schon  von  mir  aufgestellten  For- 
mel für  die  Bewegungsgeschwindigkeit  der  Molecüle  ^)  folgender- 
maassen: 

(58)  ^=VF'      ^ 

worin  ö  das  specifische  Gewicht  des  betreffenden  Gases,  verglichen 
mit  atmosphärischer  Luft,  bedeutet.  Dadurch  geht  die  vorige 
Gleichung  über  in : 

(XVn.)  5-=  202,1  -^s. 

Für  die  einfachen  permanenten  Gase,  und  für  solche  zusam- 
mengesetzte Gase ,  welche  bei  der  Verbindung  keine  Volumenver- 
minderung erlitten  haben,  hat  die  specifische  Wärme  y  denselben 
Werth,  wie  für  die  atmosphärische  Luft,  nämlich,  wenn  als  Volu- 
meneinheit  ein  Gubikmeter  genommen  wird,  welcher  1,2932  KU. 
atmosphärischer  Luft  im  Normalzustande  enthält: 


»)  [Oben  8.  255.] 


Wärmeleitung  gasfönniger  Körper.  323 

(59)  y  =  0,1686  .  1,2932  =  0,21803. 

Durch  Anwendung  dieses  Werthes  erhält  man  für  die  genannten 
Gase: 

(xvm.)  K=.^8. 

Hieraus  ergeben  sich  für  die  drei  einfachen  permanenten  Gase 
und  für  die  atmosphärische  Luft,  welche  in  Bezug  auf  die  Wärme- 
leitung wie  ein  einfaches  Gas  zu  behandeln  ist,  folgende  Werthe 
von  K: 

für  atmosphärische  Luft    .    .  44,06  .  b 

,,    Sauerstoff 41,90  .  e 

„    Stickstoff    ......  44,71  .  s 

„    Wasserstoff 167,49  .  s. 

Zur  YoUständigen  nupaerischen  Bestimmung  dieser  Werthe 
müsste  noch  der  Factor  £  bekannt  sein.  Eine  unmittelbare  theo-t 
retische  Berechnung  dieser  Grösse  nach  den  oben  auseinander 
gesetzten  Principien  ist  deshalb  nicht  möglich,  weil  dazu  der  Ra- 
dius der  Wirkungssphäre  q  bekannt  sein  müsste;  man  muss  da- 
her zur  Bestimmung  yon  £  andere  Data  anwenden.  Maxwell 
hat  aus  Angaben  über  die  Reibung  bewegter  Luftmassen  und  über 
die  Diffusion  der  Gase  die  mittlere  Weglänge  der  Mblecüle  be- 
rechnet, und  hat  in  beiden  Fällen  Zahlen  gefanden,  die  nicht 
weit  von 


iÖ^  engl  Zoll  oder  ^^J^^  Meter 


% 


abweichen  Ohne  mich  hier  über  den  Grad  der  Zuverlässigkeit 
dieser  Zahl  auszusprechen,  glaube  ich  doch,  dass  wir  sie  anwen- 
den können,  um  einen  ungefähren  Begriff  von  der  Art  der  Grössen, 
um  die  es  sich  handelt,  zu  bekommen.  Durch  Einsetzung  dieses 
Werthes  erhalten  wir  für  atmosphärische  Luft: 

44  11 

^^®^  ^  ~  16000000  ~  4000000 ' 

Diese  Grösse  bedeutet  die  Wärmemenge,  in  gewöhnlichen 
Wärmeeinheiten  ausgedrückt,  welche  während  einer  Secunde 
durch  eine  Fläche  von  einem  Quadratmeter  gehen  würde,  wenn 

^1  =  —  1  wäre ,  d.  h.  wenn  in  der  Nähe  der  betrachteten  Stelle 
da?  .  , 

die  Temperatur  nach  der  Richtung  der  Abscissenaxe  in  der  Weise 

21* 
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abnähme,  dass,  wenn  dieselbe  Abnahme  auf  einer  grosseren  Strecke 
stattfände,  auf  der  Länge  von  !"■  die  Temperatur  um  P  G.  abneh- 
men würde. 

§•  28.  Um  diese  Wärmeleitung  mit  derjemgen  der  Metalle  zu 
yergleichen,  können  wir  ein  Beobachtnngsresultat  von  Peclet  an- 
wenden. Dieser  hat  durch  Beobachtung  der  Wärmemenge,  welche 
durch  eine  Bleiplatte  ging,  gefunden,  dass,  wenn  eine  grosse  Blei- 
masse in  einen  solchen  Zustand  versetzt  würde,  dass  auf  der 
Strecke  von  1°^  die  Temperatur  um  PC.  abnähme,  dann  während 
einer  Stunde  durch  eine  Fläche  yon  einem  Quadratmeter  14  Wärme- 
einheiten gehen  würden  >).  Um  diese  Zahl  mit  der  für  Luft  gefon- 
denen  zu  yergleichen,  müssen  Wir  die  letztere,  da  sie  sich  auf  eine 
Secunde  als  Zeiteinheit  bezieht,  mit  der  Anzahl  der  Secunden, 
welche  in  einer  Stunde  enthalten  sind,  multipliciren,  wodurch  wir 

erhalten: 

11  .3600         1 

4000000   ""  100 ' 

Diese  Rechnung  führt  also  zu  einer  Wäi*meleitung,  welche 
1400mal  kleiner  ist,  als  die  des  Bleies  >). 

Wenn  der  Grad  der  Genauigkeit  dieser  Zahl  auch  gering  ist, 
so  dass  sie  nur  als  ein  ungefährer  Werth  gelten  kann,  so  wird 
man  doch  soviel  dadurch  als  erwiesen  ansehen  können,  dass  die 
Wärmeleitung,  welche  man  aus  der  dieser  Abhandlung  zu  Grunde 
liegenden  Hypothese  über  die  Molecularbewegungen  der  Gase  theo- 
retisdi  ableiten  kann,  viel  geringer  ist,  als  die  der  Metalle,  ein 
Resultat,  welches  ganz  der  Erfahrung  entspricht    Der  Einwurf 


1)  Traiti  de  la  chaleur,  t  J,  p,  891. 

^)  Maxwell  hat  ein  ganz  anderes  Resnltat  gefunden,  nämfioh,  dam 
die  Lnfl  zehn  MüHonen  mal  schlechter  leite,  als  Kupfer.  Das  beruht  aber 
nnr  darauf,  dass  in  seiner  numerischen  Rechnung  zwei  Versehen  Toikom- 
men.  Erstens  wendet  er  statt  der  yon  Fielet  gegebenen  Zahlen,  welche 
die  Leitungsfahigkeit  der  Metalle  in  französischen  Maaasen  angeben,  Zahlen 
an,  die  Rankine  daraus  für  den  Leitnngswiderstand  in  englischen  Mim- 
sen  berechnet  hat  {Manual  of  the  Steam  Engine,  p.  259).  Diese  Zahlen 
sind  aber  nicht  ganz  richtig,  sondern  sie  müssen  noch  mit  0,4536,  dem 
VerhÜtniss  von  1  engl.  Pfd.  zu  1  Kil.,  multiplicirt  werden,  um  den  Pe- 
clet'sehen  Zahlen  zu  entsprechen.  Femer  hat  Maxwell  die  Zahlen, 
welche  sich  auf  eine  Stunde  als  Zeiteinheit  beadehen,  so  angewandt,  als  ob 
sie  sich  auf  eine  Secunde  bezögen. 
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diese  Hypothese  führe  zu  einer  so  schnellen  Verbreitung  der  Wärme, 
dass  locale  Temperatnrverschiedenheiten  in  der  Gasmasse  nicht 
möglich  seien,  ist  also  vollständig  ungegründet  Ja  man  kann 
hiernach  sogar  dieselbe  Erscheinung,  welche  mit  besonderem  Nach- 
drucke gegen  die  Hypothese  geltend  gemacht  wurde,  als  einen 
neuen  Bestätigungsgrund  für  die  Hypothese  anführen. 

§.  29.  Die  gefundenen  Ausdrücke  von  K  gestatten  auch  eine 
ungefähre  Vergleichung  verschiedener  Gase  unter  einander  in  Be- 
zug auf  ihre  Wärmeleitung. 

In  dem  Ausdrucke  (XVU.)  ist  das  specifische  Gewicht  6  hin- 
länglich bekannt,  und  die  specifische  Wärme  y  lässt  sich  aus  den 
Versuchen  von  Regnault  angenähert  berechnen.  Betrachten  wir 
insbesondere  die  einfachen  und  solche  zusammengesetzte  Gase, 
die  bei  der  Verbindung  keine  Volumverminderung  erlitten  haben, 
80  kann  man  bei  diesen,  wie  schon  gesagt,  y  als  gleich  annehmen, 
und  der  Ausdruck  für  K  nimmt  dadurch  die  Form  (XVHI.)  an, 

welche  ausser  einem  Zahlenüactor  nur  den  Bruch  -7=:  enthalt 

Die  Grösse  £,  die  mittlere  Weglänge  der  Molecüle,  braucht 
für  verschiedene  Gase  nicht  gleich  zu  sein,  und  wir  wissen  nicht, 
wie  die  Weglängen  bei  verschiedenen  Gasen  sich  unter  einander 
verhalten.  Indessen  ist  kein  Grund  vorhanden,  anzunehmen,  dass 
sie  für  leichtere  Gase  kleiner  sei  als  für  schwerere,  denn  sie  ist 
dem  Radius  der  Wirkungssphäre  umgekehrt  proportional,  und  man 
wird  schwerlich  den  leichteren  Molecülen  grössere  Wirkungssphä- 
ren zuschreiben,  als  den  schwereren.    Wenn  demnach  b  für  leich- 

tere  Gase  nicht  kleiner  ist,  so  muss  der  Bruch  77=1  und  somit  das 

Wärmeleitungsvermögen  bei  ihnen  grösser  sein,  als  bei  schwereren 
Gasen. 

Dieses  Resultat  stimmt  vollkommen  mit  den  bisher  bekannten 
Beobachtungsresultaten  überein  und  insbesondere  mit  den  Ergeb- 
nissen der  schönen  Untersuchung  von  Magnus  O1  ^^  welcher  die 
Strömungen  der  Gase,  welche  bei  den  Versuchen  von  Dulong 
und  Petit  gleichzeitig  mit  der  eigentlichen  Wärmeleitung  statt- 
gefunden haben,  vermieden  sind.    Aus  diesen  Versuchen  ergiebt 


*')  L^ogg.  Ann.  Bd.  GXn,  S.  497.] 
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sich  besonders  aufiallig,  dass  das  leichteste  Gas,  das  Wasserstoff- 
gas, bedeutend  besser  leitet,  als  die  übrigen  Gase. 

§.  30.  Fassen  wir  zum  Schlüsse  kurz  die  gewonnenen  Besul- 
tate  zusammen,  so  können  wir  dieselben  folgendermaassen  aus- 
sprechen. 

1)  Die  Gase  leiten  die  Wärme  bedeutend  schlechter  als  die 
Metalle.  Eine  ungefähre  numerische  Rechnung,  bei  welcher  der 
von  Maxwell  fiir  die  mittlere  Weglänge  der  Molecüle  berechnete 
Werth  angewandt  ist,  ergiebt  für  die  atmosphärische  Luft  in  der 
Nähe  des  Gefrierpunctes  ein  Leitungsvermögen,  welches  1400mal 
kleiner  ist,  als  das  des  Bleies. 

2)  Die  Wärmeleitung  ist  Yon  der  Temperatur  des  Gases  ab- 
hängig, und  wächst  mit  der  Temperatur  in  demselben  Verhältnisse, 
wie  die  Schallgeschwindigkeit. 

3)  Die  Wärmeleitung  ist  von  dem  Drucke,  unter  welchem 
das  Gas  steht,  innerhalb  gewisser  Grenzen  unabhängig. 

4)  Das  Wärmeleitungsvermögen  ist  bei  leichteren  Gasen 
grösser  als  bei  schwereren,  und  muss  daher  insbesondere  beim 
Wasserstoff  bedeutend  grösser  sein  als  bei  allen  anderen  Gasen. 


ABHANDLUNG  XVIL 


üeber  die  Natur  des  Ozon. 

Vorgetragen  in  der  Züricher  naturforschenden  Gesellschaft  am  8,  März  1858; 
abgedruckt  in  Pogg.  Ann.  Aprilheft  1858,  Bd.  CHI,  S.  644;  Phil.  Mag.  4th  Ser. 
Vol.  XVI,   p.  45;   Archives  des  sciences  phye.   et  nat. ,   Bibl.    univ.  de    Gen^ve 

2e  Serie  t.  II,  p.  150 1). 


Im  Januarhefte  des  Phil.  Mag. ')  S.  24  befindet  sich  ein  Auf- 
satz von  Schönbein,  in  welchem  der  Entdecker  des  Ozon  eine 
neue  Eigenschaft  dieser  merkwürdigen  Modification  des  Sauerstoffs 
mittheilt  Während  nämlich  das  Ozon  auf  die  oxydirbaren  Sub- 
stanzen und  selbst  auf  edle  Metalle  eine  starke  oxydirende  Wir- 
kung ausübt,  hat  S  chönbein  gefunden,  dass  Papierstreifen,  welche 
mit  Bleisuperoxyd  gefärbt  sind,  wenn  man  sie  feucht  in  stark  ozoni- 
sirte  Luft  bringt,  dort  gebleicht  werden,  indem  das  Bleisuperoxyd 
zu  Bleioxyd  reducirt  wird,  wobei  zugleich,  wie  Schönbein  ander- 


^)  [Diese  Abhandlang  hätte  nach  der  Zeit  ihrer  Veröffentlichung  eigent- 
lich auf  Abhandlung  XIV.  folgen  sollen,  ich  habe  sie  aber  hierher  gestellt, 
einerseits  um  die  vorstehenden  Abhandlungen,  welche  ihrem  Inhalte  nach 
zusammengehören,  nicht  von  einander  zu  trennen,  andererseits  um  diese 
Abhandlung  mit  deijenigen,  welche  als  Abhandlung  XVIII.  folgt,  zusammen- 
zubringen.! 

3)  [4th  Ser.  Vol.  XV.] 
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\^eitig  nachgewiesen  hat,  das  Ozon  zerstört,  d.  h.  in  gewöhnlichen 
Sauerstoff  übergeführt  wird. 

Diese  Mittheilung  hat  mich  in  der  Ansicht,  welche  ich  schon 
früher  über  die  Natur  des  Ozon  hatte,  bestärkt,  und  ich  glaube 
daher,  dieselbe  jetzt  als  eine  Hypothese  veröffentlichen  zu 
dürfen. 

In  meiner  Abhandlung  „über  die  Art  der  Bewegung,  welche 
wir  Wärme  nennen*'  i))  habe  ich  die  Beziehungen,  welche  zwischen 
den  Volumen  der^ einfachen  und  zusammengesetzten  Gase  beste- 
hen, durch  die  Annahme  zu  erklären  gesucht,  dass  auch  iu  ein- 
fachen Gasen  mehrere  Atome  zu  einem  Molecüle  verbunden  sind, 
dass  z.  B.  ein  Sauerstoffmolecül  aus  zwei  Atomen  besteht.  Ich 
glaube  nun,  dass  es  unter  besonderen  Umständen  geschehen  kann, 
dass  von  der  grossen  Anzahl  von  Molecülen,  welche  sich  in  einem 
gewissen  Quantum  Sauerstoffgas  befinden,  ein  kleiner  Theil  in 
seine  beiden  Atome  zerlegt  wird,  welche  dann  getrennt  unter  den 
übrigen  Molecülen  umherfliegen.  Diese  vereinselten  Sauerstoff- 
atome,  welche  sich  in  ihrem  Verhalten  gegen  fremde  Körper  natür- 
lich von  solchen  Atomen^  die  je  zwei  eu  Molecülen  verbunden  sind, 
unterscheiden  müssen,  sind  meiner  Äf^icht  nach  das  Oson '). 

Betrachten  wir  hiernach  zunächst  die  wichtigsten  Entstehungs- 
weisen  des  Ozon. 

Wenn  in  Sauerstoffgas  oder  atmosphärische  Luft  E^ectricität 
ausströmt,  oder  wenn  electrische  Funken  hindurchschlagen,  so  bil- 
det sich  dadurch  Ozon,  wobei  die  Art  der  Electricität,  ob  sie  po- 
sitiv oder  negativ  ist,  keinen  Unterschied  macht  Diese  Wirkung 
kann  man  wohl  einfach  der  abstossenden  Kraft  der  Electricität 
zuschreiben ,  indem  die  beiden  Atome  eines  Molecüles,  wenn  sie 
mit  gleicher  Electricität  geladen  sind,  in  derselben  Weise  ausein- 


1)  [Abhandlung  XIY.  dieser  Sammlang.] 

^)  [Ich  will  hier  gleich  hemerken,  dass  es  nur  einen  geringen,  das 
eigentliche  Wesen  meiner  Erklärang  gar  nicht  herührenden  Unterschied 
macht,  wenn  man  annimmt,  dass  die  Atome,  welche  aus  der  2jerlegiiDg 
der  gewöhnlichen  Sauerstoffmolecüle  entstehen,  nicht  ganz  frei  bleiben, 
sondern  sich  mit  noch  nnzerlegten  Molecülen  des  umgebenden  gewöhn- 
lichen Sauerstoffs  in  loser  Weise  verbinden.  Solche  lose  gebundenen  Atome 
sind  ebenso  geeigpaet,  die  weiter  unten  erwähnten  Wirkungen  henrorzabrin- 
gen,  wie  freie  Atome.  1866.] 
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ander  getrieben  werden,  wie  man  es  an  grösseren  Körpern  beob- 
achtet 

Wenn  Sauerstoff  unter  geeigneten  Umständen  durch  Electro- 
lyse  aus  seinen  Verbindungen  ausgeschieden  wird,  so  erhält  man 
ihn  ozonisirt.  Dieses  erklärt  sich  daraus,  dass  im  Momente  der 
Ausscheidung  die  Sauerstoffittome  vereinzelt  sind.  Die  meisten 
verbinden  sich  sogleich  an  der  Electrode  je  zwei  zu  Molecülen, 
wobei  vielleicht  die  Electrode  selbst,  wenn  diese  z.  B.  aus  Platin 
besteht,  mit  wirksam  ist  Ein  kleiner  Theil  der  Atome  aber  bleibt 
vereinzelt,  und  diese  bilden  das  dem  Sauerstoff  beigemischte 
Ozoo. 

Eine  dritte  Entstehungsart  endlich  findet  statt,  wenn  at- 
mosphärische Luft  in  Berührung  mit  feuchtem  Phosphor  ist  Die- 
sen Process  kann  man  sich  vielleicht  so  denken.  Indem  der  Phos- 
phor sich  mit  dem  umgebenden  Sauerstoff  verbindet,  muss  eine 
Anzahl  der  mit  ihm  in  Berührung  kommenden  Sauerstoffmolecüle 
in  ihre  zwei  Atome  zerlegt  werden,  und  dabei  kann  es  geschehen, 
dass  er  sich  nicht  mit  beiden  verbindet,  sondern  dass  das  eine 
durch  die  Wärmebewegung  aus  seiner  Wirkungssphäre  entfernt 
wird,  und  dann  vereinzelt  bleibt  Es  ist  möglich,  dass  hierbei 
noch  ein  besonderer  Umstand  wirksam  ist  Aus  der  Electrolyse 
ist  es  bekannt,  dass  in  der  Verbindung  verschiedenartiger  Atome 
zu  einem  Molecüle  ein  Theil  des  Molecüls  positiv  electrisch  und 
der  andere  negativ  electrisch  ist  Dieses  findet  vielleicht  auch 
bei  der  Verbindung  zweier  gleichartiger  Atome,  also  z.  B.  zweier 
Sauerstoffatome  statt,  indem  auch  von  diesen  das  eine  positiv  und  . 
das  andere  negativ  electrisch  wird  i).  Da  nun  bei  der  Oxydation 
des  Phosphor  der  Sauerstoff  jedenfalls  als  negativer  Bestandtheil 
in  die  Verbindung  tritt,  so  kann  es  sein,  dass  von  den  beiden  Sauer- 
stoffatomen, welche  aus  einem  Molecüle  entstehen,  vorzugsweise 
das  negative  von  dem  Phosphor  festgehalten  wird,  und  das  posi- 


^)  [Ich  glaube  hier  daran  erinnern  zu  dürfen,  dass  zu  ^  der  Zeit,  als  ich 
dieses  schrieb  und  veröffentlichte,  in  den  Aufsätzen  von  Schönbein  noch 
nicht  von  zwei  yerschiedenen  Arten  activen  Sauerstoffs,  sondern  nur  vom 
Ozon  die  Rede  war.  Erst  in  spater  erschienenen  Aufsätzen  sprach  auch 
Schönbein  die  Ansicht  aus,  dass  gewöhnlicher  Sauerstoff  aus ^ zwei  in  yer- 
sohiedenen  Zuständen  befindlichen  Bestandtheilenjbestehe,  die  er  Ozon  und 

0  0 

Antozon  nannte  und  mit  G  und  0  bezeichnete.  1866.] 
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tive  ungehindert,  oder  doch  weniger  gehindert  fortfliegen  kann. 
Wenn  dieses  dann  auch  später  im  Verlaufe  seiner  Bewegungen 
und  seiner  Berührungen  mit  anderen  Gasmolecülen  oder  mit  festen 
Wänden  seinen  positiv  electrischen  Zustand  verliert,  und  dadurch 
zur  Verbindung  mit  dem  Phosphor  geeigneter  wird,  so  kann  es  in 
diese  doch  nicht  eher  eintreten,  als  bis  es  wieder  einmal  durch 
seine  Bewegung  in  die  Wirkungssphäre  des  Phosphor  gelangt 

Bekanntlich  finden  bei  der  Ozonisirung  durch  Phosphor  einige 
auffallige  Erscheinungen  statt,  z.  B.  dass  verdünnter  Sauerstoff 
leichter  ozonisirt  wird,  als  dichterer,  und  Sauersto£^  der  mit  Was- 
serstoff oder  Stickstoff  gemischt  ist,  leichter  als  reiner.  Ich  glaube, 
dass  sich  auch  für  manche  dieser  Nebenerscheinungen  wahrschein- 
liche oder  wenigstens  mögliche  Erklärungsgründe  angeben  lassen, 
indessen  will  ich  auf  diese  hier  nicht  eingehen. 

Der  vorher  als  möglich  erwähnte  Umstand,  dass  in  der  Ver- 
bindung zweier  Sauerstoffatome  zu  einem  Molecüle  die  beiden  Atome 
entgegengesetzt  electrische  Zustände  haben,  kann  auch  zur  fjrklä- 
rung  einiger  anderer  Erscheinungen  dienen.  Dass  das  in  einer 
Sauerstoffmenge  gebildete  Ozon  nicht  nach  kurzer  Zeit  von  selbst 
wieder  verschwindet,  indem  die  getrennten  Atome  sich  wieder  zu 
Molecülen  verbinden,  hat  seinen  Grund  vielleicht  darin,  dass,  nach- 
dem die  freien  Atome  ihren  electrischen  Zustand  verloren  haben, 
damit  auch  ihr  Bestreben,  sich  zu  vereinigen,  geringer  geworden 
ist;  wie  ja  auch  Sauerstoff,  selbst  wenn  er  ozonisirt  ist,  mit  Wasser- 
stoff gemischt  sein  kann,  ohne  sich  mit  ihm  zu  verbinden  i). 

Wenn  ozonisirter  Sauerstoff  erhitzt  wird,  so  wird  dadurch 
das  Ozon  zerstört.  Dieses  lässt  sich  vielleicht  daraus  erklären, 
dass  die  hohe  Temperatur  gerade  so,  wie  sie  die  Verbindung  von 
Sauerstoff  mit  Wasserstoff  und  anderen  oxydirbaren  Substanzen 
veranlassen  kann,  auch  die  Vereinigung  der  getrennten  Sauerstoff- 
atome  veranlasst. 

Durch  Versuche  von  Becquerel  und  Fremy  hat  sich  gezeigt, 
dass  eine  gegebene  Menge  Sauerstoffgas  sich  durch  electrische 


^)  [Wenn  die  Saaerstoffatome,  welche  das  Ozon  bildeD,  sich  mit  ande- 
ren gewöhnlichen  Sanerstofifmolecdlen  in  loser  Weise  verbanden  haben,  ond 
wenn  sie  in  den  so  entstandenen  complicirteren  Molecülen  als  negativ-elec- 
trische  Bestandtheile  enthalten  sind,  und  sich  daher  sammtlich  in  einem  ond 
demselben  electrischen  Zustande  befinden,  so  wird  dadurch  ihr  geringes  Be- 
streben, sich  gegenseitig  zu  sweiatomigen  Molecülen  xu  verbinden,  um  so 
mehr  erklärlich.  1866.] 
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Funken,  wenn  das  Ozon  mit  dem  Sauerstoff  gemischt  bleibt,  nur 
bis  zu  einem  gewissen  Grade  ozonisiren  lässt,  während,  wenn  das 
gebildete  Ozon  immer  gleich  beseitigt  wird,  z.  B.  durch  Oxydation 
Yon  Silber,  nach  und  nach  die  ganze  Sauerstoffinenge  in  Ozon  ver- 
wandelt werden  kann.  Dieses  deutet  darauf  hin,  dass,  wenn  schon 
zu  viele  einzelne  Atome  in  dem  Gase  enthalten  sind,  diese  sich 
wieder  unter  einander  verbinden,  und  es  kann  sein,  dass  die  elec- 
trischen  Funken  selbst  die  Fähigkeit  haben,  unter  veränderten  Um- 
ständen auch  die  umgekehrte  Wirkung  zu  üben,  nämlich  die  Ver- 
einigung getrennter  Atome  zu  befördern,  ähnlich  wie  sie  die  Ver- 
bindung von  Sauerstoff  und  Wasserstoff  einleiten  können. 

Betrachten  wir  nun  einige  Wirkungen  des  Ozon. 

Die  Hauptwirkung,  nämlich  die  starke  Oxydation,  kann  nach 
der  gegebenen  Erklärung  vom  Ozon  als  von  selbst  verständlich 
angesehen  werden,  denn  es  ist  klar,  dass  getrennte^)  Sauerstoff- 
atome in  Verbindungen  mit  fremden  Körpern  leichter  eintreten 
können,  als  solche  Atome,  die  schon  unter  sich  zu  je  zweien  ver- 
bunden sind,  und  aus  dieser  Verbindung  erst  gelöst  werden  müs- 
sen, um  zur  Verbindung  mit  anderen  Stoffen  geeignet  zu  werden. 

In  dieser  Beziehung  ist  das  Ozon  mit  dem  Sauerstoff  im  stch 
tu8  nascens  zu  vergleichen,  nur  dass  bei  dem  letzteren  noch  der 
electrische  Zustand  mit  in  Betracht  kommt  Wenn  nämlich  Sauer- 
stoff aus  einer  Verbindung,  in  welcher  er  electronegativ  war,  aus- 
geschieden wird,  so  wird  er  in  eine  andere  Verbindung,  in  welcher 
er  auch  electronegativ  sein  muss,  aus  doppeltem  Grunde  leicht  ein- 
treten, erstens  weil  die  Atome  noch  vereinzelt  sind,  und  zweitens, 
weil  sie  schon  den  richtigen  electrischen  Zustand  haben«  Es  kann 
daher  der  Sauerstoff  im  status  nciscens  in  manchen  Fällen  an  Wirk- 
samkeit das  Ozon  noch  übertreffen. 

Eine  mit  der  vorigen  verwandte  Wirkung  ist  die,  dass  eine 
Platinplatte  durch  Eintauchen  in  ozonisirten  Sauerstoff  galvamsch 
polarisirt  wird.  Bekanntlich  werden  die  beiden  Electroden,  welche 
zur  galvanischen  Wasserzersetzung  dienen,  dadurch  in  der  Weise 
polarisirt,  dass  sie  für  sich  allein  einen  entgegengesetzten  Strom 
hervorzubringen  vermögen.  Man  erklärt  dieses  daraus,  dass  die 
eine  Electrode  mit  einer  Schicht  von  Wasserstoffgas  und  die  an- 
dere mit  einer  Schiebt  von  Sauerstoffgas  belegt  ist.  Hiermit  stimmt 
es  auch  überein,  dass  eine  Platinplatte,  welche  in  Wasserstoffgas 


^)  (Oder  nur  schwach  an  anderen  Moleoulen  haftende.  1866. J 
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getaucht  wird,  dadurch  ebenSftlls  positiYe  Polarisation  annimmt. 
Taucht  man  dagegen  eine  Platinplatte  in  gewöhnliches  Sauerstoff- 
gas,  so  tritt  die  entsprechende  Erscheinung,  welche  man  vielleicht 
erwarten  könnte,  dass  die  Platte  hierdurch  negati?  polarisirt  wird, 
nicht  ein,  und  hierin  scheint  ein  Widerspruch  gegen  die  erwähnte 
Erklärung  zu  liegen.  Indessen  glaube  ich,  dass  man  sich  ?on  die* 
sem  Unterschiede  folgendermaassen  Rechenschaft  geben  kann. 
Da  ein  WassermoleciU  aus  atoei  Atomen  Wasserstoff  und  einem 
Atome  Sauerstoff  besteht,  so  können  die  Atome  des  Wasserstoff- 
gases,  welche  ebenflAlls,  wie  die  des  Sauerstoffgases,  je  zwei  zu  Mo- 
lecülen  vereinigt  sind,  in  die  Verbindung  mit  Sauerstoff  eintreten, 
ohne  ihre  Vereinigung  unter  einander  aufzugeben.  Die  Atome 
des  Sauerstoffgases  dagegen  sind,  so  lange  sie  unter  einander  zu 
Molecülen  vereinigt  sind,  zur  Verbindung  mit  dem  Wasserstoff  nidit 
geeignet.  Daher  kann  der  Sauerstoff  in  seinem  gewöhnlichen  Zn- 
stande keine  galvanische  Polarisation  hervorbringen,  erhalt  aber 
diese  Fähigkeit  durch  Ozonisation. 

Neben  der  oxydirenden  Wirkung  kann  das  Ozon,  wie  Schön- 
bein am  Bleisuperoxyd  nachgewiesen  hat,  auch  die  entgegenge- 
setzte Wirkung  der  Desoxydation  üben,  und  das  Ozon  selbst  wird 
dabei  in  gewöhnlichen  Sauerstoff  übergeführt  Da  das  letztere  in 
gleicher  Weise  bei  der  Berührung  des  Ozon  mit  anderen  Super- 
oxyden  stattfindet,  so  liegt  die  Vermuthung  nahe ,  dass  auch  die 
Desoxydation  nicht  auf  das  Bleisuperoxyd  allein  beschränkt  ist 
Diese  Wirkung  lässt  sich  ohne  Schwierigkeit  erklären.  Denkt 
man  sich  nämlich  ein  Oxyd,  welches  seinen  Sauerstoff  oder  einen 
Theil  desselben  leicht  abgiebt,  in  Berührung  mit  einem  Gase,  in 
welchem  einzelne  Sauerstoffatome  sich  bewegen,  die  sich  init  zwei- 
ten Atomen  zu  verbinden  suchen,  so  werden  diese,  indem  sie  mit 
dem  Oxyde  in  Berührung  kommen,  ihm  die  nur  schwach  gebunde- 
nen Atome  entziehen  können,  wodurch  die  doppelte  Wirkung,  die 
Reduction  des  Oxydes  und  das  Verschwinden  des  Ozon  zugleich 
erklärt  ist 

Das  Verhalten  des  Ozon  ist  in  mancher  Beziehung  dem  der 
Superoxyde  ähnlich.  Wassersto£buperoxyd  z.  B.  hat  bekanntlich 
eine  starke  oxydirende  Wirkung,  indem  es  sein  zweites  Sauer- 
stofiatom  leicht  abgiebt.  Bringt  man  dagegen  Wasserstoflbuper- 
oxyd  mit  Oxyden  edler  Metalle  oder  mit  gewissen  metallischen 
Superoxyden  zusammen,  so  findet  eine  gegenseitige  Reduction 
statt    Hierbei  darf  man  wohl  annehmen,  dass  die  Sauerstoffiitome, 
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welche  ans  dem  Wasserstoffisnperoxyd  aasscheiden,  sich  mit  denen, 
welche  ans  den  metallischen  Oxyden  oder  Superoxyden  frei  wer- 
den, zu  Molecülen  vereinigen. 

Es  kann  bei  dieser  Erscheinung  die  Frage  entstehen,  weshalb 
die  Atome  des  Ozon  für  sich  allein,  oder  die  in  einem  einzelnen 
Oxyde  oder  Superoxyde  enthaltenen  und  leicht  trennbaren  Sauer- 
stoffatome sich  nicht  eben  so  leicht  unter  einander  vereinigen 
können,  als  die  Atome  zweier  verschiedenartiger  Stoffe  sich  gegen- 
seitig vereinigen.  Dabei  können  aber  mancherlei  Nebenumstände 
von  Einfluss  sein.  Zunächst  ist  der  Aggregatzustand  zu  berück- 
sichtigen. In  einem  festen  Metalloxyde  oder  -superoxyde  sind 
die  einzelnen  Theile  in  unveränderlicher  Lage  zu  einander,  und 
man  kann  daher  annehmen,  dass  die  Sauerstoffatome  nicht  in 
solche  Berührung  mit  einander  kommen,  wie  zur  Vereinigung 
nothwendig  ist  Ein  flüssiger  Körper  dagegen  schmiegt  sich  an 
den  festen  besser  an,  und  seine  Theilchen  besitzen  zugleich  die 
nöthige  Beweglichkeit,  und  ebenso  verhält  es  sich  mit  einem  lufk- 
formigen  Körper,  der  ausserdem  an  der  Oberfläche  des  festen  Kör- 
pers noch  eine  Verdichtung  erleidet  Femer  kann  es  sein,  dass 
der  gleiche  electrische  Zustand,  in  welchem  sich  die  Sauerstoff- 
atome einer  bestimmten  Verbindung  befinden,  sie  zur  Vereinigung 
unter  einander  weniger  geneigt  macht,  als  zur  Vereinigung  mit 
dem  unelectrischen  Ozon,  oder  mit  den  Sauerstoffatomen  einer 
anderen  Verbindung,  deren  electrischer  Zustand  möglicherweise 
ein  anderer  sein  kann.  Auch  das  electrische  Leitungsvermögen 
der  Stoffe  kann  in  Betracht  konmien ,  indem  die  zur  Vereinigung 
nothwendigen  Aenderungen  des  electrischen  Zustandes  in  Be- 
rührung mit  metallischen  Körpern  leichter  geschehen  können, 
als  im  Inneren  schlecht  leitender  Körper.  Vielleicht  lassen  sich 
auch  noch  andere  Gründe  zur  Beantwortung  jener  Frage  bei- 
bringen, indessen  werden  die  angeführten  schon  genügen,  um 
wenigstens  zu  zeigen,  wie  viele  Umstände  hier  zusammenwir- 
ken können,  und  dass  man  daher  nicht  erwarten  darf,  eine 
einfache  Gesetzmässigkeit  zu  finden ,  welche  für  alle  Fälle  gültig 
bleibt 

[Bei  der  ersten  Veröffentlichung  dieser  kleinen  Abhandlung 
hatte  ich  zum  Schlüsse  noch  eine  Beiüerkung  über  Beobachtungen 
der  Dichtigkeit  des  Ozon,  welche  kurz  vorher  von  Andrews  und 
Tait  angestellt  waren,  hinzugefügt  Ich  glaubte  damals,  das  Er- 
gebniss   dieser    Beobachtungen    widerspreche   meiner  Erklärung 
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des  Ozon;  indessen  habe  ich  später  erkannt,  dass  dieser  Wider- 
spruch nur  scheinbar  ist,  indem  er  nicht  die  Hauptsache  meiner 
Erklärung,  sondern  nur  den  schon  oben  (S.  328,  Anmerkung)  er- 
wähnten ganz  untergeordneten  Nebenpunct  betrifiL  Es  wird 
hiervon  in  der  folgenden  Abhandlung  noch  weiter  die  Rede 
sein.  1866.] 


ABHANDLUNG  XVIIL 


üeber  den  üntersohied  zwisohen  aotivein  und  ge- 

wöhnlicliein  SauerstoflT. 

Vorgetragen  in  der  Züricher  Daturforschenden  Gesellschaft  am  19.  Oetob^  1863; 

abgedruckt  in  der    V%erteljahrs8chr\ß  dieser  Gesellschaft  Bd.  VIII,  S.  345  J  Pogg. 

Ann.  Febniarheft  1864,   Bd.  CXXI,    S.  250;   PhU.  Mag.  4*1»  Ser. 

Vol.  XXVII,  p.  261. 


In  einer  im  März  1858  mitgetheilten  Abhandlung  „über  die 
Natur  des  Ozon**  i)  habe  ich  von  dieser  Modification  des  Sauer- 
stoffs eine  Erklärung  gegeben,  welche  mit  meinen  kurz  vorher 
veröffentlichten  Ansichten  über  den  inneren  Zustand  der  Körper, 
insbesondere  der  Gase,  im  Zusammenhange  stand.  Damals  waren 
unsere  Kenntnisse  vom  activen  Sauerstoff  noch  viel  geringer  als 
jetzt.  Der  Gegensatz  zwischen  Ozon  und  Antozon  war  noch  nicht 
entdeckt.  Man  wusste  nur,  dass  der  Sauerstoff  durch  verschie- 
dene Processe  in  einen  erregten  Zustand  gebracht  werden  kann, 
in  welchem  er  stärker  oxydirend  wirkt  als  gewöhnlicher  Sauer- 
stoff, und  diesen  so  veränderten  Sauerstoff  nannte  man  Ozon. 
Neben  der  oxydirenden  Wirkung  war  eben  damals  von  Schöu- 
bein  zum  ersten  Male  auch  eine  desoxydirende  Wirkung  beob- 
achtet,   nämlich   die  Desoxydation  von  Bleisuperoxyd,  und  die 


^)  [Abhandlung  XVII.  dieser  Sammlung.] 
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Veröffentlichung  dieser  Beobachtung^)  war  es,  welche  mir  zur 
Mittheilung  meiner  Ansichten  über  das  Ozon  Veranlassung  gab. 

Seitdem  sind  viele  und  wichtige  experimentelle  Untersuchun- 
gen über  den  activen  Sauerstoff  gemacht.  Schönbein  selbst  hat 
seine  Epoche  machende  Entdeckung  des  Ozon  durch  den  Nach- 
weis des  Unterschiedes  zwischen  Ozon  und  Antozon  veryollstän- 
digt.  Unter  den  anderen  Arbeiten  muss  ich  vorzugsweise  die 
höchst  interessante  Schrift  von  6.  Meissner  „Untersuchungen 
über  den  Sauerstoff"  hervorheben,  ferner  die  fortgesetzten  Unter- 
suchungen von  Andrews  und  Tait'),  und  die  schönen  von 
V.  Babo  3)  und  Sorot  ^)  angestellten  Beobachtungen. 

Die  Resultate  dieser  neueren  Untersuchungen  haben  den 
HaupttheiT  meiner  Erklärung  in  auffalliger  Weise  bestätigt;  in 
zwei  Punkten  aber,  welche  von  nur  untergeordneter  Bedeutung 
sind,  stimmen  sie  nicht  ganz  mit  derselben  überein.  Diese  Ab- 
weichungen können  vielleicht  bei  manchen  Lesern  Bedenken  ge- 
gen die  Richtigkeit  meiner  Erklärung  erregen,  da  es  nicht  immer 
leicht  ist,  das  Wesentliche  einer  Erklärung  vom  Unwesentlichen 
zu  unterscheiden,  und  diese  Unterscheidung  im  vorliegenden  Falle 
noch  dadurch  erschwert  wird,  dass  ich  selbst  in  meiner  ersten  Dar- 
stellung auf  einen  unwesentlichen  Punct  ein  grösseres  Gewicht  ge- 
legt habe,  als  nöthig  war.  Ich  halte  es  daher  für  zweckmässig, 
noch  einmal  auf  den  Gegenstand  zurückzukommen,  um  mich  dar- 
über auszusprechen,  bis  wie  weit  ich  meine  Erklärung  auch  jetzt 
noch  für  richtig  halte,  und  in  welchen  Puncten  dagegen,  meiner 
Ansicht  nach,  durch  die  neueren  Untersuchungen  kleine  Aende- 
rungen  nothwendig  geworden  sind. 

In  meiner  Abhandlung  „über  die  Art  der  Bewegung,  welche 
wir  Wärme  nennen''  ^),  habe  ich  den  Schluss  gezogen,  dass  im  ge- 
wöhnlichen Sauerstoff  die  Atome  nicht  ganz  vereinzelt,  sondern 
je  zwei  zu  Molecülen  verbunden  sind,  einen  Schluss,  welcher  auch 
mit  den  von  Gerhardt  über  die  Constitution  der  Gasmolecfile 
geäusserten  Ansichten  übereinstimmt,  nur  dass  Gerhardt  sidi 
gerade  über  den  Sauerstoff'  weniger  bestimmt  ausgesprochen  hat, 


1)  Phil  Mag.  Janaarheft  1858,  S.  24. 

2)  Phil  Trans,  of  the  Boyal  Soc.  of  London  for  1860,  p.  113. 

^  Berichte  der  natmf.  Gesellschaft  zu  Freihnrg  i.  Br.  Bd.  III,  Heft  I. 
*)  Comptes  rendus  t.  LVII,  jp.  604  (October  1863). 
^)  [Abhandlung  XIV.  dieser  Sammlung.] 
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als  ich,  indem  er  nur  sagt^):  ,,das  freie  Sauerstoffatom  ist  aus 
mehreren  (wenigstens  zwei)  Atomen  zusammengesetzt"  Auf  die- 
sem früher  von  mir  gezogenen  Schlüsse  fussend,  gab  ich  von  dem 
in  gewöhnlichem  Sauerstoffe  enthaltenen  activen  Sauerstoffe,  wel- 
chen man  damals  ohne  Unterschied  Ozon  nannte,  die  Erklärung, 
dass  er  aus  einzelnen^  also  nickt  paarweise  eu  MöledUen  verbünde- 
nen  Atomen  bestehe,,  welche  sich  unter  den  gewohnlichen  Moleciäen 
eerstreut  befinden. 

Indem  ich  diese  Erklärung  mit  den  damals  bekannten  That- 
sachen  verglich,  und  dazu  zunächst  die  wichtigsten  Entstehungs- 
weisen des  Ozon  betrachtete,  fand  ich  Gelegenheit,  auch  auf  den 
Zustand  der  beiden  in  einem  gewöhnlichen  Sauerstofimolecül  ent- 
haltenen Atome  näher  einzugehen,  und  meine  Ansicht  darüber  zu 
äussern.  Ich  sagte  nämlich,  dass  mau  sich  den  Process,  welcher 
stattfindet,  wenn  durch  Berührung  von  atmosphärischer  Luft  mit 
feuchtem  Phosphor  Ozon  entsteht,  vielleicht  folgendermaassen 
denken  könne  ^) :  „Indem  der  Phosphor  sich  mit  dem  umgebenden 
Sauerstoff  verbindet,  muss  eine  Anzahl  der  mit  ihm  in  Berührung 
kommenden  SauerstoiS&nolecüle  in  ihre  Atome  zerlegt  werden,  und 
dabei  kann  es  geschehen,  dass  er  sich  nicht  mit  beiden  verbindet, 
sondern  dass  das  eine  durch  die  Wärmebewegung  aus  seiner  Wir- 
kungssphäre entfernt  wird  und  dann  vereinzelt  bleibt  Es  ist 
möglich,  dass  hierbei  noch  ein  besonderer  Umstand  wirksam  ist 
Aus  der  Electrolyse  ist  es  bekannt,  dass  in  der  Verbindung  ver- 
schiedenartiger Atome  zu  einem  Molecüle  ein  Theil  des  Molecüls 
positiv  electrisch  und  der  andere  negativ  electrisch  ist  Dieses 
findet  vielleicht  auch  bei  der  Verbindung  zweier  gleichartiger 
Atome,  also  z.  B.  zweier  Sauerstoffatome  statt,  indem  auch  von 
diesen  das  eine  positiv  und  das  andere  negativ  electrisch  wird. 
Da  nun  bei  der  Oxydation  des  Phosphor  der  Sauerstoff  jedenfalls 
als  negativer  Bestandtheil  in  die  Verbindung  tritt,  so. kann  es 
sein,  dass  von  den  beiden  Sauerstoffatomen,  welche  aus  einem 
Molecül  entstehen,  vorzugsweise  das  negative  von  dem  Phosphor 
festgehalten  wird,  und  das  positive  ungehindert,  oder  doch  we- 
niger gehindert,  fortfliegen  kaon.** 


1)  Gerhardt,  Lehrbuch  .der  organiBchen  Chemie,  in  deutscher  Ueber* 
Setzung  herausgegeben  von  Wagner,  Bd.  lY,  S.  612  [französische  Ausgabe 
^.  IV,  p.  574]. 

2)  [Oben  S.  329]. 

Clansiut,  meoh.  W&nneth«orlo.  II.  22 


838  Abhandlung  XVm. 

In  diesen  Sätzen,  und  wiederholt  auch  noch  im  weiteren  Ver- 
laufe der  Abhandlung,  ist,  soviel  ich  weiss,  zum  ersten  Male  und 
zu  einer  Zeit,  wo  noch  keine  experimentellen  Data  vorlagen,  die 
dazu  nöthigten,  die  Ansicht  ausgesprochea,  dass  die  beiden  in 
einem  gewöhnlichen  Sauerstoffmoleciile  enthaltenen  Atome  ent- 
gegengesetzt electrische  Zustände  haben.  Diese  Ansicht  ist  durch 
die  bald  darauf  gemachte  Entdeckung,  dass  es  zwei  Arten  von 
activem  Sauerstoffe  giebt,  welche  Schönbein  durch  die  Worte 
Ozon  und  Antozon  unterschieden  hat,  und  dass  diese  beiden  sich 
zu  gewöhnlichem  Sauerstoffe  verbinden  können,  in  merkwürdiger. 
Weise  bestätigt. 

Was  den  Umstand  anbetrifft,  dass  der  active  Sauerstoff  so- 
wohl oxydirend  als  auch  desozydirend  wirken  kann,  so  gab  ich 
davon  folgende  Erklärung.  Ungepaarte  Atome  können  in  Verbin- 
dungen mit  anderen  Stoffen  leichter  eintreten,  als  solche,  die 
schon  unter  sich  zu  je  zweien  verbunden  sind,  und  aus  dieser 
Verbindung  erst  gelöst  werden  müssen,  um  zur  Verbindung  mit 
anderen  Stoffen  geeignet  zu  werden.,  jene  werden  daher  stärker 
oxydirend  wirken  als  diese.  Denkt  man  sich  ferner  ein  Oxyd 
resp.  Superoxyd,  welches  seinen  Sauerstoff  oder  einen  Theil  des- 
selben leicht  abgiebt,  in  Berührung  mit  einem  Gase,  in  welchem 
sich  Sauerstoffatome  befinden,  die  das  Bestreben  haben,  sich  mit 
zweiten  Atomen  zu  verbinden,  so  werden  diese  dem  Oxyde  die 
schwach  gebundenen  Atome  entziehen  können,  wodurch  gleich- 
zeitig das  Oxyd  reducirt  und  der  active  Sauerstoff  in  gewöhn- 
lichen übergefiihrt  wird. 

In  Bezug  auf  diese  doppelte  Wirkung  der  Oxydation  and 
Desoxydation  vergUch  ich  den  activen  Sauerstoff,  wie  er  in  ge- 
wöhnlichem Sauerstoffe  enthalten  sein  kann,  mit  demjenigen 
Sauerstoffe,  welcher  sich  in  gewissen  Superoxyden  oder  in  Oxy- 
den edlex  Metalle  lose  gebunden  befindet,  und  indem  ich  Wasser- 
stoffsuperoxyd als  Beispiel  wählte,  sagte  ich^):  „WasserstofiEsuper- 
oxyd  z.  B.  hat  bekanntlich  eine  starke  oxydirende  Wirkung,  indem 
es  sein  zweites  Sauerstoffatom  leicht  abgiebt  Bringt  man  da- 
gegen Wasserstoffsuperoxyd  mit  Oxyden  edler  Metalle  oder  mit 
gewissen  metallischen  Superoxyden  zusammen,  so  findet  eine  ge- 
genseitige Reduction  statt.  Hierbei  darf  man  wohl  annehmen, 
dass  die  SauerstoffiAtome,  welche  aus  dem  Wasserstoffsuperoxyd 


*)  [Oben  S.  332.] 
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ausscheiden,  sich  mit  denen,  welche  aus  den  metallischen  Oxyden 
oder  Superoxyden  frei  werden,  zu  Molecülen  vereinigen." 

Ich  stellte  dann  die  Frage  auf,  weshalb  die  in  einem  einzel- 
nen Oxyde  oder  Superoxyde  enthaltenen  und  leicht  trennbaren 
Sauerstoffatome  sich  nicht  ebenso  leicht  unter  sich  yereinigen 
können,  wie  die  Sauerstoffatome  einer  Verbindung  sich  mit  denen 
einer  anderen  Verbindung  vereinigen.  unter  den  Gründen, 
welche  ich  zur  Beantwortung  als  möglich  bezeichnete,  kommt 
auch  der  vor,  dass  die  Sauerstoffatome  verschiedener  Verbindun- 
gen sich  in  verschiedenen  electrischen  Zuständen  befinden  können 
und  der  electrische  Unterschied  die  Atome  der  einen  Verbindung 
zur  Vereinigung  mit  den  Atomen  der  andern  Verbindung  ge- 
neigter machen  kann,  als  zur  Vereinigung  unter  sich  selbst 

Ueber  die  gegenseitige  Reduction  zweier  Superoxyde  hat 
Brodie  in  einer  in  den  Londoner  Philos,  Transact.  für  1850  ver- 
öffentlichten schönen  Abhandlung,  welche  mir  bei  der  Abfassung 
meines  Aufsatzes  unbekannt  war,  eine  Ansicht  ausgesprochen, 
welche  in  einem  Puncto  der  von  mir  ausgesprochenen  ähnlich 
ist,  in  anderen  Puncten  aber  wesentlich  von  ihr  abweicht.  Bro- 
die nimmt  an,  dass  der  Sauerstoff  der  beiden  Verbindungen, 
welche  aufeinander  einwirken,  verschiedene  chemische  Zustände 
habe.  Er  sagt,  der  Sauerstoff  sei  in  den  Verbindungen  chemi- 
caUy  pölar^  und  unterscheidet  den  positiy  polaren  und  den  nega- 
tiv polaren  Zustand.  Zwei  Quantitäten  Sauerstoff,  welche  sich  in 
diesen  beiden  Zuständen  befinden,  suchen  sich  unter  einander 
chemisch  zu  verbinden,  ebenso  wie  Sauerstoff  und  Wasserstoff  sich 
verbinden  können.  Die  Frage,  worauf  die  chemische  Verschieden- 
heit der  beiden  Sauerstoffmengen  beruht ,  und  wie  die  Molecüle 
beschaffen  sind,  entscheidet  er  nicht,  sondern  erklärt  diese  Frage 
am  Schlüsse  seiner  Abhandlung  ausdrücklich  für  eine  offene. 
Seine  Ansicht  scheint  sich  indessen  dahin  zu  neigen,  dass  die 
Stoffe,  welche  in  der  Chemie  als  einfache  betrachtet  werden,  selbst 
noch  wieder  aus  anderen  zusammengesetzt  sind,  ,^hat  they  consist 
qf  yet  ofher  and  further  Clements.^  Vom  Sauerstoffe  speciell  sagt 
er:  „On  this  vietv,  the  real  fact  which  lay  hid  tmder  these phench 
menay  might  be  the  synthesis  of  the  oxygenfrcm  the  ultimate  and 
Jurther  eüments  of  which  the  oxygen  consisted.'^ 

Meine  Erklärung  dagegen  führt  die  Erscheinungen  ganz  be- 
stimmt auf  eine  einfache  Molecularconstitution  zurück,  indem  sie 
davon  ausgeht,   dass  die  Molecüle  des  gewöhnlichen  Sauerstoffs 
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zweiatomig  sind,  und  dass  die  Atome  das' Bestreben  haben,  sich, 
wenn  sie  frei  sind,  wieder  paarweise  zu  Molecülen  zu  vereinigen. 
Wenn  zwischen  zwei  Sauerstoffatomen  ein  electrischer  Gegensatz 
besteht,  so.  wird  dadurch  ihre  Vereinigung  befördert;  aber  selbst 
wenn  dieser  Gegensatz  nicht  besteht,  so  ist  die  Tendenz  zur  Ver- 
einigung doch  vorhanden,  und  der  electrische  Gegensatz  bildet 
sich  dann  bei  der  Vereinigung  von  selbst.  Auf  diese  Weise  er- 
klärt es  sich,  dass  die  Sauerstoffatome  einer  Verbindung  sich 
zwar  leichter  mit  den  Sauerstoffatomen  einer  andern  Verbindung, 
welche  einen  andern  electrischen  Zustand  haben,  vereinigen ,  dass 
aber  unter  geeigneten  Umständen,  z.  B.  bei  erhöhter  Temperatur, 
auch  die  Sauerstoffatome  einer  einzelnen  Verbindung  aus  dieser 
austreten  und  sich  unter  einander  zu  Molecülen  vereinigen  kön- 
nen, und  dass  dadurch  Sauerstoff  von  derselben  Art  entsteht,  wie 
wenn  zwei  in  verschiedenen  Verbindungen  enthaltene  Sauerstoff- 
mengen zusammentreten.  Brodie's  Ansicht,  nach  der  nur  solche 
Sauerstoffmengen,  welche  entgegengesetzte  chemische  Polarität 
haben,  sich  unter  einander  zu  verbinden  suchen,  lässt  diesen  letz- 
ten Vorgang  ganz  unerklärt,  und  auch  in  den  übrigen  Vorgängen 
bleibt  eine  grössere  Unbestimmtheit,  als  bei  meiner  Erklärung. 

Nach  dem  bisher  Gesagten  kann  ich  dasjenige,  was  ich  von 
meiner  in  der  früheren  Abhandlung  ausgesprochenen  Ansicht  auch 
jetzt,  nach  den  neueren  Entdeckungen,  noch  glaube  unverändert 
festhalten  zu  dürfen,  kurz  in  folgende  zwei  Sätze  zusammenfassen, 
von  denen  der  eine  dort  von  vornherein  den  Hauptpunkt  meiner 
Erklärung  bildete,  und  der  andere  im  Verlaufe  der  Auseinander- 
setzungen als  ein  wahrscheinlicher  Satz  mit  zu  Hülfe  genommen 
wurde:  1)  G-ewöhnlicher  Sauerstoff  besteht  aus  gepaarten,  activer 
Sauerstoff  aus  ungepaarten  Atomen ').  •  2)  IHe  beiden  Atome,  wddie 
ein  Mölecül  gewöhnlichen  Sauerstoffs  bilden,  beßnden  sich  in  entge- 
gengesetzten electrischen  Zuständen- 

Ich  gehe  nun  dazu  über,  die  beiden  Puncto  zu  besprechen,  in 
welchen  ich  glaube,  meine  ursprünglich  ausgesprochene  Ansicht 
ändern  zu  müssen. 


^)  [Unter  gepaarten  Atomen  verstehe  ich  hier  solche  Atome,  von  denen 
je  zwei  zu  einem  Molecüle  verbunden  sind,  und  unter  ungepaarten  Atomen 
solche,  die  sich  nicht  in  dieser  bestimmten  Verbindung  zu  je  zweien  be- 
finden und  die  leichter,  als  so  verbundene  Atome,  einzeln  in  Wirksamkeit 
treten  können.  1866.] 
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Zu  jener  Zeit  war,  wie  schon  erwähnt,  nichts  davon  bekannt, 
dass  es  ausser  dem  Ozon  noch  eine  zweite  Art  von  activem  Sauer- 
stoffe gebe,  und  vom  Ozon  wusste  man  noch  nicht,  dass  in  seinem 
Verhalten  zu  dem  in  verschiedenen  Verbindungen  befindlichen 
Sauerstoffe  irgend  ein  Unterschied  der  Art  stattfinde,  wie  in  dem 
Verhalten  einer  Electricität  zu  der  gleichartigen  oder  zu  der  ent- 
gegengesetzten Electricität.  Ich  glaubte  es  daher  als  eine  That- 
sache  betrachten  zu  müssen,  dass  ein  solcher  Unterschied  nicht 
bestehe.  Da  nun  einerseits  nach  meiner  Ansicht  über  den  Zustand 
der  gewöhnlichen  Sauerstofimolecüle  vorausmsetzen  war,  dass  die 
Atome  eines  Molecüls  im  Momente,  wo  sie  sich  trennen,  entgegen- 
gesetzt electrisch  seien ;  da  ich  aber  andererseits  es  für  eine  durch 
Beobachtungen  festgestellte  Tbatsache  hielt,  dass  der  durch  diese 
Trennung  entstandene  active  Sauerstoff  bei  seinem  weitem  Fort- 
bestehen keine  Eigenschaften  besitze,  welche  diesem  electrischen 
Gegensatze  entsprechen,  so  machte  ich  die  Annahme,  dass  der 
electro-positive  oder  electro-negative  Zustand,  welchen  die  Atome 
im  Momente  der  Trennung  haben,  sich  nachher  verliere,  und  die 
Atome  electrisch  neutral  werden.  Man  wird  aber  zugestehen,  dass 
diese  Annahme  nicht  durch  die  meiner  Erklärung  zu  Grunde  lie- 
gende Idee  nothwendig  bedingt  war,  sondern  dass  es  nur  eine  Ne- 
benannahme ist,  die  zu  Hülfe  genonmien  werden  musste,  um  dem 
damals  vorausgesetzten  Sachverhalte  zu  genügen.  Sie  kann  daher, 
soweit  die  verbesserten  Kenntnisse  über  den  Sachverhalt  es  erfor- 
dern, aufgegeben  und  abgeändert  werden,  ohne  dass  die  Grundidee 
meiner  Erklärung  davon  berührt  vnrd. 

Es  kommen  in  der  Chemie  häufig  Fälle  vor,  wo  eine  gegebene 
Quantität  Sauerstoff  sich  vollständig  mit  einem  andern  Stoffe  ver- 
bindet, und  zwar  so,  dass  alle  Atome  dieses  Sauerstoffs  in  der  Ver-  • 
bindung  in  gleicher  Weise  enthalten  sind ,  und  daher  auch  alle 
einen  und  denselben  electrischen  Zustand ,  in  den  meisten  Fällen 
djBn  electro-negativen,  haben  müssen.  Wenn  nun  der  obigen  An- 
nahme gemäss  in  dem  Sauerstoffe,  bevor  er  die  Verbindung  mit 
dem  andern  Stoffe  eingeht,  die  Hälfte  der  Atome  electro-positiv 
und  die  andere  Hälfte  electro-negativ  ist,  so  muss  beim  Entstehen 
der  Verbindung  die  eine  Hälfte  der  Atome  ihren  electrischen  Zu- 
stand ändern.  Ebenso  kommen  umgekehrt  Fälle  vor,  wo  Sauer- 
stoff aus  einer  Verbindung  ausgeschieden  wird,  und  wo  im  Mo- 
mente der  Ausscheidung,  wie  man  voraussetzen  darf,  alle  Atome 
gleichen  electrischen  Zustand  haben,  während  nachher,  nachdem 
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der  frei  gewordene  Sauerstoff  in  seinen  gewöhnlichen  Zustand  über- 
gegangen ist,  die  Atome,  der  Annahme  nach,  zur  Hälfte  positiv 
und  zur  Hälfte  negativ  sind.  Hiernach  darf  man  die  electriscbe 
Verschiedenheit  der  Sauerstoffatome  nicht  so  auffiEissen,  als  ob  es 
zwei  Arten  von  Sauerstoffatomen  gäbe,  von  denen  die  einen  ein- 
für  allemal  electro-positiv,  und  die  anderen  ein-  für  allemal  electro- 
negativ  sind,  sondern  man  muss  die  Möglichkeit  des  Ueberganges 
aus  dem  einen  Zustande  in  den  andern  zugestehen. 

Darin  liegt  zugleich  die  Möglichkeit  ausgesprochen,  dass  die 
Atome,  wenigstens  momentan,  sich  auch  in  Zwischenzuständen  be- 
finden, und  unter  andern  auch  unelectrisch  sein  können.  Ob  aber 
die  Uebergänge  immer  plötzlich  stattfinden,  oder  ob  die  Atome 
auch  in  jenen  Zwischenzuständen  für  längere  Zeit  verharren  und 
von  einem  zum  andern  allmälig  übergehen  können)  ist  damit 
noch  nicht  entschieden,  sondern  kann  nur  aus  Beobachtangsdaten 
geschlossen  werden. 

Beim  Ozon  im  engeren  Sinne  sprechen  die  von  Schönbein 
in  neuerer  Zeit  beobachteten  Thatsachen  dafür,  dass  die  activen 
Atome,  welche  das  Ozon  bilden,  electro-negativ  sind,  und  diesen 
electrischen  Zustand  so  lange,  wie  das  Ozon  als  solches  besteht, 
unveränderlich  beibehalten.  Wie  sich  das  Antozon  in  Bezug  auf 
die  Beständigkeit  seines  electrischen  Zustandes  verhält,  läset  sich 
aus  den  bisher  bekannten  Thatsachen  noch  nicht  mit  Sicherheit 
entnehmen. 

Der  zweite  Punkt,  in  welchem  ich  glaube  meine  ursprünglich 
gegebene  Erklärung  etwas  ändern  zu  müssen,  hängt  mit  den  Vo- 
lumenänderungen zusammen,  welche  der  Sauerstoff  dadurch  er- 
leidet, dass  ein  Theil  desselben  aus  dem  gewöhnlichen  in  den 
activen  Zustand  oder  umgekehrt  übergeht. 

In  der  schon  citirten  Abhandlung  „über  die  Art  der  Bewe« 
gung,  welche  wir  Wärme  nennen'',  habe  ich  alle  Volumenverhält- 
nisse gasförmiger  Körper  auf  den  einen  Satz  zurückgeführt,  „dass 
bei  gleicher  Temperatur  die  einzelnen  Molecüle  aller  Gase  in  Be- 
zug auf  ihre  fortschreitende  Bewegung  gleiche  lebendige  Kraft 
habön.**  Wenn  dieser  Satz  richtig  ist,  so  müssen  von  allen  Gasen 
bei  gleicher  Temperatur  und  unter  gleichem  Drucke  in  gleichen 
Räumen  gleich  viele  Molecüle  sein.  Betrachtet  man  nun  eine  ge- 
wisse Menge  gewöhnlichen  Sauerstoffs,  so  sind  darin  meiner  An- 
sicht nach  die  Atome  paarweise  zu  Molecülen  verbunden.  Wer- 
den bei  der  Erregung  dieses  Sauerstofib  eine  Anzahl  von  Molecülen 
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in  ihre. Atome  zerlegt,  so  fragt  es  sich  mm,  wie  sich  diese  einzel- 
nen Atome  verhalten,  ob  sie  vereinzelt  bleiben  und  für  sieh  allein 
ihre  Bewegungen  machen,  so  dass  jedes  dieser  Atome  in  dem  Gase 
die  Rolle  eines  Molecüls  spielt,  oder  ob  sie  irgend  welche  andere 
Verbindungen  eingehen. 

Ich  habe  bei  meiner  ersten  Erklärung  angenommen,  dass  die 
getrennten  Atome  vereinzelt  bleiben  und.Moleciile  für  sich  bildeui 
so  dass  also  im  erregten  Sauerstoffe  mehr  Molecüle  enthalten  seien, 
als  in  derselben  Quantität  Sauerstoff  im  unerregten  Zustande,  und 
daraus  schloss  ich,  dass  der  Sauerstoff  im  erregten  Zustande  ein 
grösseres  Volumen  einnehme,  als  im  unerregten.  Es  existirten 
damals  freilich  jschon  Versuche  über  die  Dichtigkeit  des  Ozon  von 
Andrews  und  T  a  i  1 1),  welche  das  jener  Annahme  widersprechende 
Resultat  gegeben  hatten,  dass  ozonhaltiger  Sauerstoff,  wenn  das 
Ozon  in  gewöhnlichen  Sauerstoff  verwandelt  wird,  dabei  an  Volu- 
men zunimmt;  diese  Versuche  standen  aber  damals  noch  so  is9- 
lirt  da,  und  schienen  mir  wegen  ihrer  Schwierigkeit  so  viele  mög- 
liche Fehlerquellen  zu  enthalten,  dass  ich,  ohne  die  Geschicklich- 
keit und  Sorgfalt  jener  Forscher  in  Zweifel  zu  ziehen,  doch  glaubte» 
meinen  Bedenken  an  der  Zuverlässigkeit  des  Resultats  noch  Raum 
geben  und  meine  Annahme  festhalten  zu  dürfen. 

Seitdem  haben  dieselben  beiden  Forscher  ihre  Untersuchung 
des  Gegenstandes  fortgesetzt,  und  auch  von  Babo  und  Soret  ha- 
ben Beobachtungen  darüber  angestellt.  Durch  diese  Untersuchun- 
gen ,  bei  deren  Beschreibung  die  betreffenden  Autoren  immer  nur 
von  Ozon  und  nicht  von  zwei  Arten  von  activem  Sauerstoffe  spre- 
chen, hat  sich  jenes  früher  gefundene  Resultat,  dass  ozonhaltiger 
Sauerstoff  ein  geringeres  Volumen  einnimmt,  als  dieselbe  Menge 
Sauerstoff,  wenn  sie  sich  durchweg  im  gewöhnlichen  Zustande 
befindet,  vollkommen  bestätigt,  und  als  specielles  Ergebniss  hat 
sich  noch  herausgestellt,  dass  die  Differenz  zwischen  den  beiden 
Volumen  gerade  so  gross  ist,  als  ob  der  Theil  des  Sauerstoffs, 
welcher  sich  im  Zustande  von  Ozon  befindet,  gar  nicht  existirte. 

Es  fragt  sich  nun,  ob  und  in  welcher  Weise  meine  Erklärung, 
dass  der  active  Sauerstoff  sich  vom  gewöhnlichen  dadurch  un- 
terscheidet, dass  er  aus  uugepaarten  Atomen  besteht ,  mit  dieser 
in  Bezug  auf  das  Volumen  gefundenen  Thatsache  in  Einklang  zu 


1)  Froe.  of  the  B.  Soc.  of  London  Voh  VIII,  p,  498,  and  Pogg.  Ann. 
Bd.  Cn,  S.  626. 
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bringen  ist.  Man  muss  es  nach  diesen  Beobachtungen  als  ansge- 
macht  betrachten,  dass  die  ungepaarten  Atome,  aus  welchen  das 
Ozon  besteht,  nicht  vereinzelt  bleiben  und  Molecüle  für  sich  bil- 
den, sondern  sich  irgendwie  an  die  Molecüle  des  umgebenden 
gewöhnlichen  Sauerstoffs  anschliessen,  und  mit  ihnen  zusammen 
complicirtere  Molecüle  bilden.  Um  aber  dabei  doch  das  Wesent- 
liche meiner  Erklärung  aufrecht  zu  erhalten ,  muss  man  über  die 
Constitution  der  so  entstandenen  complicirteren  Molecüle  bestimmte 
Annahmen  machen. 

Man  muss  nämlich  zunächst  annehmen,  dass  die  complicirte- 
ren Molecüle  nicht  aus  mehreren  Atompaaren  bestehen,  wie  wenn 
mehrere  gewöhnliche  Sauerstoffmolecüle  sich  unter  einander  ver- 
bunden hätten,  sondern,  dass  die  Atome,  welche  den  activen 
Sauerstoff  bilden,  als  ungepaarte  Atome  in  den  Molecülen  enthal- 
ten sind.  Der  einfachste  Fall  der  Art  ist  der,  wenn  jedes  der 
complicirteren  Molecüle  aus  einem  Atompaare  und  einem  damit 
verbundenen  activen  Atome  besteht;  sollten  aber  mehrere  acüve 
Atome  in  ihm  vorkommen ,  so  müssten  diese  sich  in  solchen  La- 
gen befinden,  dass  sie  keine  unter  sich  verbundenen  Paare  bilden, 
sondern  als  einzelne  Atome  an  dem  Molecüle  haften,  und  als  solche 
auch  von  ihm  ausgeschieden  werden  können.  Ferner  muss  man, 
um  die  starke  oxydirende  Wirkung  des  activen  Sauerstoffs  zu  er- 
klären, annehmen,  dass  es  leichter  ist,  jene  ungepaarten  Atome 
von  den  Molecülen  zu  trennen,  als  zwei  zu  einem  Paare  verbun- 
dene Atome  von  einander  zu  scheiden,  dass  also  im  Verhältnisse 
zu  der  Kraft,  mit  welcher  zwei  gepaarte  Atome  sich  gegenseitig 
festhalten,  die  ungepaarten  Atome  nur  lose  gebunden  sind. 

Hiemach  besteht  die  zweite  Aenderung,  welche  ich  glaube 
mit  meiner  Erklärung  vornehmen  zu  müssen,  einfach  darin,  dass 
ich,  anstatt  die  ungepaarten  Atome  als  vollkommen  frei  zu  be« 
trachten,  nur  sage,  sie  können  möglicher  Weise  entweder  frei  oder 
lose  gebunden  sein. 

Der  Fall,  wo  ein  Atom  an  irgend  ein  Molecül  lose  gebunden 
ist,  ist  von  dem,  wo  es  frei  ist,  in  chemischer  Beziehung  sehr  we- 
nig verschieden,  und  es  hätte  um  so  näher  gelegen,  ihn  bei  mei- 
ner ersten  Erklärung  gleich  mit  ins  Auge  zu  fassen,  als  ich  selbst 
schon  den  in  reinem  Sauerstoffe  enthaltenen  activen  Sauerstoff 
mit  solchem  Sauerstoffe  verglich,  der  in  Superoxyden  oder  Oxy- 
den edler  Metalle  lose  gebunden  vorkommt.  Ich  muss  es  daher 
als  eine  Unachtsamkeit  eingestehen,   dass   ich   damals   auf  den 
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Punkt,  dass  die  Atome  ganz  frei  seien,  irgend  ein  Gewicht  legte, 
und  aus  diesem  Grunde  das  Besultat  der  ersten  Beobachtungen 
Yon  Andrews  und  Tait  für  unwahrscheinlich  hielt,  und  dass  ich 
nicht  vielmehr  von  yornherein  jene  beiden  Fälle  als  gleich  mög- 
lich bezeichnete.  Wenn  man  die  Alternative  stellt,  dass  die  un« 
gepaarten  Atome  frei  oder  lose  gebunden  sein  können,  so  umfasst 
die  Erklärung  nicht  nur  den  in  reinem  Sauerstoffe  enthaltenen 
activen  Sauerstoff  und  den,  welcher  in  irgend  einer  chemischen 
Verbindung  in  solcher  Weise  enthalten  ist,  dass  er  leicht  in  an- 
dere  Verbindungen  übertritt,  und  insofern  activ  genannt  werden 
kann,  sondern  auch  den  Sauerstoff  in  Status  nascens. 

Ich  will  nun  noch  einige  Bemerkungen  darüber  machen ,  wie 
man  sich,  meiner  Ansicht  nach,  die  in  reinem  Sauerstoffe  befind- 
lichen complicirteren  Molecüle,  welche  die  activen  Atome  ent- 
halten, etwa  constituirt  denken  kann.     Dabei  muss  ich  aber  aus- 
drücklich hervorheben,  dass  ich  das,  was  hierüber  zu  sagen  ist, 
nicht  als  nothwendig  mit  zu  meiner  Erklärung  gehörig  betrachte, 
sondern  glaube,  dass  man  die  Erklärung,  soweit  sie  im  Vorigen 
enthalten  ist,  annehmen  kann,  selbst  wenn  man  über  die  Speciali- 
täten  der  Molecularconstitution  noch  verschiedener  Ansicht  sein 
sollte.    Ich  will  daher,  bevor  ich  zu  diesen  Bemerkungen  über- 
gehe, das  Wesentliche  meiner  Erklärung  in  der  den  neueren  Ent* 
deckungen  angepassten  Form  noch  einmal  kurz  zusammenfetssen : 
Die  Mdleciäe  des  gewohnlichen  Sauerstoffs  sind  eweiatomig^ 
und'enthaUen  je  ein  eledro-positives  und  ein  eledro-negatives 
Atom.    Der  active  Sauerstoff  besteht  aus  ungepaarten  Atomen, 
welche  entweder  frei  oder  lose  gehmden  sein  können,  und  je 
nachdem  diese  Atome  electro-negativ  oder  eledro-positiv  sind^ 
lüden  sie  Oison  oder  Antoaon, 

Alle  oben  genannten  Beobachter,  welche  gefunden  haben, 
dass  ozonhaltiger  Sauerstoff  ein  kleineres  Volumen  einnimmt ,  als 
gewöhnlicher,  sind  darüber  einig,  dass  im  ersteren  complicirtere 
Molecüle  vorkommen  müssen,  als  im  letzteren.  In  der  That  ist 
dieses  auch,  wie  schon  gesagt,  als  ein  unmittelbares  Ergebniss 
jener  Beobachtungen  anzusehen,  sofern  man  den  Satz ,  dass  das 
Volumen  eines  Gases  der  Anzahl  seiner  Molecüle  proportional 
ist,  als  feststehend  betrachtet.  Ueber  die  Art,^wie  man  sich  die 
Zusammensetzung  der  Molecüle  zu  denken  habe,  sind  sie  aber  ver- 
schiedener Ansicht. 

Andrews  und  Tait  knüpfen  ihre  Betrachtung  an  Versuche, 
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welche  sie  mit  zasammengesetzten  Gasen,  besonders  mit  Stickstoff- 
oxyd und  Eohlenoxjd  angestellt  haben.  Als  sie  innerhalb  dieser 
Gase  dieselben  electrischen  Entladungen  stattfinden  liessen,  durch 
welche  sie  die  Erregung  des  Sauerstoffs  bewirkt  hatten,  beobach* 
teten  sie  ebenso,  wie  bei  diesem,  Volumenverringerung,  welche  sie 
daraus  erklären,  dass  die  Bestandtheile  der  betreffenden  Gase  un- 
er  dem  Einflüsse  der  Entladungen  theilweise  aus  ihren  bisherigen 
Verbindungen  gelöst  und  in  andere  Verbindungen  übergeführt 
werden,  welche  ein  geringeres  Volumen  einnehmen.  Hiervon  aus^ 
gehend  sprechen  sie  die  Vermuthung  aus,  dass  auch  der  Sauer- 
stoff nicht,  wie  man  bis  jetzt  annimmt,  ein  einfacher,  sondern  ein 
chemisch  zusammengesetzter  Stoff  sei,  dessen  Bestandtheile  sich 
ebenfalls  in  verschiedener  Weise  unter  einander  verbinden  können. 
Diese  Erklärungsweise,  welche  mit  der  B  r o  die'schen  übereinstimmt, 
weicht  von  den  sonst 'verbreiteten  Ansichten  so  sehr  ab,  dass  man, 
wie  ich  glaube,  nur  dann  auf  sie  eingehen  dürfte,  wenn  keine  an. 
dere  Erklärung  möglich  wäre. 

Von  Babo  schliesst  sich  einer  früher  von  Weltzien^)  aus- 
gesprochenen Ansicht  an,  welche  meiner  Erklärung  entgegengesetzt 
ist,  indem  sie  dahin  geht,  dass  der  gewöhnliche  Sauerstoff  aus  ein- 
fachen Atomen  und  das  Ozon  aus  zweiatomigen  Molecülen  bestehe, 
und  er  verspricht,  seine  Gründe  dafür  in  einer  späteren  Abhand- 
lung zu  entwickeln  ^),  Dieser  Ansicht  kann  ich  in  keiner  Weise 
beipflichten,  da  schon  die  Vergleichung  des  Volumens  des  Sauer- 
stoffs mit  den  Volumen  seiner  Verbindungen  mich,  ganz  unabhän- 
gig vom  Ozon,  zu  der  Annahme  geführt  hatte,  dass  'der  Sauerstoff 
aus  zweiatomigen  Molecülen  bestehen  müsse,  und  ich  ferner  nicht 
einsehe,  wie  sich  die  Wirkungen  des  Ozon  und  die  gegenseitige 
Verbindung  von  Ozon  und  Antozon  zu  gewöhnlichem  Sauerstoffe 
erklären  sollen,  wenn  die  Molecüle  des  Sauerstoffs  als  einatomig 
vorausgesetzt  werden.     Ich  muss  natürlich,  bevor  ich  weiter  auf 


1)  Ann.  der  Cham.  u.  Pharm.  Bd.  CXV,  S.  128. 

3)  [Mit  Bezug  auf  die  Worte:  „und  er  verspricht,  seine  Gründe  dafär 
in  einer  späteren  Abhandlung  zu  entwickeln"  sagt  Hr.  Weltzien  in  den 
Ann.  der  Chem,  und  Pharm.  Bd.  GXXXVIII,  S.  164,  dieses  sei  ein  Irrthum, 
indem  er  kein  solches  Versprechen  gegeben  habe.  Ich  denke  aber,  daas 
jeder,  der  meinen  Satz  mit  einiger  Aufmerksamkeit  liest,  erkennen  wird, 
dass  jene  Worte  sich  gar  nicht  auf  Hm.  Weltzien,  sondern  auf  Hrn.  von 
Babo  beziehen.  1866.] 
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die  Beurtheilung  dieser  Ansicht  eingehen  kann,  abwarten,  welche 
Gründe  von  Babo  für  dieselbe  beibringen  wird. 

S  0  r  e  t  spricht  über  die  Art  der  Zusammensetzung  der  Mole- 
cüle  keine  bestimmte  Ansicht  aus.  Er  erklärt  es  zuerst  als  ein  Er- 
gebniss  der  Beobachtungen,  dass  das  OzonMolecüle  von  mehr  Ato- 
men haben  müsse,  als  der  gewöhnliche  SauerstofF,  und  indem  er  dann 
anführt,  dass  eine  grosse  Anzahl  yon  Chemikern  und  Physikern 
jetzt  annehmen,  dass  beim  gewöhnlichen  Sauerstoffe  die  Molecüle 
schon  zweiatomig  seien,  sagt  er,  dass  man  dieser  Annahme  gemäss 
den  Molecülen  des  Ozon  mehr  als  zwei  Atome  zuschreiben  müsse. 
Er  erörtert  dann  zunächst  als  Beispiel  den  einfachsten  Fall,  dass 
ein  Molecül  aus  drei  Atomen  bestehe,  und  fahrt  dann  fort:  „11  est 
clair  que  rien  dans  les  faits  connus  ne  prouve  que  Vozone  resulte 
du  groupement  de  3  atomes  pliUot  que  de  4,  5  etc.;  pou/r  determiner 
ce  nonibre  il  faudrait  cannattre  la  densite  de  ce  corps"  In  einer 
Anmerkung  sagt  er,  da  nach  den  Versuchen  von  Sainte-Glaire 
Deville  und  Troost  und  von  Bineau  die  Dichtigkeit  des  Schwe- 
feldampfes in  der  Nähe  des  Siedepunctes  dreimal  so  gross  sei, 
als  bei  sehr  hohen  Temperaturen,  so  existire  vielleicht  eine  Ana- 
logie zwischen  diesen  beiden  Zuständen  des  Schwefels  und  den  bei- 
den allotropen  Zuständen  des  Sauerstoffs,  in  welchem  Falle  man 
beim  Ozon  eine  solche  Molecularconstitution  voraussetzen  müsse, 
dass  seine  Dichtigkeit  dreimal  so  gross  sei  als  die  des  gewöhn- 
lichen Sauerstoffs.  Hiernach  müssten  also,  wenn  die  gewöhnlichen 
Sauerstoffmolecüle  zweiatomig  sind,  beim  Ozon  die  Molecüle  sechs- 
atomig  sein. 

Ich  glaube  nun,  dass  die  oben  angeführten,  aus  meiner  Er- 
klärung hervorgehenden  Bedingungen,  welche  die  in  erregtem 
Sauerstoffe  befindlichen  complicirteren  Molecüle  erfüllen  müssen, 
Anhaltspuncte  geben,  um,  wenn  auch  nicht  mit  Sicherheit  über 
die  Zusammensetzung  dieser  Molecüle  zu  entscheiden,  so  doch  über 
den  Grad  der  Wahrscheinlichkeit  der  verschiedenen  möglichen  Zu- 
sammensetzungsweisen gewisse  Schlüsse  zu  ziehen.  Ich  will  dabei 
zunächst  das  Ozon  im  engeren  Sinne  betrachten,  welches  durch 
sein  chemisches  und  physikalisches  Verhalten  schliessen  lässt,  dass 
es  aus  electro  -  negativen  Atomen  besteht.  Da  nun  nach  meiner 
Erklärung  die  activen  Atome  als  ungepaarte  Atome  in  den  betref- 
fenden Molecülen  enthalten  sein  müssen,  und  da  sie  ferner  im  vor- 
liegenden Falle  gleiche  electrische  Zustände  haben  müssen,  so  wird 
es  aus  diesen  beiden  Gründen  viel  wahrscheinlicher,  dass  in  einem 
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Molectile  nur  Ein  Ozonatom  enthalten  ist,  als  dass  mehrere  solche 
in  ihm  vorkommen.  Der  von  Soret  beispielsweise  angeführte 
Fall,  wo  die  complicirteren  Molecüle  aus  drei  Atomen  bestehen, 
scheint  mir  daher  mit  den  Fällen,  wo  sie  aus  vier,  fiinf  etc.  Ato- 
men bestehen,  nicht  bloss  gleichberechtigt  zu  sein,  sondern  sich 
vor  ihnen  durch  eine  bei  Weitem  grössere  Wahrscheinlichkeit 
auszuzeichnen.  Was  den  anderen  von  Soret  speciell  angeführten 
Fall  betrifft,  in  welchem  die  Molecüle  aus  sechs  Atomen  beste- 
hen müssten,  so  kann  ich  diesen  von  meinem  Standpunkte  aus 
nur  als  sehr  unwahrscheinlich  betrachten  i). 


^)  [Die  nachfolgende  Anmerkung  ist,  während  diese  Abhandlung^  in 
Pogg.  Ann.  gedruckt  wurde,  noch  als  Nachtrag  hinzugefügt.] 

Als  ich  diese  Abhandlung  schrieb,  kannte  ich  die  Arbeit  von  Soret  nur 
aus  der  oben  citirten,  in  den  Comptes  rendus  der  Pariser  Academie  ent- 
haltenen Note.  Seitdem  habe  ich  aus  einer  in  den  Archives  des  sciences 
phys.  et  nat.  (t.  XYIII)  und  in  den  Verhandlungen  des  naturhist-med.  Yer* 
eins  zu  Heidelberg  (Bd.  III)  erschienenen  vollständigeren  Abhandlung  [auoh 
in  Pogg.  Ann.  Bd.  GXXI  abgedruckt]  einige  weitere  Aufschlüsse  über  S  o  - 
ret's  Ansichten  erhalten,  indem  sich  in  dieser  Abhandlung  mehrere  nicht 
unwesentliche  Ergänzungen  befinden. 

Die  in  den  Gompt.  rend.  stehende  Anmerkung,  in  welcher  davon  die 
Rede  ist,  dass,  nach  Analogie  der  beiden  Modifioationen  des  Schwefeldam- 
pfes das  Ozon  möglicherweise  eine  dreimal  so  grosse  Dichtigkeit  haben 
könne  als  gewöhnlicher  Sauerstoff,  kommt  auch  hier  vor,  aber  mit  folgen- 
dem, dort  nicht  befindlichem  Schlusssatze:  „doch  macht  bis  jetzt  keine  That- 
Sache,  soviel  ich  weiss,  diese  Analogie  wahrscheinlich.^'  —  In  einer  anderen 
Anmerkung,  welche  in  den  Gompt.  rend.  fehlt,  wird  über  die  von  Weltzien 
aufgestellte  Hypothese  gesagt:  „Diese  Ansicht  stimmt  mit  dem  in  dieser  Ab- 
handlung erwähnten  Versuche  überein,  aber  sie  scheint  nicht  zu  erklären, 
warum  Ozon  oxydirender  ist  als  Sauerstoff."  —  Die  in  den  Gompt.  rend. 
nur  kurz  als  Beispiel  angeführte  Molecularconstitution,  bei  welcher  ein  Mo- 
lecül  aus  drei  Atomen  besteht,  ist  hier  etwas  ausführlicher  besprochen,  und 
es  sind  dabei  mehrere,  meiner  Ansicht  nach  sehr  treffende  Bemerkungen 
gemacht. 

Aus  diesen  in  der  Abhandlung  vorkommenden  Stellen  glaube  ich 
Bchliessen  zu  dürfen,  dass  Soret  auf  die  als  Beispiel  gewählte  Molecular- 
constitution ein  grösseres  Gewi9ht  legt,  als  es  nach  jener  abgekürzten  Note 
schien,  und  dass  somit  zwischen  den  Ansichten  dieses  geschickten  und  um 
die  Erforschung  der  Eigenschaften  dos  Ozon  besonders  verdienten  Phy- 
sikers und  den  meinigen  eine  mir  sehr  erfreuliche  Ueberein Stimmung 
herrscht.  Auch  Soret  selbst  spricht  eich  am  Ende  der  Abhandlung  über 
die  Beziehung  zwischen  seiner  Annahme  und  meiner  früher  aufgestellten 
Theorie  dahin  aus,  dass  zu  meiner  Hypothese,  nach  welcher  das  Ozon  ans 
einzelnen,  nicht  paarweise  verbundenen  Atomen  besteht,  die  Annahme,  dasa 
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Wenn  man  annimmt,  dass  beim  Ozon  die  activen  Atome  sich 
mit  den  gewöhnlichen  Sauerstoffmolecülen  zu  neuen  complicir- 
teren  Molecülen  verbunden  haben,  so  lässt  sich  daraus  auch  die 
Beständigkeit  des  Ozons,  wenn  es  bei  niederer  Temperatur  aufbe- 
wahrt wird,  und  insbesondere  die  Beständigkeit  des  electro- nega- 
tiven Zustandes  der  activen  Atome  leichter  erklären ,  als  bei  der 
Annahme,  dass  die  activen  Atome  vereinzelt  bleiben.  Wie  näm- 
lich überhaupt  in  chemischen  Verbindungen  jedes  Atom  einen 
gewissen  electrischen  Zustand  hat,  welcher  nicht  willkürlich  und 
veränderlich  ist,  sondern  zu  den  Eigenthümlichkeiten  der  Ver- 
bindung gehört,  so  kann  man  dieses  auch  von  den  zu  einem  Mo- 
lecüle  vereinigten  Sauerstofiatomen  voraussetzen,  und  im  vorlie- 
genden Falle  annehmen,  dass  die  activen  Atome  als  electro-nega- 
tive  in  den  Molecülen  enthalten  seien,  und  diesen  electrischen  Zu- 
stand 60  lange  beibehalten  müssen,  wie  sie  sich  in  dieser  Verbin- 
dung befinden. 

Dabei  ist  es  nicht  noth wendig,  dass  der  ozonhaltige  Sauer- 
stoff im  Ganzen  eine  electroskopisch  wahrnehmbare  negativ-elec- 
trische  Spannung  zeige.  Man  kann  nämlich,  wie  man  es  ja  auch 
bei  anderen  chemisch  zusammengesetzten  Molecülen  thut,  anneh- 
men, dass  die  electrischen  Zustände  der  einzelnen  Atome  eines 
Molecüls  in  solchen  Beziehungen  zu  einander  stehen,  dass  das 
Molecül  im  Ganzen  unelectrisch  ist,  indem  nämlich  die  Mengen 
von  freier  positiver  oder  negativer  Electiicität,  welche  die  einzel- 
nen Atome  eines  Molecüls  besitzen ,  als  algebraische  Summe  ge- 
rade Null  geben. 

Ich  muss  nun  noch  vom  Änto0on  sprechen. 

Meissner  hat  bei  seinen  Untersuchungen  über  den  Sauer- 
stoff Beobachtungen  gemacht,  aus  welchen  er  schliesst,  dass  bei 
der  Erregung  des  Sauerstoffs  durch  electrische  Induction  neben 
dem  Ozon  noch  ein  anderer  Stoff  entsteht,  welcher  eine  höchst 
merkwürdige  Einwirkung  auf  den  Wasserdampf  ausübt  und  da- 
tlurch  seine  Existenz  verräth.  Durch  weitere  Verfolgung  des 
Gegenstandes  glaubt  er  sich  davon  überzeugt  zu  haben,  dass 
dieser  Stoff  nichts  anderes  ist,  als  die  von  Schönbein  mit  dem 
Worte  AntosK)n  bezeichnete  Modification  des  Sauerstoffs. 


diese  einzelnen  Atome  sich  im  Augenblicke,  wo  sie  frei  werden,  gleich  mit 
den  unzerlegten  Sauerstoffmolecülen  verbinden,  hinzugefügt  werden  kann, 
ohne  dass  meine  Beweisführung  dadurch  erschüttert  wird,  und  dass  dann 
meine  Theorie  mit  der  von  ihm  auseinandergesetzten  übereinstimmt. 
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Das  Ergebniss,  dass  bei  der  Erregung  des  Sauerstoffs  durch 
electrischc  Induction  gleichzeitig  mit  dem  Ozon  auch  Antozon 
gebildet  wird,  stimmt  sehr  gut  mit  meiner  Annahme  überein,  dass 
jedes  Molecül  des  gewöhnlichen  Sauerstoffs  aus  zwei  entgegen- 
gesetzt electrischen  Atomen  besteht,  und  ich  möchte,  gegenüber 
der  etwas  veränderten  Art,  wie  Meissner  die  Sache  aufzufassen 
scheint,  dass  nämlich  die  Atome  erst  durch  die  electrische  Influenz 
die  entgegengesetzt  electrischen  Zustände  annehmen,  daran  fest- 
halten, dass  der  electrische  Gegensatz  zwischen  den  Atomen  jedes 
Molecüls  schon  im  Voraus  stattfindet,  wenn  derselbe  auch  durch 
die  Influenz  möglicher  Weise  noch  verstärkt  werden  kann.  In 
Bezug  auf  die  Trennung  der  beiden  Atome  stimme  ich  Meissner 
darin  bei,  dass  sie  sich  am  leichtesten  daraus  erklären  lässt,  dass 
ein  electrischer  Körper  auf  die  beiden  Atome  Kräfte  ausübt, 
welche  der  Richtung  nach  entgegengesetzt  sind. 

Auch  bei  anderen  Erregungsarten  des  Sauerstoffs  hat  Meiss- 
ner Beobachtungen  gemacht,  welche  den  vorher  erwähnten  ent- 
sprechen, und  ebenfalls  auf  die  Bildung  von  Antozon  schliessen 
lassen.  Es  fragt  sich  nun,  wie  das  Antozon,  sofern  es  in  reinem 
Sauerstoffe  vorkommt,  sich  darin  verhält. 

Nach  den  Beobachtungen  von  Meissner  ist  das  Antozon, 
selbst  in  trockenem  und  kaltem  Sauerstoffe,  weniger  beständig, 
als  das  Ozon,  indem  es  nicht,  wie  dieses,  auf  unbestimmte  Zeit 
fortbesteht,  sondern  nach  und  nach  verschwindet,  d.  h.,  sich  in 
gewöhnlichen  Sauerstoff .  verwandelt.  Hieraus  muss  man  wohl 
schliessep,  dass  die  electro-positiven  Sauerstoffatome,  fsdls  sie  sich 
überhaupt  mit  den  Molecülen  des  gewöhnlichen  Sauerstoflb  za 
complicirteren  Molecülen  verbinden,  in  dieser  Verbindung  noch 
weniger  festgehalten  werden  als  die  electro-negativen.  Ueber  die 
Art  der  Molecularconstitution  in  antozonhaltigem  Sauerstoffe  eine 
bestimmte  Behauptung  aufzustellen,  welche  mehr  aussagte  als 
das,  was  sich  aus  meinen  obigen  Bedingungen  ergiebt,  die  erfüllt 
sein  müssen,  damit  die  betreffenden  Atome  als  activer  Sauerstoff 
wirken  können,  würde  mir  bei  den  unvollkommenen  Kenntnissen 
von  den  physikalischen  Eigenschaften  des  antozonhaltigen  Sauer- 
stoffs für  jetzt  zu  gewagt  erscheinen. 

Auch  darüber,  ob  die  Antozonatome  in  reinem  Sauerstoffe 
ihren  electro-positiven  Zustand  ebenso  unveränderlich  beibehal- 
ten, wie  in  chemischen  Verbindungen  mit  anderen  Stoffen,  z.  B. 
iu  Wasserstoffsuperoxyd  und  ßariumsuperoxyd,  oder  ob  und  unter 


Activer  Sauerstoff.  851 

welchen  umständen  sie  den  ßlectro -positiven  Zustand  verlieren 
und  sich  dem  unelectrischen  nähern,  kann,  wie  ich  glaube,  aus 
den  bis  jetzt  bekannten  ThatsacheR  noch  nicht  mit  Sicherheit  ent- 
schieden werden.  Diese  Frage  wird  wohl  im  Zusammenhange 
mit  der  vorher  erwähnten,  ob  die  Atome  des  Antozon  sich  auch, 
wie  diejenigen  des  Ozon,  mit  den  gewöhnlichen  Sauerstofihiole- 
cülen  zu  complicirteren  Molecülen  verbinden,  zu  behandeln  sein. 
Wenn  sich  in  reinem  Sauerstoffe  gleichzeitig  Ozon  und  Ant- 
ozon befindet,  so  kann  dadurch  möglicher  Weise  eine  eigenthüm- 
liche  Molecularconstitution  entstehen,  welche  von  denen,  die  statt- 
finden, wenn  nur  Ozon  oder  nur  Antozon  vorkommt,  verschieden 
ist.  Es  ist  nämlich  denkbar,  dass,  wenn  ein  ursprünglich  zwei- 
atomiges Molecül  sich  mit  einem  electro-negativen  Atome  verbun- 
den hat,  es  gerade  dadurch  geneigt  wird,  sich  nun  auch  noch  mit 
einem  electro -positiven  Atome  zu  verbinden,  und  dass  dadurch 
vieratomige  Molecüle  entstehen,  in  welchen  nur  zwei  Atome  ein 
Paar  bilden.  Die  beiden  anderen  Atome  können  sich  in  solchen 
Lagen  befinden,  dass  sie  unter  sich  nicht  in  directe  Berührung 
kommen,  und  daher  keine  Gelegenheit  haben,  sich  zu  einem  Paare 
zu  vereinigen.  In  diesem  Falle  würden  die  letzteren  Atome  den 
oben  für  activen  Sauerstoff  gestellten  Bedingungen  genügen,  dass 
jedes  wieder  als  einzelnes  Atom  von  dem  Molecüle  getrennt  wer- 
den kann,  und  zwar  mit  einer  Kraft,  die  geringer  ist  als  die, 
welche  nöthig  ist,  um  die  Atome  eines  Paares  von  einander  zu 
trennen.  Durch  eine  solche  Anordnung  der  Atome  liesse  sich 
vielleicht  die  von  Meissner  gemachte  Beobachtung  erklären, 
dass  Antozon  in  trockenem  Sauerstoffe  beständiger  ist,  wenn  sich 
gleichzeitig  auch  Ozon  im  Sauerstoffe  befindet,  als  wenn  das  Ozon 
nicht  zugegen  ist;  welches  Verhalten  auf  den  ersten  Blick  dem 
Satze,  dass  Ozon  und  Antozon  sich  unter  einander  zu  gewöhn- 
lichem Sauerstoffe  zu  verbinden  suchen,  zu  widersprechen  scheint. 


Berichtigung. 
Seite  31,  Zeile  16  von  oben  ist  das  Wort  „umkehrbare''  zu  streichen. 


Bemerkung  zum  ersten  Theile. 

In  der  mathematischen  Einleitung  des  ersten  Theiles  §§.  4  und  6  ist 
stillschweigend  vorausgesetzt,  dass  die  in  den  Gleichungen  (11)  und  (18)  Yor- 
kommenden  Functionen  F(Xjy)  und  F{Xfy,z)  von  der  Art  sind,  dass  für 
gegebene  Werthe  der  Veränderlichen  x,y  respective  x^y^z  die  Function 
immer  nur  Einen  Werth  hat.  Dieses  ist  in  der  That  der  Hanptfall,  um  des- 
sen Betrachtung  es  sich  dort  nur  handelte;  indessen  ist  auch  leicht  zu  er- 
kennen, welcher  Unterschied  in  den  Ergebnissen  entstehen  kann,  wenn  diese 
Voraussetzung  nicht  gemacht  wird. 


^ 
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zeitig  in  einer  Schicht  befindlichen  Molecäle  ausdrücken,  die  Rei- 
hen soweit  bekannt,  wie  es  für  unsere  Zwecke  nöthig  ist,  nämlich 
in  jeder  Reihe,  ausser  dem  von  e  unabhängigen  Gliede,  noch  das 
Glied  erster  Ordnung  0* 

VI.  Endresultate. 

§.  23.  Nachdem  im  Vorigen  die  nöthigen  Goefficienten  be- 
stimmt sind,  können  wir  nun  dazu  schreiten,  aus  den  aufgestellten 
Gleichungen  Schlüsse  über  den  Zustand  des  Gases  und  die  in 
demselben  stattfindende  Wärmeleitung  zu  ziehen. 

Wir  haben  in  §.  16  gefunden,  dass  q  eine  constante  Grösse 
sein  muss,  und  wir  können  daher,  wenn  wir  iur  q  seinen  Werth 
setzen,  schreiben: 

1    du        ri       i. 

•=r^'-5- =  Const 

^  N  dx 

Femer  wissen  wir  aus  demselben  Paragraphen,  dass 

Nu^  =  Const 

ist,  und  durch  Multiplication  dieser  beiden  Gleichungen  erhal- 
ten wir: 

(52)  M«j5^  =  Const. 

Da  nun  die  Grösse  u^  der  absoluten  Temperatur  T  proportional 
ist,  so  kann  man  setzen: 

u  =  Const  1/T, 
und  dadurch  geht  die  vorige  Gleichung  über  in : 


1)  In  den  Gliedern  zweiter  Ordnung  kommen  die  Grössen  qfy  r  und  r' 
vor,  welche  man  bei  weiterer  Ausführung  der  Rechnungen  in  ähnlicher 
Weise  bestimmen  kann,  wie  g.  Ohne  auf  diese  Erweiterung  der  Rechnun- 
gen, welche  dem  Princip  nach  durchaus  keine  Schwierigkeit  darbietet, 
hier  einzugehen,  will  ich  nur  die  daraus  heryorgehenden  Werthe  jener 
Grössen  kurz  anfuhren,  nämlich: 

41 
25 


2?=ön2' 


*"    ""      ÖOti 

,   _     266    q^ 
**    ""  17.25i#»' 
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(53)  VT^  =  Const. 

Durch  Integration  dieser  Gleichung  erhält  man  eine  Gleichung  von 
der  Form 

(54)  jt  =  Ca;  +  Cu 

worin  C  und  d  Constante  sind. 

Die  zwischen  zwei  Wänden  von  gegebenen  Temperaturen  ein- 
geschlossene Gasmasse  nimmt  also  nicht,  wie  man  vielleicht  auf 
den  ersten  Blick  vermuthen  könnte,  einen  solchen  Zustand  an,  dass 
die  Temperatur  eine  lineare  Function  der  Abscisse  bildet,  sondern 
die  Temperaturreränderuiig  von  der  einen  Grenzfläche  zur  ande- 
ren findet  nach  einem  etwas  complicirteren  Gesetze  statt,  indem 

8 

die  Potenz  T^  durch  eine  lineare  Function  der  Abscisse  dargestellt 
wird. 

Wenn  in  der  Gleichung  (54)  die  Constanten  C  und  Ci  mit 
Hülfe  der  beiden  gegebenen  Temperaturen  der  Grenzflächen  be- 
stimmt sind ,  so  kann  man  für  jeden  anderen  Punct  des  Gases  die 
Temperatur  berechnen.  Da  ferner  das  Product  aus  Temperatur 
und  Dichtigkeit  innerhalb  des  Gases  constant  sein  muss,  so  kann 
man,  wenn  für  Einen  Punct  die  Dichtigkeit  gegeben  ist,  für  alle 
übrigen  Puncto  die  Dichtigkeit  aus  der  Temperatur  berechnen,  und 
es  ist  somit  der  Zustand  des  Gases  in  Bezug  auf*  Temperatur,  Dich- 
tigkeit und  Druck  vollständig  bekannt. 

§.  24.  Für  die  im  Gase  stattfindende  Wärmeleitung  O  erhal- 
ten wir  durch  Einsetzung  des  gefundenen  Werthes  von  3  in  die 
Gleichung  (VIII.)  folgende  Gleichung: 

(Xm.)  G  =  -^ÄmJVoU«||ai). 


^)  Maxwell  giebt  für  die  lebendige  Kraft,  welche  vermöge  der  Mole- 
cnlarbewegungen  während  der  Zeiteinheit  durch  eine  Flächeneinheit  einer 
auf  der  x-Aze  senkrechten  Ebene  in  positiver  Richtung  hindurchgeht,  fol- 
genden Ausdruck  (FHih  Mag,  Vol.  XX,  p.  32): 

(A)  a==-^\^{lkmu»Nul), 

worin  {  die  mittlere  Weglänge  der  Molecüle  bei  der  Dichtigkeit,  welche 
das  Gas  an  der  betrachteten  Stelle  hat,  bedeutet.  Setzen  wir  für  l  seinen 
Werth: 
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Diese  Gleichung  wollen  wir  zum  bequemeren  Gebrauche  noch 
etwas  umgestalten.  Sei  für  den  Normalzustand  des  Gases  die  Ge- 
schwindigkeit der  Molecüle  mit  Uq  und  die  absolute  Temperatur 
mit  To  bezeichnet,  so  hat  man: 

und  daher : 

(55)  «  =  ^V^ 


80  kommt: 


^  =  -  5  A  (IkmNoU^B)  =  -  I  kmNoU^^B, 


Dieser  Ausdruck  ist  yon  dem  obigen  nur  dadurch  vMtichieden,  daas  | 
an  der  Stelle  von  ^  steht.  Verfolgt  man  aber  den  Weg,  auf  welchem 
Maxwell  zu  der  Gleichung  (A)  gelangt  ist,  so  findet  man,  dass  diese  an- 
genäherte Uebereinstimmung  seines  Resultates  mit  dem  meinigen  nur  eine 
scheinbare  ist. 

Wenn  E  die  Masse  des  Oases  bedeutet,  welche  während  einer  Zeitein- 
heit durch  jene  Flächeneinheit  in  positiver  Richtung  hindurchgeht,  so  hat 
Maxwell  folgende  Gleichung  aufgestellt  (a.  a.  0.  S.  23): 

(B)  E  =  -  l±  {mNul). 

In  dieser  Gleichung  hat  er  dann,  um  statt  der  hindurchgehenden  Masse 
die  hindurchgehende  lebendige  Kraft  zu  erhalten,  einfach  an  die  Stelle  der 
Masse  m  eines  Molecfils  die  lebendige  Kraft  ^kmü^  eines  Molecftls  gesetzt, 
und  dadurch  hat  er  die  Gleichung  (A)  gewonnen.  Betrachten  wir  nun  die 
Gleichung  (B)  näher,  und  substituiren  darin  ebenfalls  für  l  seinen  Werth 

-^  f,  so  kommt: 

Diese  Gleichung  sagt  aus,  dass,  wenn  die  Temperatur  des  Gases  sich  in  der 

du 
rc-Richtung  ändert,  so  dass  ^  einen  angebbaren  Werth  hat,  eine  Fortbe- 
wegung von  Masse  nach  der  d^Richtung  st-attfinden  muss,  indem  mehr  Mo- 
lecüle in  einer  Richtung  durch  die  Ebene  gehen,  als  in  der  entgegengesetz- 
ten. Sie  steht  also  mit  der  Voraussetzung,  welche  wir  machen  müssen, 
wenn  wir  von  Wärmeleitung  sprech^ji,  im  Widerspruche,  denn  unter  Wärme- 
leitung versteht  man  eine  Fortbewegung  der  Wärme  ohne  Fortbewegung 
der  Masse, 

Man  muss  demnach,  abgesehen  davon,  ob  die  Gleichung  (B)  überhaupt 
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Dadurch  geht  die  vorige  Gleichung  über  in : 

(56,  „=_,»=l|iüjV|.g. 

Nehmen  wir  als  Temperatur  des  Normalzustandes  den  Gefrierpunct 
an,  so  ist  angenähert  Tq  =  273  und  T  =  273,+  t^  worin  t  die 
vom  Gefrierpuncte  ab  gezählte  Temperatur  bedeutet.  Bezeichnen 
wir  ferner,  wie  es  gewöhnlich  geschieht,  den  Ausdehnungscoeffi- 
cienten  der  permanenten  Gase,  nämlich  ^  mit  a,  80  können  wir 
schreiben : 

(XIV.)  ö  =  _^*!!Lg^Vr+^|i. 


**       273 


Führen  wir  hierin  endlich  das  Zeichen  K  ein  mit  der  Bedeutung 
(XV.)  E=t 

SO  lautet  unsere  .Gleichung : 

(XVI.)  c^  =  _ij:vr+^g. 

§.  25.  Der  Factor  K  enthält  nur  solche  Grössen ,  die  sich 
auf  den  Normalzustand  des  Gases  beziehen,  und  er  ist  daher  eine 
nur  Yon  der  Natur  der  betrachteten  Gasart  abhängige  Constante. 
Demnach  lassen  sich  aus  der  Form  der  letzten  Gleichung  sofort 
zwei  allgemeine  Schlüsse  ziehen. 

Erstens:  Für  einen  gegebenen  Werth  von  -r-  wächst  die 
Wärmeleitung  mit  der  Temperatur^  welche  das  Gas  an  der  betrach- 


zulässig  ist,  noth wendig  ems  von  beiden  Bchliessen:  entweder  Maxwell 
hat  bei  der  Aufstellung  seiner  Gleichungen  einen  ganz  anderen  Zustand  im 
Auge  gehabt,  als  den,  welchen  wir  bei  der  Wärmeleitung  voraussetsen, 
nämlich  einen  solchen,  bei  dem  die  Gasmasse  sich  nach  bestimmter  Rich- 
tung fortbewegt;  in  diesem  Falle  stellt  seine  Gleichung  (A)  nicht  das  dar, 
was  wir  unter  Wärmeleitung  verstehen,  und  was  durch  meine  Gleichung 
(XIII.)  dargestellt  wird,  sondern  eine  mit  Massenbewegung  verbundene  und 
zum  Thetl  durch  dieselbe  vermit leite  Wärmebewegung',  oder  Maxwell 
hat  wirklich  jenen  Zustand,  bei  dem  Wärmebewegung  ohne  Massenbewe- 
gung stattfindet,  gemeint,  dann  ist  die  Gleichung  (B)  falsch,  und  die  daraus 
abgeleitete  Gleichung  (A)  ist  nur  dadurch  angenähert  richtig  geworden,  dass 
zwei  Felller  sich  gegenseitig  theilweise  aufgehoben  haben. 
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teten  Stelle  hat,  und  zwar  in  demselben  Verhältnisse,  wie  die 
Schallgeschwindigkeit  mit  der  Temperatur  wächst,  nämlich  pro- 
portional der  Grösse  Vi  -|-  at. 

Zweitens:  Die  WärmeJeitung  ist  unabhängig  von  dem  Drucke^ 
unter  dem  das  leitende  Gas  steht  Dieses  erklärt  sich  daraus, 
dass  bei  einem  durch  grösseren  Druck  verdichteten  Gase  zwar 
die  Anzahl  der  Molecüle,  welche  die  Wärme  übertragen  können, 
grösser  ist,  dafür  aber  die  Wege  der  einzelnen  Molecüle  klei- 
ner sind. 

Dieser  letzte  Satz  könnte  zu  Ungereimtheiten  führen,  wenn 
man  annehmen  wollte,  dass  er  bis  zu  jeder  beliebigen  Verdich- 
tung und  Verdünnung  des  Gases  gültig  sei  Man  muss  aber  be- 
denken, dass  die  Anwendung  des  Satzes  auf  solche  Zustände,  die 
sehr  weit  vom  Mittelzustande  abweichen,  ihre  selbstverständlichen 
Grenzen  hat,  indem  das  Gas  einerseits  nicht  soweit  verdichtet 
sein  darf,  dass  dadurch  zu  starke  Abweichungen  von  den  Gesetzen 
vollkommener  Gase,  welche  der  ganzen  Entwickelung  zu  Grunde 
liegen,  eintreten;  und  andererseits  nicht  soweit  verdünnt  sein  darf, 
dass  die  mittlere  Weglänge  der  Molecüle  zu  gross  wird,  um  ihre 
höheren  Potenzen  vernachlässigen  zu  können. 

§.  26.  Zur  numerischen  Berechnung  der  im  Obigen  ent- 
wickelten Formeln  wird  es  nöthig,  noch  einmal  auf  den  im  §.  7 
erwähnten  Punct  zurückzukommen,  nämlich  auf  die  euföXligen  Ver- 
schiedenheiten, welche  unter  den  Geschwindigkeiten  der  Molecüle 
selbst  dann  vorkonunen,  wenn  die  Temperatur  und  Dichtigkeit  des 
Gases  überall  gleich  ist. 

Hiernach  muss  man  der  Grösse  u,  welche  in  den  Formeln  für 
die  Bewegung  der  Molecüle  vorkommt  und  die  Geschwindigkeit 
derselben  für  den  Fall  darstellt,  wo •  keine  Unterschiede  der  Tem- 
peratur und  Dichtigkeit  vorkommen,  nicht  einen  bestimmten  für 
alle  Molecüle  geltenden  Werth,  sondern  verschiedene  Werthe,  die 
von  einem  Molecül  zum  anderen  in  mannichfaltiger  Weise  wechseln, 
zuschreiben;  und  dasselbe  gilt  dann  auch  von  anderen,  von  der 
Geschwindigkeit  abhängigen  Grössen,  wie  z.  B.  von  der  in  den 
Paragraphen  8  u.  f.  vorkommenden  Weglänge  s,  welche  für  Mole- 
cüle mit  grösseren  Geschwindigkeiten  durchschnittlich  etwas  grös- 
ser sein  muss,  als  für  Molecüle  mit  kleineren  Geschwindigkeiten. 
Es  kommt  dann  darauf  an,  für  diese  Grössen,  soweit  sie  in  den 
Formeln  vorkommen,  Mittelwerthe   aufzustellen,  welche   in  der 
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Weise  bestimmt  sein  müssen ,  dass  die  Formeln  durch  sie  diesel- 
ben Werthe  annehmen,  die  man  erhalten  würde,  wenn  man  für 
jedes  Molecül  die  wirklich  stattfindende  Geschwindigkeit  in  Bech- 
nung  brächte. 

Um  diese  Mittelwerthe  in  der  richtigen  Weise  berechnen  zu 
können,  müsste  man  das  Gesetz  kennen,  welches  für  die  verschie- 
denen vorkommenden  Geschwindigkeiten  gilt.  Ein  solches  Ge- 
setz ist,  ¥rie  ich  schon  oben  erwähnt  habe,  von  Maxwell  auf- 
gestellt, und  dieses  könnte  man  vielleicht  zur  Berechnung  der 
Mittelwerthe  anwenden  ^).  Ich  möchte  aber  hier  auf  diesen  Gegen- 
stand nicht  eingehen,  weil  dazu  einige  Bemerkungen  über  jenes 
Gesetz,  erforderlich  wären,  die  hier  zu  weit  führen  würden ;  und 
ich  glaube  um  so  mehr  davon  absehen  zu  können,  als  der  nume- 
rische Werth  von  s  noch  so  wenig  bekannt  ist,  dass  eine  genaue 
numerische  Berechnung  der  Formeln,  in  welchen  s  vorkommt, 
doch  nicht  möglich  ist  Ich  will  mich  daher  zur  Berechnung  der 
Wärmeleitung  damit  begnügen,  in  der  obigen  Formel,  welche  un- 
ter Vernachlässigung  der  zufälligen  Verschiedenheiten  abgeleitet 
ist,  einen  Mittelwerth  der  Geschwindigkeit  anzuwenden,  welcher 
sich  leicht  finden  lässt,  und  welcher,  wenn  er  auch,  streng  genom- 
men, nicht  der  richtige  ist,  doch  bei  der  Unsicherheit,  die  über 


1)  loh  muBB  hierbei  bemerken,  dass  diese  Beqhnting  nicht  ganz  so  ein- 
fach sein  würde,  wie  es  auf  den  ersten  Blick  vielleicht  schemt.  Es  ist 
nämlich  zu  beachten,  was  auch  im  Obigen  bei  ähnlicher  Gelegenheit  schon 
rar  Sprache  gekommen  ist,  dass  der  [arithmetische]  Mittelwerth  einer  Potenz 
von  u  nicht  gleichbedeutend  ist  mit  der  entsprechenden  Potenz  des  [arith* 
metischen]  Mittelwerthes  von  u;  und  ebenso  bei  Potenzen  anderer  von  u 
abhängiger  Grössen  oder  bei  Ptodncten  aus  solchen  Grössen.  Betrachtet 
man  nun  z.  B.  folgende  Reihe  von  Ausdrücken,  bei  welchen,  wie  früher, 
zur  Bezeichnung  der  [arithmetischen]  Mittelwerthe  der  wagerechte  Strich 
angewandt  ist:  

55;        (5^)«;      a««  +  (1  —  a)  (5^*;       ^^  etc., 

u 

so  sieht  man  leicht,  dass  sie  f&r  den  Fall,  wo  alle  vorkommenden  Werthe 
von  ti  gleich  wären,  die  gemeinsame  Form  u^  annehmen  würden,  während 
sie,  wenn  verschiedene  Werthe  von  u  vorkommen,  nicht  unter  einander 
übereinstimmen.  Wenn  daher  in  irgend  einer  Formel,  welche  unter  der 
Voraussetzung  gleicher  Werthe  von  u  abgeleitet  ist,  u!^  vorkommt,  so  kann 
man  nicht  ohne  Weiteres  wissen,  welchen  der  oben  angedeuteten  Mittel- 
werthe man  dafür  zu  nehmen  hat,  sondern  muss,  um  darüber  entscheiden 
zu  können,  die  ganze  Entwickeloug  der  Formel  verfolgen. 

CUusiuB,  mMfa.  W&moilMorler  ü.  21 
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den  Werth  von  s  noch  herrscht,  als  genau  genug  betrachtet  wer- 
den kann. 

§.  27.  Wir  wollen  nämlich  für  u  denjenigen  Mittelwerth  an- 
wenden, welcher  dieselbe  lebendige  Kraft  giebt,  wie  die  wirklich 
stattfindenden  Geschwindigkeiten,  und  welchen  man  erhält,  wenn 
man  aus  den  Quadraten  der  Geschwindigkeiten  das  arithmetische 
Mittel  nimmt  und  daraus  die  Quadratwuzel  zieht 

In  diesem  Falle  hat  das  Product  IhNotnu^  eine  einfache  Be- 
deutung. Es  stellt  nämlich  die  in  einer  Volumeinheit  des  Gases 
im  Normalzustande  enthaltene  lebendige  Kraft,  oder  die  darin 
enthaltene  Wärmemenge  dar.  Diese  Wärme  wird,  wenn  y  die 
specifische  Wärme  einer  Volumeinheit  >des  Gases  bei  constantem 
Volumen  ist,  durch  y  To,  oder,  wenn  als  Normaltemperatur  To  der 
Gefrierpunkt  genommen  ist,  angenähert  durch  y  .  273  ausge- 
drückt, und  die  Gleichung  (XV.)  geht  dadurch  über  in: 

(57)  K=t.Y^s, 

und  zwar  wird  durch  Anwendung  dieser  Formel,  wenn  y  in  ge- 
wöhnlichen Wärmeeinheiten  ausgedrückt  ist,  auch  die  Wärme- 
leitung in  gewöhnlichen  Wärmeeinheiten  ausgedrückt.  Die  Grösse 
Uq  ergiebt  sich  aus  der  früher  schon  von  mir  aufgestellten  For- 
mel für  die  Bewegungsgeschwindigkeit  der  Molecüle  ^)  folgender- 
maassen : 

(58)  Wo  =  -T-F=, 

V  ö 

worin  6  das  specifische  Gewicht  des  betrefienden  Gases,  yergUchen 
mit  atmosphärischer  Luft,  bedeutet  Dadurch  geht  die  vorige 
Gleichung  über  in : 

(XVII.)  K  =  202,1  -^  6. 

Für  die  einfachen  permanenten  Gase,  und  für  solche  zusam- 
mengesetzte Gase,  welche  bei  der  Verbindung  keine  Volumenver- 
minderung erlitten  haben,  hat  die  specifische  Wärme  y  denselben 
Werth,  wie  für  die  atmosphärische  Luft,  nämlich,  wenn  als  Volu- 
meneinheit ein  Cubikmeter  genommen  wird,  welcher  1,2932  Kil. 
atmosphärischer  Luft  im  Normalzustande  enthält: 


*)  [Oben  8.  255.] 
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(59)  y  =  0,1686  .  1,2932  =  0,21803. 

Durch  Anwendung  dieses  Werthes  erhält  man  für  die  genannten 
Gase: 

(xvra.)  K=.^ßs. 

V  0 

Hieraus  ergeben  sieb  für  die  drei  einfachen  permanenten  Gase 
und  für  die  atmosphärische  Luft,  welche  in  Bezug  auf  die  Wärme- 
leitung wie  ein  einfaches  Gas  zu  behandeln  ist,  folgende  Werthe 
von  K: 

für  atmosphärische  Luft    .    .  44,06  .  e 

„   Sauerstoff 41,90  .  « 

„    Stickstoff    ...*..,  44,71  .  s 

„    Wasserstoff 167,49  .  b. 

Zur  vollständigen  nupaerischen  Bestimmung  dieser  Werthe 
müsste  noch  der  Factor  b  bekannt  sein.  Eine  unmittelbare  theo« 
retische  Berechnung  dieser  Grösse  nach  den  oben  auseinander 
gesetzten  Principien  ist  deshalb  nicht  möglich,  weil  dazu  der  Ra- 
dius der  Wirkungssphäre  q  bekannt  sein  müsste;  man  muss  da- 
her zur  Bestimmung  von  b  andere  Data  anwenden.  Maxwell 
hat  aus  Angaben  über  die  Reibung  bewegter  Luftmassen  und  über 
die  Diffusion  der  Gase  die  mittlere  Weglänge  der  Mblecüle  be- 
rechnet, und  hat  in  beiden  Fällen  Zahlen  gefunden,  die  nicht 
weit  von 

iö^  engl  Zoll  oder  ^^^  Meter 

abweichen.  Ohne  mich  hier  über  den  Grad  der  Zuverlässigkeit 
dieser  Zahl  auszusprechen,  glaube  ich  doch,  dass  wir  sie  anwen- 
den können,  um  einen  ungefähren  Begriff  von  der  Art  der  Grössen, 
um  die  es  sich  handelt,  zu  bekommen.  Durch  Einsetzung  dieses 
Werthes  erhalten  wir  für  atmosphärische  Luft: 

44  11 

^^^^  ^~  16000000  ~  4000000' 

Diese  Grösse  bedeutet  die  Wärmemenge,  in  gewöhnlichen 
Wärmeeinheiten  ausgedrückt,  welche  während  einer  Secunde 
durch  eine  Fläche  von  einem  Quadratmeter  gehen  würde,  wenn 

_  =  —  1  wäre,  d.  h.  wenn  in  der  Nähe  der  betrachteten  Stelle 
dx  .  , 

die  Temperatur  nach  der  Richtung  der  Abscissenaxe  in  der  Weise 

21* 
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abnähme,  dasB,  wenn  dieselbe  Abnahme  auf  einer  grosseren  Sirecke 
stattfände,  auf  der  Länge  Ton  l^  die  Temperatur  um  l^*  C.  abneh- 
men würde. 

§.  28.  Um  diese  Wärmeleitung  mit  derjenigen  der  Metalle  zu 
vergleichen,  können  wir  ein  Beobachtungsresultat  von  Peel  et  an- 
wenden. Dieser  hat  durch  Beobachtung  der  Wärmemenge,  welche 
durch  eine  Bleiplatte  ging,  gefunden,  dass,  wenn  eine  grosse  Blei- 
masse in  einen  solchen  Zustand  versetzt  würde,  dass  auf  der 
Strecke  von  1°^  die  Temperatur  um  l^G.  abnähme,  dann  während 
einer  Stunde  durch  eine  Fläche  von  einem  Quadratmeter  14  Wärme- 
einheiten gehen  würden  ^).  Um  diese  Zahl  mit  der  für  Luft  gefan- 
denen  zu  vergleichen,  müssen  wir  die  letztere,  da  sie  sich  auf  eine 
Secunde  als  Zeiteinheit  bezieht,  mit  der  Anzahl  der  Secunden, 
welche  in  einer  Stunde  enthalten  sind,  multipliciren,  wodurch  wir 

erhalten: 

11  .3600  _    1 

4000000   ~  100 ' 

Diese  Bechnung  führt  also  zu  einer  Wärmeleitung,  welche 
1400mal  kleiner  ist,  als  die  des  Bleies  >). 

Wenn  der  Grad  der  Genauigkeit  dieser  Zahl  auch  gering  ist, 
so  dass  sie  nur  als  ein  ungefährer  Werth  gelten  kann,  so  wird 
man  doch  soviel  dadurch  als  erwiesen  ansehen  können,  dass  die 
Wärmeleitung,  welche  man  aus  der  dieser  Abhandlung  zu  Grunde 
liegenden  Hypothese  über  die  Molecularbewegungen  der  Gase  theo- 
retisdi  ableiten  kann,  viel  geringer  ist,  als  die  der  Metalle,  ein 
Resultat,  welches  ganz  der  Erfahrung  entspricht.    Der  Einwarf^ 


^)  Traiti  de  la  chaieury  t  J,  jp.  891. 

>)  Maxwell  hat  ein  ganz  anderes  Resultat  gefunden,  nämlioh,  da« 
die  Luft  zehn  Mülionen  mal  schlechter  leite,  als  Knpfer.  Das  beruht  aber 
nur  darauf,  dass  in  seiner  numerischen  Rechnung  zwei  Versehen  vorkom- 
men. Erstens  wendet  er  statt  der  von  P6clet  gegebenen  Zahlen,  welche 
die  LeitungsflUiigkeit  der  Metalle  in  französischen  Maassen  angeben,  Zahlen 
an,  die  Rankine  daraus  für  den  Leitnngswiderstand  in  englischen  Maa»- 
sen  berechnet  hat  (Manual  of  the  Steam  Engine,  p.  259).  Diese  Zahlen 
sind  aber  nicht  ganz  richtig,  sondern  sie  müssen  noch  mit  0,4536,  dem 
Verhältniss  von  1  engl  Pfd.  zu  1  El.,  multiplidrt  werden,  um  den  Pe- 
olet 'sehen  Zahlen  zu  entsprechen.  Femer  hat  Maxwell  die  Zahlen, 
welche  sich  auf  eine  Stunde  als  Zeiteinheit  begehen,  so  angewandt,  als  ob 
sie  sich  auf  eine  Seounde  bezögen. 


j 
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diese  Hypothese  führe  zu  einer  so  schnellen  Verbreitung  der  Wärme, 
dass  locale  Temperaturverschiedenheiten  in  der  Oasmasse  nicht 
möglich  seien,  ist  also  vollständig  ungegründet  Ja  man  kann 
hiernach  sogar  dieselbe  Erscheinung,  welche  mit  besonderem  Nach- 
drucke gegen  die  Hypothese  geltend  gemacht  wurde,  als  einen 
neuen  Bestätigungsgrund  für  die  Hypothese  anführen. 

§.  29.  Die  gefundenen  Ausdrücke  von  K  gestatten  auch  eine 
ungefähre  Vergleichung  verschiedener  Gase  unter  einander  in  Be- 
zug auf  ihre  Wärmeleitung. 

In  dem  Ausdrucke  (XVU.)  ist  das  specifische  Gewicht  6  hin- 
länglich bekannt,  und  die  specifische  Wärme  y  lässt  sich  aus  den 
Versuchen  von  Regnault  angenähert  berechnen.  Betrachten  wir 
insbesondere  die  einfachen  und  solche  zusammengesetzte  Gase, 
die  bei  der  Verbindung  keine  Volnmvermiuderung  erlitten  haben, 
so  kann  man  bei  diesen,  wie  schon  gesagt,  y  als  gleich  annehmen, 
und  der  Ausdruck  für  K  nimmt  dadurch  die  Form  (XVHI.)  an, 

welche  ausser  einem  Zahlenfeictor  nur  den  Bruch  -7=  enthält 

Die  Grösse  £,  die  mittlere  Weglänge  der  Molecüle,  braucht 
für  verschiedene  Gase  nicht  gleich  zu  sein,  und  wir  wissen  nicht, 
wie  die  Weglängen  bei  verschiedenen  Gasen  sich  unter  einander 
verhalten.  Indessen  ist  kein  Grund  vorhanden,  anztmehmen,  dass 
sie  für  leichtere  Gase  kleiner  sei  als  für  schwerere,  denn  sie  ist 
dem  Radius  der  Wirkungssphäre  umgekehrt  proportional,  und  man 
wird  schwerlich  den  leichteren  Molecülen  grössere  Wirkungssphä- 
ren zuschreiben,  als  den  schwereren.    Wenn  demnach  £  für  leich- 

tere  Gase  nicht  kleiner  ist,  so  muss  der  Bruch  77=  und  somit  das 

Wärmeleitungsvermögen  bei  ihnen  grösser  sein,  als  bei  schwereren 
Gasen. 

Dieses  Resultat  stimmt  vollkommen  mit  den  bisher  bekannten 
Beobachtungsresultaten  überein  und  insbesondere  mit  den  Ergeb- 
nissen der  schönen  Untersuchung  von  Magnus^),  in  welcher  die 
Strömungen  der  Gase,  welche  bei  den  Versuchen  von  Dulong 
und  Petit  gleichzeitig  mit  der  eigentlichen  Wärmeleitung  statt- 
'gefunden  haben,  vermieden  sind.    Aus  diesen  Versuchen  ergiebt 


*')  LPogg.  Ann.  Bd.  GXII,  S.  497.] 
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sieb  besonders  au£SIlig,  dass  das  leicbteste  Gas,  das  Wasserstoff- 
gas, bedeutend  besser  leitet,  als  die  übrigen  Gase. 

§.  30.  Fassen  wir  zum  Schlüsse  kurz  die  gewonnenen  Besul- 
tate  zusammen,  so  können  wir  dieselben  folgendermaassen  aus- 
sprechen. 

1)  Die  Gase  leiten  die  Wärme  bedeutend  schlechter  als  die 
Metalle.  Eine  ungefähre  numerische  Bechnung,  bei  welcher  der 
von  Maxwell  für  die  mittlere  Weglänge  der  Molecüle  berechnete 
Werth  angewandt  ist,  ergiebt  für  die  atmosphärische  Luft  in  der 
Nähe  des  Gefrierpunctes  ein  Leitungsvermögen,  welches  UOOmal 
kleiner  ist,  als  das  des  Bleies. 

2)  Die  Wärmeleitung  ist  von  der  Temperatur  des  Gases  ab- 
hängig, und  wächst  mit  der  Temperatur  in  demselben  Verhältnisse, 
wie  die  Schallgeschwindigkeit. 

3)  Die  Wärmeleitung  ist  von  dem  Drucke,  unter  welchem 
das  Gas  steht,  innerhalb  gewisser  Grenzen  unabhängig. 

4)  Das  Wärmeleitungsvermögen  ist  bei  leichteren  Gasen 
grösser  als  bei  schwereren,  und  muss  daher  insbesondere  beim 
Wasserstoff  bedeutend  grösser  sein  als  bei  allen  anderen  Gasen. 
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üeber  die  Natur  des  Ozon. 

Vorgetragen  in  der  Züricher  naturforschenden  Gesellschaft  am  8.  Marx  1858; 
abgedruckt  in  Pogg.  Ann.  Aprilheft  1858,  Bd.  CHI,  S.  644;  Phil.  Mag.  4*»»  Ser. 
Vol.  XVI,   p.  45;   Archives  des  sciences  phye.   et  nat. ,   Bibl.    univ.  de   Gen^ve 

2«  Serie  t.  II,  p.  150 1). 


Im  Januaxhefte  des  Pbil.  Mag.  ^)  S.  24  befindet  sich  ein  Auf- 
satz von  Scliönbein,  in  welchem  der  Entdecker  des  Ozon  eine 
neue  Eigenschaft  dieser  merkwürdigen  Modification  des  Sauerstoffs 
mittheilt  Während  nämlich  das  Ozon  auf  die  oxydirbaren  Sub- 
stanzen und  selbst  auf  edle  Metalle  eine  starke  oxydirende  Wir- 
kung ausübt,  hatSchönbein  gefunden,  dass  Papierstreifen,  welche 
mit  Bleisuperoxyd  gefärbt  sind,  wenn  man  sie  feucht  in  stark  ozoni- 
sirte  Luft  bringt,  dort  gebleicht  werden,  indem  das  Bleisuperoxyd 
zu  Bleioxyd  reducirt  wird,  wobei  zugleich,  wie  Schönbein  ander- 


^)  [Diese  Abbandlang  hätte  nach  der  Zeit  ihrer  Veröffentlichung  eigent* 
lioh  auf  Abhandlung  XIV.  folgen  sollen,  ich  habe  sie  aber  hierher  gestellt, 
einerseits  um  die  vorstehenden  Abhandlungen,  welche  ihrem  Inhalte  nach 
zusammengehören,  nicht  von  einander  zu  trennen,  andererseits  um  diese 
Abhandlung  mit  derjenigen,  welche  als  Abhandlung  XVIII.  folgt,  zusammen- 
zubringen.1 

2)  r4th  Ser.  Vol.  XV.] 
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veitig  nachgewiesen  hat,  das  Ozon  zerstört,  d.  h.  in  gewöhnlichen 
Sauerstoff  übergeführt  wird. 

Diese  Mittheilung  hat  mich  in  der  Ansicht,  welche  ich  schon 
früher  über  die  Natur  des  Ozon  hatte,  bestärkt,  und  ich  glaube 
daher,  dieselbe  jetzt  als  eine  Hypothese  verö£fentlichen  zu 
dürfen. 

In  meiner  Abhandlung  „über  die  Art  der  Bewegung,  welche 
wir  Wärme  nennen"  i),  habe  ich  die  Beziehungen,  welche  zwischen 
den  Volumen  der^  einfachen  und  zusammengesetzten  Gase  beste- 
hen, durch  die  Annahme  zu  erklären  gesucht,  dass  auch  in  ein- 
fachen Gasen  mehrere  Atome  zu  einem  Molecüle  verbunden  sind, 
dass  z.  B.  ein  Sauerstoffmolecül  aus  zwei  Atomen  besteht.  Ich 
glaube  nun,  dass  es  unter  besonderen  Umständen  geschehen  kann, 
dass  von  der  grossen  Anzahl  von  Molecülen,  welche  sich  in  einem 
gewissen  Quantum  Sauerstoffgas  befinden,  ein  kleiner  Theil  in 
seine  beiden  Atome  zerlegt  wird,  welche  dann  getrennt  unter  den 
übrigen  Molecülen  umherfliegen.  Diese  vereinzelten  Sauerstoff- 
atome,  welche  sich  in  ihrem  Verhalten  gegen  fremde  Korper  natür- 
lich von  solchen  Atomen^  die  je  ewei  zu  Molecülen  verbunden  sind, 
unterscheiden  müssen,  sind  meiner  Ansicht  nach  das  Oson  ^). 

Betrachten  wir  hiernach  zunächst  die  wichtigsten  Entstehungs- 
weisen des  Ozon. 

Wenn  in  Sauerstoffgas  oder  atmosphärische  Luft  Electricitat 
ausströmt,  oder  wenn  electrische  Funken  hindurchschlagen,  so  bil- 
det sich  dadurch  Ozon,  wobei  die  Art  der  Electricitat,  ob  sie  po- 
sitiv oder  negativ  ist,  keinen  Unterschied  macht.  Diese  Wirkung 
kann  man  wohl  einfach  der  abstossenden  Kraft  der  Electricitat 
zuschreiben ,  indem  die  beiden  Atome  eines  Molecüles,  wenn  sie 
mit  gleicher  Electricitat  geladen  sind,  in  derselben  Weise  ausein- 


1)  [Abhandlung  XIV.  dieser  Sammlung.] 

'^)  (Ich  will  hier  gleich  bemerken,  dass  es  nur  einen  geringen,  das 
eigentliohe  Wesen  meiner  Erklärung  gar  nicht  berührenden  Unterschied 
macht,  wenn  man  annimmt,  dass  die  Atome,  welche  aus  der  Zerlegung 
der  gewöhnlichen  Sauerste ffmolecüle  entstehen,  nicht  ganz  frei  bleiben, 
sondern  sich  mit  noch  unzerlegten  Molecülen  des  umgebenden  gewöhn- 
lichen Sauerstoffs  in  loser  Weise  verbinden.  Solche  lose  gebundenen  Atome 
sind  ebenso  geeignet,  die  weiter  unten  erwähnten  Wirkungen  hervorzubrin- 
gen, wie  freie  Atome.  1866.] 
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ander  getrieben  werden,  wie  man  es  an  grösseren  Körpern  beob- 
achtet 

Wenn  Sauerstoff  unter  geeigneten  Umständen  durch  Electro- 
lyse  aus  seinen  Verbindungen  ausgeschieden  ¥rird,  so  erhalt  man 
ihn  ozonisirt.  Dieses  erklärt  sich  daraus,  dass  im  Momente  der 
Ausscheidung  die  Sauersto&tome  yereinzelt  sind.  Die  meisten 
verbinden  sich  sogleich  an  der  Electrode  je  zwei  zu  Molecülen, 
wobei  yielleicht  die  Electrode  selbst,  wenn  diese  z.  B.  aus  Platin 
besteht,  mit  wirksam  ist  Ein  kleiner  Theil  der  Atome  aber  bleibt 
yereinzelt,  und  diese  bilden  das  dem  Sauerstoff  beigemischte 
Ozot). 

Eine  dritte  Entstehungsart  endlich  findet  statt,  wenn  at- 
mosphärische Luft  in  Berührung  mit  feuchtem  Phosphor  ist  Die- 
sen Process  kann  man  sich  vielleicht  so  denken.  Indem  der  Phos- 
phor sich  mit  dem  umgebenden  Sauerstoff  verbindet,  muss  eine 
Anzahl  der  mit  ihm  in  Berührung  kommenden  Sauerstoffmolecfile 
in  ihre  zwei  Atome  zerlegt  werden,  und  dabei  kann  es  geschehen, 
dass  er  sich  nicht  mit  beiden  verbindet,  sondern  dass  das  eine 
durch  die  Wärmebewegung  aus  seiner  Wirkungssphäre  entfernt 
wird,  und  dann  vereinzelt  bleibt  Es  ist  möglich,  dass  hierbei 
noch  ein  besonderer  Umstand  wirksam  ist.  Aus  der  Electrolyse 
ist  es  bekannt,  dass  in  der  Verbindung  verschiedenartiger  Atome 
zu  einem  Molecüle  ein  Theil  des  Molecüls  positiv  electrisch  und 
der  andere  negativ  electrisch  ist  Dieses  findet  vielleicht  auch 
bei  der  Verbindung  zweier  gleichartiger  Atome,  also  z.  B.  zweier 
Sauerstoffatome  statt,  indem  auch  von  diesen  das  eine  positiv  und  . 
das  andere  negativ  electrisch  wird  i).  Da  nun  bei  der  Oxydation 
des  Phosphor  der  Sauerstoff  jedenfalls  als  negativer  Bestandthefl 
in  die  Verbindung  tritt,  so  kann  es  sein,  dass  von  den  beiden  Sauer- 
stoffatomen, welche  aus  einem  Molecüle  entstehen,  vorzugsweise 
das  negative  von  dem  Phosphor  festgehalten  wird,  und  das  posi- 


1)  [Ich  glaube  hier  daran  erinnern  zu  dürfen,  dass  zu  ^  der  Zeit,  als  ioh 
dieses  schrieb  und  veröffentlichte,  in  den  Aufsätzen  von  Schönbein  noch 
nicht  von  zwei  verschiedenen  Arten  activen  Sauerstoffs,  sondern  nur  vom 
Ozon  die  Bede  war.  Erst  in  später  erschienenen  Aufsätzen  sprach  auch 
Schönbein  die  Ansicht  aus,  dass  gewöhnlicher  Sauerstoff  aus^'zwei  in  ver- 
schiedenen Zuständen  befindlichen  Bestandtheüen^beetehe,  die  er  Ozon  un3 

0  0 

Antozon  nannte  und  mit  Q  und  0  bezeichnete.  1S66.] 
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tiye  uDgehindert,  oder  doch  weniger  gehindert  fortfliegen  kann. 
Wenn  dieses  dann  auch  später  im  Verlaufe  seiner  Bewegungen 
und  seiner  Berührungen  mit  anderen  Oasmolecülen  oder  mit  festen 
Wänden  seinen  positiv  electrischen  Zustand  verliert,  und  dadurch 
zur  Verbindung  mit  dem  Phosphor  geeigneter  wird,  so  kann  es  in 
diese  doch  nicht  eher  eintreten,  als  bis  es  wieder  einmal  durch 
seine  Bewegung  in  die  Wirkungssphäre  des  Phosphor  gelangt. 

Bekanntlich  finden  bei  der  Ozonisirung  durch  Phosphor  einige 
auffällige  Erscheinungen  statt,  z.  B.  dass  verdünnter  Sauerstoff 
leichter  ozonisirt  wird,  als  dichterer,  und  Sauerstoff,  der  mit  Was- 
serstoff oder  Stickstoff  gemischt  ist,  leichter  als  reiner.  Ich  glaube, 
dass  sich  auch  für  manche  dieser  Nebenerscheinungen  wahrschein- 
liche oder  wenigstens  mögliche  Erklärungsgründe  angeben  lassen, 
indessen  will  ich  auf  diese  hier  nicht  eingehen. 

Der  vorher  als  möglich  erwähnte  Umstand,  dass  in  der  Ver- 
bindung zweier  Sauerstoffatome  zu  einem  Molecüle  die  beiden  Atome 
entgegengesetzt  electrische  Zustände  haben,  kann  auch  zur  Erklä- 
rung einiger  anderer  Erscheinungen  dienen.  Dass  das  in  einer 
Sauerstoffmenge  gebildete  Ozon  nicht  nach  kurzer  Zeit  von  selbst 
wieder  verschwindet,  indem  die  getrennten  Atome  sich  vrieder  zu 
Molecülen  verbinden,  hat  seinen  Grund  vielleicht  darin,  dass,  nach- 
dem die  freien  Atome  ihren  electrischen  Zustand  verloren  haben, 
damit  auch  ihr  Bestreben,  sich  zu  vereinigen,  geringer  geworden 
ist;  wie  ja  auch  Sauerstoff,  selbst  wenn  er  ozonisirt  ist,  mit  Wasser- 
stoff gemischt  sein  kann,  ohne  sich  mit  ihm  zu  verbinden  ^). 

Wenn  ozonisirter  Sauerstoff  erhitzt  wird,  so  wird  dadurch 
das  Ozon  zerstört.  Dieses  lässt  sich  vielleicht  daraus  erklären, 
dass  die  hohe  Temperatur  gerade  so,  wie  sie  die  Verbindung  von 
Sauerstoff  mit  Wasserstoff  und  anderen  oxydirbaren  Substanzen 
veranlassen  kann,  auch  die  Vereinigung  der  getrennten  Sauerstoff- 
atome veranlasst. 

Durch  Versuche  von  Becquerel  und  Fremy  hat  sich  gezeigt 
dass  eine  gegebene  Menge  Sauerstoffgas  sich  durch  electrische 


^)  fWenn  die  Sauerstofifatome,  welche  das  Ozon  bUden,  sich  mit  ande- 
ren gewöhnlichen  Sauerstoffmolecülen  in  loser  Weise  verbanden  haben,  und 
wenn  sie  in  den  so  entstandenen  complicirteren  Molecülen  als  negativ*eleo 
trische  Bestand theile  enthalten  sind,  und  sich  daher  sämmtlich  in  einem  und 
demselben  electrischen  Zustande  befinden,  so  wird  dadurch  ihr  geringes  Be- 
streben, sich  gegenseitig  zu  zweiatomigen  Molecülen  zu  verbinden,  um  so 
mehr  erklärlich.  1866.] 
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Funken,  wenn  das  Ozon  nut  dem  Sauerstoff  gemischt  bleibt,  nur 
bis  zu  einem  gewissen  Grade  ozonisiren  lässt,  während,  wenn  das 
gebildete  Ozon  immer  gleich  beseitigt  wird,  z.  B.  durch  Oxfdation 
von  Silber,  nach  und  nach  die  ganze  Sauerstoffinenge  in  Ozon  ver- 
wandelt werden  kann.  Dieses  deutet  darauf  hin,  dass,  wenn  schon 
zu  viele  einzelne  Atome  in  dem  Gase  enthalten  sind,  diese  sich 
wieder  unter  einander  verbinden,  und  es  kann  sein,  dass  die  elec- 
trischen  Funken  selbst  die  Fähigkeit  haben,  unter  veränderten  Um- 
ständen auch  die  umgekehrte  Wirkung  zu  üben,  nämlich  die  Ver- 
einigung getrennter  Atome  zu  befördern,  ähnlich  wie  sie  die  Ver- 
bindung Ton  Sauerstoff  und  Wasserstoff  einleiten  können. 

Betrachten  v?ir  nun  einige  Wirkungen -des  Ozon. 

Die  Hauptwirkung,  nämlich  die  starke  Oxydation,  kann  nach 
der  gegebenen  Erklärung  vom  Ozon  als  von  selbst  verständlich 
angesehen  werden,  denn  es  ist  klar,  dass  getrennte  ^)  Sauerstoff- 
atome in  Verbindungen  mit  fremden  Körpern  leichter  eintreten 
können,  als  solche  Atome,  die  schon  unter  sich  zu  je  zweien  ver- 
bunden sind,  und  aus  dieser  Verbindung  erst  gelöst  werden  müs- 
sen, um  zur  Verbindung  mit  anderen  Stoffen  geeignet  zu  werden. 

In  dieser  Beziehung  ist  das  Ozon  mit  dem  Sauerstoff  im  steh 
tu8  nascens  zu  vergleichen,  nur  dass  bei  dem  letzteren  noch  der 
electrische  Zustand  mit  in  Betracht  kommt  Wenn  nämlich  Sauer- 
stoff aus  einer  Verbindung,  in  welcher  er  electronegativ  war,  aus- 
geschieden wird,  so  vnrd  er  in  eine  andere  Verbindung,  in  welcher 
er  auch  electronegativ  sein  muss,  aus  doppeltem  Grunde  leicht  ein- 
treten, erstens  weil  die  Atome  noch  vereinzelt  sind,  und  zweitens, 
weil  sie  schon  den  richtigen  electrischen  Zustand  haben.  Es  kann 
daher  der  Sauerstoff  im  status  nascens  in  manchen  Fällen  an  Wirk- 
samkeit das  Ozon  noch  übertreffen. 

Eine  mit  der  vorigen  verwandte  Wirkung  ist  die,  dass  eine 
Platinplatte  durch  Eintauchen  in  ozonisirten  Sauerstoff  galvanisch 
polarisirt  vrird.  Bekanntlich  werden  die  beiden  Electroden,  welche 
zur  galvanischen  Wasserzersetzung  dienen,  dadurch  in  der  Weise 
polarisirt,  dass  sie  für  sich  allein  einen  entgegengesetzten  Strom 
hervorzubringen  rermögen.  Man  erklärt  dieses  daraus,  dass  die 
eine  Electrode  mit  einer  Schicht  von  Wasserstoffgas  und  die  an- 
dere mit  einer  Schicht  von  Sauerstoffgas  belegt  ist.  Hiermit  stimmt 
es  auch  überein,  dass  eine  Platinplatte,  welche  in  Wasserstoffgas 


^)  (Oder  nnr  schwach  an  anderen  Molcoülen  haftende.  1866. J 
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getaucht  wird,  dadurch  ebenfalls  positive  Polarisation  annimmt. 
Taucht  man  dagegen  eine  Platinplatte  in  gewöhnliches  Sauerstoff- 
gas, so  tritt  die  entsprechende  Erscheinung,  welche  man  vielleicht 
erwarten  könnte,  dass  die  Platte  hierdurch  negativ  polarisirt  wird, 
nicht  ein ,  und  hierin  scheint  ein  Widerspruch  gegen  die  erwähnte 
Erklärung  zu  liegen.  Indessen  glaube  ich,  dass  man  sich  von  die- 
sem Unterschiede  folgendermaassen  Rechenschaft  geben  kann. 
Da  ein  Wassermolecül  aus  gwei  Atomen  Wasserstoff  und  einem 
Atome  Sauerstoff  besteht,  so  können  die  Atome  des  Wasserstoff- 
gases, welche  ebenfalls,  wie  die  des  Sauerstoffgases,  je  zwei  zu  Mo- 
lecülen  vereinigt  sind,  in  die  Verbindung  mit  Sauerstoff  eintreten, 
ohne  ihre  Vereinigung  unter  einander  aufzugeben.  Die  Atome 
des  Sauerstoffgases  dagegen  sind ,  so  lange  sie  unter  einander  zu 
Molecülen  vereinigt  sind,  zur  Verbindung  mit  dem  Wasserstoff  nicht 
geeignet.  Daher  kann  der  Sauerstoff  in  seinem  gewöhnlichen  Zu- 
stande keine  galvanische  Polarisation  hervorbringen,  erhält  aber 
diese  Fähigkeit  durch  Ozonisation. 

Neben  der  oxydirenden  Wirkung  kann  das  Ozon,  wie  Schön- 
bein am  Bleisuperoxyd  nachgewiesen  hat,  auch  die  entgegenge- 
setzte Wirkung  der  Desoxydation  üben,  und  das  Ozon  selbst  wird 
dabei  in  gewöhnlichen  Sauerstoff  übergeführt  Da  das  letztere  in 
gleicher  Weise  bei  der  Berührung  des  Ozon  mit  anderen  Super- 
oxyden  stattfindet,  so  liegt  die  Vermuthung  nahe,  dass  auch  die 
Desoxydation  nicht  auf  das  Bleisuperoxyd  allein  beschränkt  ist 
Diese  Wirkung  lässt  sich  ohne  Schwierigkeit  erklären.  Denkt 
man  sich  nämlich  ein  Oxyd,  welches  seinen  Sauerstoff  oder  einen 
Theil  desselben  leicht  abgiebt,  in  Berührung  mit  einem  Gase,  in 
welchem  einzelne  Sauerstoffiätome  sich  bewegen,  die  sich  mit  zwei- 
ten Atomen  zu  verbinden  suchen,  so  werden  diese,  indem  sie  mit 
dem  Oxyde  in  Berührung  kommen,  ihm  die  nur  schwach  gebunde- 
nen Atome  entziehen  können,  wodurch  die  doppelte  Wirkung,  die 
Beduction  des  Oxydes  und  das  Verschwinden  des  Ozon  zugleich 
erklärt  ist 

Das  Verhalten  des  Ozon  ist  in  mancher  Beziehung  dem  der 
Superoxyde  ähnlich.  Wasserstofibuperoxyd  z.  B.  hat  bekanntlich 
eine  staxke  oxydirende  Wirkung,  indem  es  sein  zweites  Sauer- 
stoffatom leicht  abgiebt  Bringt  man  dagegen  Wassersto&uper- 
oxyd  mit  Oxyden  edler  Metalle  oder  mit  gewissen  metallischea 
Superoxyden  zusammen,  so  findet  eine  gegenseitige  Beduction 
statt.   Hierbei  darf  man  wohl  annehmen,  dass  die  Sauerstoffittome, 
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welche  aas  dem  Wasserstofbuperoxfd  ansscheideD,  sich  mit  denen, 
welche  ans  den  metallischen  Oxyden  oder  Superoxyden  frei  wer- 
den, zu  Molecülen  vereinigen. 

Es  kann  bei  dieser  Erscheinung  die  Frage  entstehen,  weshalb 
die  Atome  des  Ozon  für  sich  allein,  oder  die  in  einem  einzelnen 
Oxyde  oder  Superoxyde  enthaltenen  und  leicht  trennbaren  Sauer- 
stoffatome sich  nicht  eben  so  leicht  unter  einander  vereinigen 
können,  als  die  Atome  zweier  verschiedenartiger  Stoffe  sich  gegen- 
seitig vereinigen.  Dabei  können  aber  mancherlei  Nebenumstände 
von  Einfluss  sein.  Zunächst  ist  der  Aggregatzustand  zu  berück- 
sichtigen. In  einem  festen  Metalloxyde  oder  -superoxyde  sind 
die  einzelnen  Theile  in  unveränderlicher  Lage  zu  einander,  und 
man  kann  daher  annehmen,  dass  die  Sauerstoffatome  nicht  in 
solche  Berührung  mit  einander  kommen,  wie  zur  Vereinigung 
nothwendig  ist  Ein  flüssiger  Körper  dagegen  schmiegt  sich  an 
den  festen  besser  an,  und  seine  Theilchen  besitzen  zugleich  die 
nöthige  Beweglichkeit,  und  ebenso  verhält  es  sich  mit  einem  luft- 
formigen  Körper,  der  ausserdem  an  der  Oberfläche  des  festen  Kör- 
pers noch  eine  Verdichtung  erleidet  Femer  kann  es  sein,  dass 
der  gleiche  electrische  Zustand,  in  welchem  sich  die  Sauerstoff- 
atome einer  bestimmten  Verbindung  befinden,  sie  zur  Vereinigung 
unter  einander  weniger  geneigt  macht,  als  zur  Vereinigung  mit 
dem  unelectrischen  Ozon,  oder  mit  den  Sauerstoff&tomen  einer 
anderen  Verbindung,  deren  electrischer  Zustand  möglicherweise 
ein  anderer  sein  kann.  Auch  das  electrische  Leitungsvermögen 
der  Stoffe  kann  in  Betracht  kommen,  indem  die  zur  Vereinigung 
nothwendigen  Aenderungen  des  electrischen  Zustandes  in  Be- 
rührung mit  metallischen  Körpern  leichter  geschehen  können, 
als  im  Inneren  schlecht  leitender  Körper.  Vielleicht  lassen  sich 
auch  noch  andere  Gründe  zur  Beantwortung  jener  Frage  bei- 
bringen, indessen  werden  die  angeführten  schon  genügen,  um 
wenigstens  zu  zeigen,  wie  viele  Umstände  hier  zusammenwir- 
ken können,  und  dass  man  daher  nicht  erwarten  darf,  eine 
einfache  Gesetzmässigkeit  zu  finden ,  welche  für  alle  Fälle  gültig 
bleibt 

[Bei  der  ersten  Veröffentlichung  dieser  kleinen  Abhandlung 
hatte  ich  zum  Schlüsse  noch  eine  Bemerkung  über  Beobachtungen 
der  Dichtigkeit  des  Ozon,  welche  kurz  vorher  von  Andrews  und 
Tait  angestellt  waren,  hinzugefügt  Ich  glaubte  damals,  das  Er- 
gebniss   dieser    Beobachtungen    widerspreche   meiner  Erklärung 
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des  Ozon;  indessen  babe  ich  später  erkannt,  dass  dieser  Wider- 
spruch nur  scheinbar  ist,  indem  er  nicht  die  Hauptsache  meiner 
Erklärung,  sondern  nur  den  schon  oben  (S.  328,  Anmerkung)  er- 
wähnten ganz  untergeordneten  Nebenpunct  betrifft.  Es  wird 
hiervon  in  der  folgenden  Abhandlung  noch  weiter  die  Rede 
sein.  1866.] 


ABHANDLUNG  XVIII. 


üeber  den  unterschied  zwischen  aotivem  und  ge- 
wöhnlichem SauerstoflT. 

I 

Vorgetragen  in  der  Züricher  naturforschenden  Gesellschaft  am  19.  Oetob^  1863; 

abgedruckt  in  der   Vierteljahrsschrift  dieser  Gesellschaft  Bd.  VIII,  S.  345/  Pogg. 

Ann.  Febrnarheft  1864,   Bd.  CXXI,    S.  250;   Phil.  Mag.  4th  Ser. 

Vol.  XXVII,  p.  261. 


In  einer  im  März  1858  mitgetheilten  Abhandlung  „über  die 
Natur  des  Ozon**  i)  habe  ich  von  dieser  Modification  des  Sauer- 
stoffs eine  Erklärung  gegeben,  welche  mit  meinen  kurz  vorher 
veröffentlichten  Ansichten  über  den  inneren  Zustand  der  Körper, 
insbesondere  der  Gase,  im  Zusammenhange  stand.  Damals  waren 
unsere  Kenntnisse  vom  actiyen  Sauerstoff  noch  viel  geringer  als 
jetzt.  Der  Gegensatz  zwischen  Ozon  und  Antozon  war  noch  nicht 
entdeckt.  Man  vnisste  nur,  dass  der  Sauerstoff  durch  verschie- 
dene Processe  in  einen  erregten  Zustand  gebracht  werden  kann, 
in  welchem  er  stärker  oxydirend  wirkt  als  gewöhnlicher  Sauer- 
stoff, und  diesen  so  veränderten  Sauerstoff  nannte  man  Ozon. 
Neben  der  oxydirenden  Wirkung  war  eben  damals  von  Schöh- 
bein  zum  ersten  Male  auch  eine  desoxydirende  Wirkung  beob- 
achtet,  nämlich  die  Desoxydation  von  Bleisuperoxyd,  und  die 


^)  [Abhandlung  XVll.  dieser  Sammlung.] 
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Veröffentlichung  dieser  Beobachtung  i)  war  es,   welche  mir  zur 
Mittheilung  meiner  Ansichten  über  das  Ozon  Veranlassung  gab. 

Seitdem  sind  yiele  und  wichtige  experimentelle  Untersuchun- 
gen über  den  activen  Sauerstoff  gemacht  Schönbein  selbst  hat 
seine  Epoche  machende  Entdeckung  des  Ozon  durch  den  Nach- 
weis  des  Unterschiedes  zwischen  Ozon  und  Antozon  veryollstän- 
digt  Unter  den  anderen  Arbeiten  muss  ich  vorzugsweise  die 
höchst  interessante  Schrift  von  G.  Meissner  ,, Untersuchungen 
über  den  Sauerstoffe  herrorheben,  ferner  die  fortgesetzten  Unter- 
suchungen Yon  Andrews  und  Tait'),  und  die  schönen  von 
V.  Babo  ')  und  Sorot  ^)  angestellten  Beobachtungen. 

Die  Resultate  dieser  neueren  Untersuchungen  haben  den 
Haupttheit  meiner  Erklärung  in  auffalliger  Weise  bestätigt;  in 
zwei  Punkten  aber,  welche  von  nur  untergeordneter  Bedeutung 
sind,  stimmen  sie  nicht  ganz  mit  derselben  überein.  Diese  Ab- 
weichungen können  vielleicht  bei  manchen  Lesern  Bedenken  ge- 
gen die  Richtigkeit  meiner  Erklärung  erregen,  da  es  nicht  immer 
leicht  ist,  das  Wesentliche  einer  Erklärung  vom  Unwesentlichen 
zu  unterscheiden,  und  diese  Unterscheidung  im  vorliegenden  Falle 
noch  dadurch  erschwert  wird,  dass  ich  selbst  in  meiner  ersten  Dar- 
stellung auf  einen  unwesentlichen  Punct  ein  grösseres  Gewicht  ge- 
legt habe,  als  nöthig  war.  Ich  halte  es  daher  für  zweckmässig, 
noch  einmal  auf  den  Gegenstand  zurückzukommen,  um  mich  dar- 
über auszusprechen,  bis  wie  weit  ich  meine  Erklärung  auch  jetzt 
noch  für  richtig  halte,  und  in  welchen  Puncten  dagegen,  meiner 
Ansicht  nach,  durch  die  neueren  Untersuchungen  kleine  Aende- 
rungen  nothwendig  geworden  sind. 

In  meiner  Abhandlung  „über  die  Art  der  Bewegung,  welche 
wir  Wärme  nennen^  ^),  habe  ich  den  Schluss  gezogen,  dass  im  ge- 
wöhnlichen Sauerstoff  die  Atome  nicht  ganz  vereinzelt,  sondern 
je  zwei  zu  Molecülen  verbunden  sind,  einen  Schluss,  welcher  auch 
mit  den  von  Gerhardt  über  die  Constitution  der  Gasmolecüle 
geäusserten  Ansichten  übereinstimmt,  nur  dass  Gerhardt  sich 
gerade  über  den  Sauerstoff'  weniger  bestimmt  ausgesprochen  hat, 


1)  Phil.  Mag.  Januarheft  1858,  S.  24. 

2)  Phil.  Trans,  of  the  Boyal  8oc.  of  London  for  1860,  p.  113. 

^)  Berichte  der  naturf.  Gesellschaft  zu  Freibnrg  i.  Br.  Bd.  HI,  Heft  L 
«)  Comptes  renduB  t  LVII,  p.  604  (October  1863). 
^)  I  Abhandlung  XIV.  dieser  Sammlung.] 
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als  ich,  iDdem  er  nur  sagti):  «das  fteie  Sauerstoffatom  ist  aus 
mehreren  (wenigstens  zwei)  Atomen  zusammengesetzt"  Auf  die- 
sem früher  von  mir  gezogenen  Schlüsse  fussend,  gab  ich  von  dem 
in  gewöhnlichem  Sauerstoffe  enthaltenen  activen  Sauerstoffe,  wel- 
chen man  damals  ohne  Unterschied  Ozon  nannte,  die  Erklärung, 
dass  er  aus  ein/selnen^  also  nicht  paarweise  eu  Mölecülen  verbunde- 
nen Atomen  bestehe^  welche  sich  unter  den  gewöhnlichen  MoleciUen 
zerstreut  befinden. 

Indem  ich  diese  Erklärung  mit  den  damals  bekannten  That- 
sachen  verglich,  und  dazu  zunächst  die  wichtigsten  Entstehungs- 
weisen des  Ozon  betrachtete,  fand  ich  Gelegenheit,  auch  auf  den 
Zustand  der  beiden  in  einem  gewöhnlichen  Sauerstofihiolecül  ent- 
haltenen Atome  näher  einzugehen,  und  meine  Ansicht  darüber  zu 
äussern.  Ich  sagte  nämlich,  dass  man  sich  den  Process,  welcher 
stattfindet,  wenn  durch  Berührung  von  atmosphärischer  Lufb  mit 
feuchtem  Phosphor  Ozon  entsteht,  vielleicht  folgendermaassen 
denken  könne  ^) :  „Indem  der  Phosphor  sich  mit  dem  umgebenden 
Sauerstoff  verbindet,  muss  eine  Anzahl  der  mit  ihm  in  Berührung 
kommenden  Sauerstoffinolecüle  in  ihre  Atome  zerlegt  werden,  und 
dabei  kann  es  geschehen,  dass  er  sich  nicht  mit  beiden  verbindet, 
sondern  dass  das  eine  durch  die  Wärmebewegung  aus  seiner  Wir- 
kungssphäre entfernt  wird  und  dann  vereinzelt  bleibt.  Es  ist 
möglich,  dass  hierbei  noch  ein  besonderer  Umstand  wirksam  ist. 
Aus  der  Electrolyse  ist  es  bekannt,  dass  in  der  Verbindung  ver- 
schiedenartiger  Atome  zu  einem  Molecüle  ein  Theil  des  Molecüls 
positiv  electrisch  und  der  andere  negativ  electrisch  ist  Dieses 
findet  vielleicht  auch  bei  der  Verbindung  zweier  gleichartiger 
Atome,  also  z.  B.  zweier  Sauerstoffiatome  statt,  indem  auch  von 
diesen  das  eine  positiv  und  das  andere  negativ  electrisch  wird. 
Da  nun  bei  der  Oxydation  des  Phosphor  der  Sauerstoff  jedenfalls 
als  negativer  Bestandtheil  in  die  Verbindung  tritt,  so. kann  es 
sein,  dass  von  den  beiden  Sauerstoffatomen,  welche  aus  einem 
Molecül  entstehen,  vorzugsweise  das  negative  von  dem  Phosphor 
festgehalten  wird,  und  das  positive  ungehindert,  oder  doch  we- 
niger gehindert,  fortfliegen  kaon." 


1)  Gerhardt,  Lehrbuch  .der  organiBchen  Ohemie,  in  deutscher  Ueber« 
Setzung  herausgegeben  von  Wagner,  Bd.  IV,  S.  612  f französische  Ausgabe 
t.  IV,  p.  574]. 

2)  [Oben  S.  329]. 
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In  diesen  Sätzen,  und  wiederholt  auch  noch  im  weiteren  Ver- 
laufe der  Abhandlung,  ist,  soviel  ich  weiss,  zum  ersten  Male  und 
zu  einer  Zeit,  wo  noch  keine  experimentellen  Data  vorlagen,  die 
dazu  nöthigten,  die  Ansicht  ausgesprochen,  dass  die  beiden  in 
einem  gewöhnlichen  Sauerstoffmolecüle  enthaltenen  Atome  ent- 
gegengesetzt electrische  Zustände  haben.  Diese  Ansicht  ist  durch 
die  bald  darauf  gemachte  Entdeckung,  dass  es  zwei  Arten  von 
activem  Sauerstoffe  giebt,  welche  Schönbein  durch  die  Worte 
Ozon  und  Antozon  unterschieden  hat,  und  dass  diese  beiden  sich 
zu  gewöhnlichem  Sauerstoffe  verbinden  können,  in  merkwürdiger- 
Weise  bestätigt 

Was  den  Umstand  anbetrifft,  dass  der  active  Sauerstoff  so- 
wohl oxydirend  als  auch  desozydirend  wirken  kann,  so  gab  ich 
davon  folgende  Erklärung.  Ungepaarte  Atome  können  in  Verbin- 
dungen mit  anderen  Stoffen  leichter  eintreten,  als  solche,  die 
schon  unter  sich  zu  je  zweien  verbunden  sind,  und  aus  dieser 
Verbindung  erst  gelöst  werden  müssen,  um  zur  Verbindung  mit 
anderen  Stoffen  geeignet  zu  werden,  jene  werden  daher  stärker 
oxydirend  wirken  als  diese.  Denkt  man  sich  ferner  ein  Oxyd 
resp.  Superoxyd,  welches  seinen  Sauerstoff  oder  einen  Theil  des- 
selben leicht  abgiebt,  in  Berührung  mit  einem  Gase,  in  welchem 
sich  Sauerstoffatome  befinden,  die  das  Bestreben  haben,  sich  mit 
zweiten  Atomen  zu  verbinden,  so  werden  diese  dem  Oxyde  die 
schwach  gebundenen  Atome  entziehen  können,  wodurch  gleich- 
zeitig das  Oxyd  reducirt  und  der  active  Sauerstoff  in  gewöhn- 
lichen übergeführt  wird. 

In  Bezug  auf  diese  doppelte  Wirkung  der  Oxydation  und 
Desoxydation  verglich  ich  den  activen  Sauerstoff,  wie  er  in  ge- 
wöhnlichem Sauerstoffe  enthalten  sein  kann,  mit  demjenigen 
Sauerstoffe,  welcher  sich  in  gewissen  Superoxyden  oder  in  Oxy- 
den edler  Metalle  lose  gebunden  befindet,  und  indem  ich  Wasser- 
stoffsuperoxyd als  Beispiel  wählte,  sagte  ich^):  „Wasaerstofisaper- 
oxyd  z.  B.  hat  bekanntlich  eine  starke  oxydirende  Wirkung,  indem 
es  sein  zweites  Sauerstoffatom  leicht  abgiebt.  Bringt  man  da- 
gegen Wasserstoffisuperoxyd  mit  Oxyden  edler  Metalle  oder  mit 
gewissen  metallischen  Superoxyden  zusammen,  so  findet  eine  ge- 
genseitige Beduction  statt.  Hierbei  darf  man  wohl  annehmen, 
dass  die  Sauer  Stoffatome,  welche  aus  dem  Wasserstoffsuperoxyd 


^)  [Oben  S.  332.] 
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ausscheiden,  sich  mit  denen,  welche  aus  den  metallischen  Oxyden 
oder  Buperoxyden  frei  werden,  zu  Molecülen  vereinigen." 

Ich  stellte  dann  die  Frage  auf,  weshalb  die  in  einem  einzel- 
nen Oxyde  oder  Superoxyde  enthaltenen  und  leicht  trennbaren 
Sauerstofifatome  sich  nicht  ebenso  leicht  unter  sich  vereinigen 
können,  wie  die  Sauerstoffatome  einer  Verbindung  sich  mit  denen 
einer  anderen  Verbindung  vereinigen.  unter  den  Gründen, 
welche  ich  zur  Beantwortung  als  möglich  bezeichnete,  kommt 
auch  der  vor,  dass  die  Sauerstoffatome  verschiedener  Verbindun- 
gen sich  in  verschiedenen  electrischen  Zuständen  befinden  können 
und  der  electrische  Unterschied  die  Atome  der  einen  Verbindung 
zur  Vereinigung  mit  den  Atomen  der  andern  Verbindung  ge- 
neigter machen  kann,  als  zur  Vereinigung  unter  sich  selbst 

Ueber  die  gegenseitige  Beduction  zweier  Superoxyde  hat 
Brodie  in  einer  in  den  Londoner  Philos.  Transact.  fiir  1850  ver- 
öffentlichten schönen  Abhandlung,  welche  mir  bei  der  Abfassung 
meines  Aufsatzes  unbekannt  war,  eine  Ansicht  ausgesprochen, 
welche  in  einem  Puncto  der  von  mir  ausgesprochenen  ähnlich 
ist,  in  änderen  Puncten  aber  wesentlich  von  ihr  abweicht.  Bro- 
die nimmt  an,  dass  der  Sauerstoff  der  beiden  Verbindungen, 
welche  aufeinander  einwirken,  verschiedene  chemische  Zustände 
habe.  Er  sagt,  der  Sauerstoff  sei  in  den  Verbindungen  ckemi- 
caUy  polar^  und  unterscheidet  den  positij  polaren  und  den  nega- 
tiv polaren  Zustand.  Zwei  Quantitäten  Sauerstoff,  welche  sich  in 
diesen  beiden  Zuständen  befinden,  suchen  sich  unter  einander 
chemisch  zu  verbinden,  ebenso  wie  Sauerstoff  und  Wasserstoff  sich 
verbinden  können.  Die  Frage,  worauf  die  chemische  Verschieden- 
heit der  beiden  Sauerstoffmengen  beruht ,  und  wie  die  Molecüle 
beschaffen  sind,  entscheidet  er  nicht,  sondern  erklärt  diese  Frage 
am  Schlüsse  seiner  Abhandlung  ausdrücklich  für  eine  offene. 
Seine  Ansicht  scheint  sich  indessen  dahin  zu  neigen,  dass  die 
Stoffe,  welche  in  der  Chemie  als  einfache  betrachtet  werden,  selbst 
noch  wieder  aus  anderen  zusammengesetzt  sind,  ^^ßiat  they  comist 
of  yet  ofher  and  further  Clements.^  Vom  Sauerstoffe  speciell  sagt 
er:  „Ow  this  view^  the  real  fad  uohich  lay  hid  under  these phen<h 
mena,  might  be  the  synthesis  of  the  oxygen  fr  am  the  iütimaie  and 
fwrther  eUmenis  of  which  the  oxygen  consisted.'^ 

Meine  Erklärung  dagegen  führt  die  Erscheinungen  ganz  be- 
stimmt auf  eine  einfache  Molecularconstitution  zurück,  indem  sie 
davon  ausgeht,   dass  die  Molecüle  des  gewöhnlichen  Sauerstoffs 

22* 
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zweiatomig  sind,  und  dass  die  Atome  das' Bestreben  haben,  sich, 
wenn  sie  frei  sind,  wieder  paarweise  zu  Molecülen  zu  vereinigen. 
Wenn  zwischen  zwei  Sauerstofiiatomen  ein  electrischer  Gegensatz 
besteht,  so. wird  dadurch  ihre  Vereinigung  befördert;  aber  selbst 
wenn  dieser  Gegensatz  nicht  besteht,  so  ist  die  Tendenz  zur  Ver- 
einigung doch  vorhanden,  und  der  electrische  Gegensatz  bildet 
sich  dann  bei  der  Vereinigung  von  selbst.  Auf  diese  Weise  er- 
klärt es  sich,  dass  die  Sauerstoffatome  einer  Verbindung  sich 
zwar  leichter  mit  den  Sauerstoffatomen  einer  andern  Verbindung, 
welche  einen  andern  electrischen  Zustand  haben,  vereinigen,  dass 
aber  unter  geeigneten  Umständen,  z.  B.  bei  erhöhter  Temperatur, 
auch  die  Sauerstoffatome  einer  einzelnen  Verbindung  aus  dieser 
austreten  und  sich  unter  einander  zu  Molecülen  vereinigen  kön- 
nen, und  dass  dadurch  Sauerstoff  von  derselben  Art  entsteht,  wie 
wenn  zwei  in  verschiedenen  Verbindungen  enthaltene  Sauerstoff- 
mengen zusammentreten.  Brodie's  Ansicht,  nach  der  nur  solche 
Sauerstoffioiengen ,  welche  entgegengesetzte  chemische  Polarität 
haben,  sich  unter  einander  zu  verbinden  suchen,  lässt  diesen  letz- 
ten Vorgang  ganz  unerklärt,  und  auch  in  den  übrigen  Vorgängen 
bleibt  eine  grössere  Unbestimmtheit,  als  bei  meiner  Erklärung. 

Nach  dem  bisher  Gesagten  kann  ich  dasjenige ,  was  ich  von 
meiner  in  der  früheren  Abhandlung  ausgesprochenen  Ansicht  auch 
jetzt,  nach  den  neueren  Entdeckungen,  noch  glaube  unverändert 
festhalten  zu  dürfen,  kurz  in  folgende  zwei  Sätze  zusammenfassen, 
von  denen  der  eine  dort  von  vornherein  den  Hauptpunkt  meiner 
Erklärung  bildete,  und  der  andere  im  Verlaufe  der  Auseinander- 
setzungen als  ein  wahrscheinlicher  Satz  mit  zu  Hülfe  genommen 
wurde:  1)  Q-ewohnlicher  Sauerstoff  besteht  aus  gepaarten^  arftwr 
Salierstoff  aus  ungepaarten  Atomen ').  2)  Die  beiden  Atome,  weMte 
ein  Molecül  gewöhnlichen  Sauerstoffs  bilden^  befinden  sich  in  entge- 
gengesetzten electrischen  Zuständen, 

Ich  gehe  nun  dazu  über,  die  beiden  Puncto  zu  besprechen,  in 
welchen  ich  glaube,  meine  ursprünglich  ausgesprochene  Ansicht 
ändern  zu  müssen. 


^)  [Unter  gepaarten  Atomen  verstehe  ich  hier  solche  Atome,  von  denen 
je  ewei  zu  einem  Molecüle  verbanden  sind,  und  unter  ungepaarten  Atomen 
solche,  die  sich  nicht  in  dieser  bestimmten  Verbindung  zu  je  zweien  be- 
finden und  die  leichter,  als  so  verbundene  Atome,  einzeln  in  Wirksamkeit 
treten  können.  1866.] 
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Zu  jener  Zeit  war,  wie  schon  erwähnt,  nichts  davon  bekannt, 
dass  es  ausser  dem  Ozon  noch  eine  zweite  Art  von  activem  Sauer- 
stoffe gebe,  und  vom  Ozon  wusste  man  noch  nicht,  dass  in  seinem 
Verhalten  zu  dem  in  verschiedenen  Verbindungen  befindlichen 
Sauerstoffe  irgend  ein  Unterschied  der  Art  stattfinde,  wie  in  dem 
Verhalten  einer  Electricität  zu  der  gleichartigen  oder  zu  der  ent- 
gegengesetzten Electricität.  Ich  glaubte  es  daher  als  eine  That- 
sache  betrachten  zu  müssen,  dass  ein  solcher  Unterschied  nicht 
bestehe.  Da  nun  einerseits  nach  meiner  Ansicht  über  den  Zustand 
der  gewöhnlichen  Sauerstoffmolecüle  voraus^setzen  war,  dass  die 
Atome  eines  Molecüls  im  Momente,  wo  sie  sich  trennen,  entgegen- 
gesetzt electrisch  seien ;  da  ich  aber  andererseits  es  für  eine  durch 
Beobachtungen  festgestellte  Thatsache  hielt,  dass  der  durch  diese 
Trennung  entstandene  active  Sauerstoff  bei  seinem  weitern  Fort- 
bestehen keine  Eigenschaften  besitze,  welche  diesem  electrischen 
Gegensatze  entsprechen,  so  machte  ich  die  Annahme,  dass  der 
electro-positive  oder  electro-negative  Zustand,  welchen  die  Atome 
im  Momente  der  Trennung  haben,  sich  nachher  verliere,  und  die 
Atome  electrisch  neutral  werden.  Man  wird  aber  zugestehen,  dass 
diese  Annahme  nicht  durch  die  meiner  Erklärung  zu  Grunde  lie- 
gende Idee  nothwendig  bedingt  war,  sondern  dass  es  nur  eine  Ne- 
benannahme ist,  die  zu  Hülfe  genommen  werden  musste,  um  dem 
damals  vorausgesetzten  Sachverhalte  zu  genügen.  Sie  kann  daher, 
soweit  die  verbesserten  Kenntnisse  über  den  Sachverhalt  es  erfor- 
dern, aufgegeben  und  abgeändert  werden,  ohne  dass  die  Grundidee 
meiner  Erklärung  davon  berührt  wird. 

Es  kommen  in  der  Chemie  häufig  Fälle  vor,  wo  eine  gegebene 
Quantität  Sauerstoff  sich  vollständig  mit  einem  andern  Stoffe  ver- 
bindet, und  zwar  so,  dass  alle  Atome  dieses  Sauerstoffs  in  der  Ver- 
bindung in  gleicher  Weise  enthalten  sind ,  und  daher  auch  alle 
einen  und  denselben  electrischen  Zustand,  in  den  meisten  Fällen 
djBn  electro-negativen,  haben  müssen.  Wenn  nun  der  obigen  An- 
nahme gemäss  in  dem  Sauerstoffe,  bevor  er  die  Verbindung  mit 
dem  andern  Stoffe  eingeht,  die  Hälfte  der  Atome  electro-positiv 
und  die  andere  Hälfte  electro-negativ  ist,  so  muss  beim  Entstehen 
der  Verbindung  die  eine  Hälfte  der  Atome  ihren  electrischen  Zu- 
stand ändern.  Ebenso  kommen  umgekehrt  Fälle  vor,  wo  Sauer- 
stoff aus  einer  Verbindung  ausgeschieden  wird,  und  wo  im  Mo- 
mente der  Ausscheidung,  wie  man  voraussetzen  darf,  alle  Atome 
gleichen  electrischen  Zustand  haben,  während  nachher,  nachdem 
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der  frei  gewordene  Sauerstoff  in  seinen  gewöhnlichen  Zustand  über- 
gegangen ist,  die  Atome,  der  Annahme  nach,  zur  Hälfte  positiy 
und  zur  Hälfte  negativ  sind.  Hiernach  darf  man  die  electrische 
Verschiedenheit  der  Sauerstoffatome  nicht  so  auffiassen,  als  ob  es 
zwei  Arten  von  Sauerstoffatomen  gäbe,  von  denen  die  einen  ein- 
fur  allemal  electro-positiv,  und  die  anderen  ein-  für  allemal  electro- 
negativ  sind,  sondern  man  muss  die  Möglichkeit  des  Ueberganges 
aus  dem  einen  Zustande  in  den  andern  zugestehen. 

Darin  liegt  zugleich  die  Möglichkeit  ausgesprochen,  dass  die 
Atome,  wenigstens  momentan,  sich  auch  in  Zwischenzuständen  be- 
finden, und  unter  andern  auch  unelectrisch  sein  können.  Ob  aber 
die  Uebergänge  immer  plötzlich  stattfinden ,  oder  ob  die  Atome 
auch  in  jenen  Zwischenzuständen  für  längere  Zeit  verharren  und 
von  einem  zum  andern  allmälig  übergehen  können*  ist  damit 
noch  nicht  entschieden,  sondern  kann  nur  aus  Beobachtangsdaten 
geschlossen  werden. 

Beim  Ozon  im  engeren  Sinne  sprechen  die  von  Schönbein 
in  neuerer  Zeit  beobachteten  Thatsachen  dafür,  dass  die  activen 
Atome,  welche  das  Ozon  bilden,  electro-negativ  sind,  und  diesen 
electrischen  Zustand  so  lange,  wie  das  Ozon  als  solches  besteht^ 
unveränderlich  beibehalten.  Wie  sich  das  Antozon  in  Bezug  auf 
die  Beständigkeit  seines  electrischen  Zustandes  verhält,  lässt  sich 
aus  den  bisher  bekannten  Thatsachen  noch  nicht  mit  Sicherheit 
entnehmen. 

Der  zweite  Punkt,  in  welchem  ich  glaube  meine  ursprünglich 
gegebene  Erklärung  etwas  ändern  zu  müssen,  hängt  mit  den  Vo- 
lumenänderungen zusammen,  welche  der  Sauerstoff  dadurch  er- 
leidet, dass  ein  Theil  desselben  aus  dem  gewöhnlichen  in  den 
activen  Zustand  oder  umgekehrt  übergeht 

In  der  schon  citirten  Abhandlung  „über  die  Art  der  Bewe- 
gung, welche  wir  Wärme  nennen",  habe  ich  alle  Volumenverhält- 
nisse gasformiger  Körper  auf  den  einen  Satz  zurückgeführt,  „dass 
bei  gleicher  Temperatur  die  einzelnen  Molecüle  aller  Gase  in  Be- 
zug auf  ihre  fortschreitende  Bewegung  gleiche  lebendige  Kraft 
habön.*'  Wenn  dieser  Satz  richtig  ist,  so  müssen  von  allen  Gasen 
bei  gleicher  Temperatur  und  unter  gleichem  Drucke  in  gleichen 
Räumen  gleich  viele  Molecüle  sein.  Betrachtet  man  nun  eine  ge- 
wisse Menge  gewöhnlichen  Sauerstoffs,  so  sind  darin  meiner  An- 
sicht nach  die  Atome  paarweise  zu  Molecülen  verbunden.  Wer- 
den bei  der  Erregung  dieses  Sauerstoffs  eine  Anzahl  von  Molecülen 
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in  ihre. Atome  zerlegt,  so  fragt  es  sich  nun,  wie  sich  diese  einzel- 
nen Atome  verhalten,  ob  sie  vereinzelt  bleiben  und  für  sich  allein 
ihre  Bewegungen  machen,  so  dass  jedes  dieser  Atome  in  dem  Oase 
die  Rolle  eioes  Molecüls  spielt,  oder  ob  sie  irgend  welche  andere 
Verbindungen  eingehen. 

Ich  habe  bei  meiner  ersten  Erklärung  angenommen,  dass  die 
getrennten  Atome  vereinzelt  bleiben  und.Molecäle  für  sich  bilden, 
so  dass  also  im  erregten  Sauerstoffe  mehr  Molecüle  enthalten  seien, 
als  in  derselben  Quantität  Sauerstoff  im  unerregten  Zustande,  und 
daraus  schloss  ich,  dass  der  Sauerstoff  im  erregten  Zustande  ein 
grösseres  Volumen  einnehme,  als  im  unerregten.  Es  existirten 
damals  freilich  schon  Versuche  über  die  Dichtigkeit  des  Ozon  von 
Andrews  und  Tai  1 0)  welche  das  jener  Annahme  widersprechende 
Resultat  gegeben  hatten,  dass  ozonhaltif;er  Sauerstoff,  wenn  das 
Ozon  in  gewöhnlichen  Sauerstoff  verwandelt  wird,  dabei  an  Volu- 
men zunimmt;  diese  Versuche  standen  aber  damals  noch  so  is9- 
lirt  da,  und  schienen  mir  wegen  ihrer  Schwierigkeit  so  viele  mög- 
liche Fehlerquellen  zu  enthalten,  dass  ich,  ohne  die  Oeschicklich- 
keit  und  Sorgfalt  jener  Forscher  in  Zweifel  zu  ziehen,  doch  glaubte» 
meinen  Bedenken  an  der  Zuverlässigkeit  des  Resultats  noch  Raum 
geben  und  meine  Annahme  festhalten  zu  dürfen. 

Seitdem  haben  dieselben  beiden  Forscher  ihre  Untersuchung 
des  Oegenstandes  fortgesetzt,  und  auch  von  Babo  und  Sorot  ha- 
ben Beobachtungen  darüber  angestellt  Durch  diese  Untersuchun- 
gen, bei  deren  Beschreibung  die  betreffenden  Autoren  immer  nur 
von  Ozon  und  nicht  von  zwei  Arten  von  activem  Sauerstoffe  spre- 
chen, hat  sich  jenes  früher  gefundene  Resultat,  dass  ozonhaltiger 
Sauerstoff  ein  geringeres  Volumen  einnimmt,  als  dieselbe  Menge 
Sauerstoff,  wenn  sie  sich  durchweg  im  gewöhnlichen  Zustande 
befindet,  vollkommen  bestätigt,  und  als  specielles  Ergebniss  hat 
sich  noch  herausgestellt,  dass  die  Differenz  zwischen  den  beiden 
Volumen  gerade  so  gross  ist,  als  ob  der  Theil  des  Sauerstoffs, 
welcher  sich  im  Zustande  von  Ozon  befindet,  gar  nicht  existirte. 

Es  fragt  sich  nun,  ob  und  in  welcher  Weise  meine  Erklärung, 
dass  der  active  Sauerstoff  sich  vom  gewöhnlichen  dadurch  un- 
terscheidet, dass  er  aus  uugepaarten  Atomen  besteht ,  mit  dieser 
in  Bezug  auf  das  Volumen  gefundenen  Thatsache  in  Einklang  zu 


1)  Proe.  of  the  B.  Soc.  of  London  Voh  VIII,  p,  498,  and  Pogg.  Ann. 
Bd.  Cn,  8.  626. 
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bringen  ist.  Man  mnss  es  nach  diesen  Beobachtungen  als  ausge- 
macht betrachten,  dass  die  ungepaarten  Atome,  aus  welchen  das 
Ozon  besteht,  nicht  vereinzelt  bleiben  und  Molecüle  für  sich  bil- 
den, sondern  sich  irgendwie  an  die  Molecüle  des  umgebenden 
gewöhnlichen  Sauerstoffs  anschliessen,  und  mit  ihnen  zusammen 
complicirtere  Molecüle  bilden.  Um  aber  dabei  doch  das  Wesent- 
liche meiner  Erklärung  aufrecht  zu  erhalten,  muss  man  über  die 
Constitution  der  so  entstandenen  complicirteren  Molecüle  bestimmte 
Annahmen  machen. 

Man  muss  nämlich  zunächst  annehmen,  dass  die  complicirte- 
ren Molecüle  nicht  aus  mehreren  Atompaaren  bestehen,  wie  wenn 
mehrere  gewöhnliche  Sauerstoffmolecüle  sich  unter  einander  ver- 
bunden hätten,  sondern,  dass  die  Atome,  welche  den  activen 
Sauerstoff  bilden,  als  ungepaarte  Atome  in  den  Molecülen  enthal- 
ten sind.  Der  einfachste  Fall  der  Art  ist  der,  wenn  jedes  der 
complicirteren  Molecüle  aus  einem  Atompaare  und  einem  damit 
verbundenen  activen  Atome  besteht;  sollten  aber  mehrere  active 
Atome  in  ihm  vorkommen ,  so  müssten  diese  sich  in  solchen  La- 
gen befinden,  dass  sie  keine  unter  sich  verbundenen  Paare  bilden, 
sondern  als  einzelne  Atome  an  dem  Molecüle  haften,  und  als  solche 
auch  von  ihm  ausgeschieden  werden  können.  Ferner  muss  man, 
um  die  starke  oxydirende  Wirkung  des  activen  Sauerstoffs  zu  er- 
klären, annehmen,  dass  es  leichter  ist,  jene  ungepaarten  Atome 
von  den  Molecülen  zu  trennen,  als  zwei  zu  einem  Paare  verbun- 
dene Atome  von  einander  zu  scheiden,  dass  also  im  Verhältnisse 
zu  der  Kraft,  mit  welcher  zwei  gepaarte  Atome  sich  gegenseitig 
festhalten,  die  ungepaarten  Atome  nur  lose  gebunden  sind. 

Hiernach  besteht  die  zweite  Aenderung,  welche  ich  glaube 
mit  meiner  Erklärung  vornehmen  zu  müssen,  einfstch  darin,  dass 
ich,  anstatt  die  ungepaarten  Atome  als  vollkonunen  frei  zu  be* 
trachten,  nur  sage,  sie  können  möglicher  Weise  entweder  frei  oder 
Use  gebunden  sein. 

Der  Fall,  wo  ein  Atom  an  irgend  ein  Molecül  lose  gebunden 
ist,  ist  von  dem,  wo  es  frei  ist,  in  clbemischer  Beziehung  sehr  we- 
nig verschieden,  und  es  hätte  um  so  näher  gelegen,  ihn  bei  mei- 
ner ersten  Erklärung  gleich  mit  ins  Auge  zu  fassen,  als  ich  selbst 
schon  den  in  reinem  Sauerstoffe  enthaltenen  activen  Sauerstoff 
mit  solchem  Sauerstoffe  verglich,  der  in  Superoxyden  oder  Oxy- 
den edler  Metalle  lose  gebunden  vorkommt.  Ich  muss  es  daher 
als  eine  Unachtsamkeit  eingestehen,   dass   ich   damals   auf  den 
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Punkt,  dass  die  Atome  ganz  frei  seien,  ii'gend  ein  Gewicht  legte, 
und  ans  diesem  Grnnde  das  Resultat  der  ersten  Beobachtungen 
von  Andrews  und  Tait  für  unwahrscheinlich  hielt,  und  dass  ich 
nicht  vielmehr  von  vornherein  jene  beiden  Fälle  als  gleich  mög- 
lich bezeichnete.  Wenn  man  die  Alternative  stellt,  dass  die  un- 
gepaarten  Atome  frei  oder  lose  gebunden  sein  können,  so  umfasst 
die  Erklärung  nicht  nur  den  in  reinem  Sauerstoffe  enthaltenen 
activen  Sauerstoff  und  den,  welcher  in  irgend  einer  chemischen 
Verbindung  in  solcher  Weise  enthalten  ist,  dass  er  leicht  in  an- 
dere Verbindungen  übertritt,  und  insofern  activ  genannt  werden 
kann,  sondern  auch  den  Sauerstoff  in  Status  nascens. 

Ich  will  nun  noch  einige  Bemerkungen  darüber  machen,  wie 
man  sich,  meiner  Ansicht  nach,  die  in  reinem  Sauerstoffe  befind- 
lichen complicirteren  Molecüle,  welche  die  activen  Atome  ent- 
halten, etwa  constituirt  denken  kann.     Dabei  muss  ich  aber  aus- 
drücklich hervorheben,  dass  ich  das,  was  hierüber  zu  sagen  ist, 
nicht  als  nothwendig  mit  zu  meiner  Erklärung  gehörig  betrachte, 
sondern  glaube,  dass  man  die  Erklärung,  soweit  sie  im  Vorigen 
enthalten  ist,  annehmen  kann,  selbst  wenn  man  über  die  Specialis 
täten  der  Molecularconstitution  noch  verschiedener  Ansicht  sein 
sollte.    Ich  will  daher,  bevor  ich  zu  diesen  Bemerkuugen  über- 
gehe, das  Wesentliche  meiner  Erklärung  in  der  den  neueren  Ent- 
deckungen angepassten  Form  noch  einmal  kurz  zusammen£Ei8sen : 
Die  MoUcule  des  gewöhnlichen  Sauerstoffs  sind  eweiatomiff, 
und'enJthalten  je  ein  electro-positives  und  ein  electro-negatives 
Atom.    Der  active  Sauerstoff  besteht  aus  wngepaarten  Atomen, 
welche  entweder  frei  oder  lose  gebunden  sein  können,  u/nd  je 
nachdem  diese  Atome  eledro-negativ  oder  eleetro-positiv  sindj 
bilden  sie  Ozon  oder  Antoeon. 

Alle  oben  genannten  Beobachter,  welche  gefunden  haben, 
dass  ozonhaltiger  Sauerstoff  ein  kleineres  Volumen  einnimmt,  als 
gewöhnlicher,  sind  darüber  einig,  dass  im  ersteren  complicirtere 
Molecüle  vorkommen  müssen,  als  im  letzteren.  In  der  That  ist 
dieses  auch,  wie  schon  gesagt,  als  ein  unmittelbares  Ergebniss 
jener  Beobachtungen  anzusehen,  sofern  man  den  Satz,  dass  das 
Volumen  eines  Gases  der  Anzahl  seiner  Molecüle  proportional 
ist,  als  feststehend  betrachtet.  Ueber  die  Art, ^ wie  man  sich  die 
Znsammensetzung  der  Molecüle  zu  denken  habe,  sind  sie  aber  ver- 
schiedener Ansicht. 

Andrews  und  Tait  knüpfen  ihre  Betrachtung  an  Versuche, 
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welche  sie  mit  zusammengesetzten  Gasen,  besonders  mit  Stickstoff- 
oxyd und  Kohlenoxyd  angestellt  haben.  Als  sie  innerhalb  dieser 
Gase  dieselben  electrischen  Entladungen  stattfinden  Hessen,  durch 
welche  sie  die  Erregung  des  Sauerstoffs  bewirkt  hatten,  beobach- 
teten sie  ebenso,  wie  bei  diesem,  Volumenyerringerung,  welche  sie 
daraus  erklären,  dass  die  Bestandtheile  der  betreffenden  Gase  un- 
er  dem  Einflüsse  der  Entladungen  theilweise  aus  ihren  bisherigen 
Verbindungen  gelöst  und  in  andere  Verbindungen  übergeführt 
werden,  welche  ein  geringeres  Volumen  einnehmen.  Hiervon  aus^ 
gehend  sprechen  sie  die  Vermuthung  aus,  dass  auch  der  Sauer- 
stoff nicht,  wie  man  bis  jetzt  annimmt,  ein  einfacher,  sondern  ein 
chemisch  zusanunengesetzter  Stoff  sei,  dessen  Bestandtheile  sich 
ebenfalls  in  verschiedener  Weise  unter  einander  verbinden  können. 
Diese  Erklär ungs weise,  welche  mit  der  Bro  die'schen  übereinstimmt, 
weicht  von  den  sonst  verbreiteten  Ansichten  so  sehr  ab,  dass  man, 
wie  ich  glaube,  nur  dann  auf  sie  eingehen  dürfte,  wenn  keine  an. 
dere  Erklärung  möglich  wäre. 

Von  Babo  schliesst  sich  einer  früher  von  Weltzien^)  aas- 
gesprochenen Ansicht  an,  welche  meiner  Erklärung  entgegengesetzt 
ist,  indem  sie  dahin  geht,  dass  der  gewöhnliche  Sauerstoff  aus  ein- 
fachen Atomen  und  das  Ozon  aus  zweiatomigen  Molecülen  bestehe, 
und  er  verspricht,  seine  Gründe  dafür  in  einer  späteren  Abhand- 
lung zu  entwickeln ').  Dieser  Ansicht  kann  ich  in  keiner  Weise 
beipflichten,  da  schon  die  Vergleichung  des  Volumens  des  Sauer- 
stoffs mit  den  Volumen  seiner  Verbindungen  mich,  ganz  unabhän- 
gig vom  Ozon,  zu  der  Annahme  gefuhrt  hatte,  dass  der  Sauerstoff 
aus  zweiatomigen  Molecülen  bestehen  müsse,  und  ich  ferner  nicht 
einsehe,  wie  sich  die  Wirkungen  des  Ozon  und  die  gegenseitige 
Verbindung  von  Ozon  und  Antozon  zu  gewöhnlichem  Sauerstoffe 
erklären  sollen,  wenn  die  Molecüle  des  Sauerstoffs  als  einatomig 
vorausgesetzt  werden.     Ich  muss  natürlich,  bevor  ich  weiter  auf 


1)  Ann.  der  Ghem.  n.  Pharm.  Bd.  CXY,  S.  128. 

2)  [Mit  Bezug  auf  die  Worte:  „und  er  verspricht,  seine  Gründe  dafür 
in  einer  späteren  Abhandlang  zu  entwickeln'^  sagt  Hr.  Weltzien  in  den 
Ann.  der  Chem.  und  Pharm.  Bd.  CXXXYIII,  S.  164,  dieses  sei  ein  Irrthum, 
indem  er  kein  solches  Versprechen  gegeben  habe.  Ich  denke  aber,  dass 
jeder,  der  meinen  Satz  mit  einiger  Aufmerksamkeit  liest,  erkennen  wird, 
dasB  jene  Worte  sich  gar  nicht  auf  Hm.  Weltzien,  sondern  auf  Hm.  von 
Babo  beziehen.  1866.] 
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die  Beurtheilung  dieser  Ansicht  eingehen  kann,  abwarten,  welche 
Gründe  von  Babo  fiir  dieselbe  beibringen  wird. 

Soret  spricht  über  die  Art  der  Zusammensetzung  der  Mole- 
cüle  keine  bestimmte  Ansicht  aus.  Er  erklärt  es  zuerst  als  ein  Er- 
gebniss  der  Beobachtungen,  dass  das  OzonMolecüle  von  mehr  Ato- 
men haben  müsse,  als  der  gewöhnliche  Sauerstoff,  und  indem  er  dann 
anführt,  dass  eine  grosse  Anzahl  von  Chemikern  und  Physikern 
jetzt  annehmen,  dass  beim  gewöhnlichen  Sauerstoffe  die  Molecüle 
schon  zweiatomig  seien,  sagt  er,  dass  man  dieser  Annahme  gemäss 
den  Moleciilen  des  Ozon  mehr  als  zwei  Atome  zuschreiben  müsse. 
Er  erörtert  dann  zunächst  als  Beispiel  den  einfachsten  Fall,  dass 
ein  Molecül  aus  drei  Atomen  bestehe,  und  fahrt  dann  fort:  j^ll  est 
clair  que  rien  dans  les  faits  connus  ne  prouve  que  Vo^ione  restdte 
du  groupemetit  de  3  atomes  plutöt  que  cfe  4,  5  etc;  powr  determiner 
ce  nombre  il  faudrait  connattre  la  d&nsite  de  ce  carps,"  In  einer 
Anmerkung  sagt  er,  da  nach  den  Versuchen  von  Sainte-Glaire 
Deville  und  Troost  und  von  Bineau  die  Dichtigkeit  des  Schwe- 
feldampfes in  der  Nähe  des  Siedepunctes  dreimal  so  gross  sei, 
als  bei  sehr  hohen  Temperaturen,  so  existire  vielleicht  eine  Ana- 
logie zwischen  diesen  beiden  Zuständen  des  Schwefels  und  den  bei- 
den allotropen  Zuständen  des  Sauerstoffs,  in  welchem  Falle  man 
beim  Ozon  eine  solche  Molecularconstitution  voraussetzen  müsse, 
dass  seine  Dichtigkeit  dreimal  so  gross  sei  als  die  des  gewöhn- 
lichen Sauerstoffs.  Hiernach  müssten  also,  wenn  die  gewöhnlichen 
Sauerstoffmolecüle  zweiatomig  sind,  beim  Ozon  die  Molecüle  sechs- 
atomig  sein. 

Ich  glaube  nun,  dass  die  oben  angeführten,  aus  meiner  Er- 
klärung hervorgehenden  Bedingungen,  welche  die  in  erregtem 
Sauerstoffe  befindlichen  complicirteren  Molecüle  erfüllen  müssen, 
Anhaltspuncte  geben,  um,  wenn  auch  nicht  mit  Sicherheit  über 
die  Zusammensetzung  dieser  Molecüle  zu  entscheiden,  so  doch  über 
den  Grad  der  Wahrscheinlichkeit  der  verschiedenen  möglichen  Zu- 
sammensetzungsweisen gewisse  Schlüsse  zu  ziehen.  Ich  will  dabei 
zunächst  das  Ozon  im  engeren  Sinne  betrachten,  welches  durch 
sein  chemisches  und  physikalisches  Verhalten  schliessen  lässt,  dass 
es  aus  electro  -  negativen  Atomen  besteht.  Da  nun  nach  meiner 
Erklärung  die  activen  Atome  als  ungepaarte  Atome  in  den  betref- 
fenden Molecülen  enthalten  sein  müssen,  und  da  sie  ferner  im  vor- 
liegenden Falle  gleiche  electrische  Zustände  haben  müssen,  so  wird 
es  aus  diesen  beiden  Gründen  viel  wahrscheinlicher,  dass  in  einem 
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Molecüle  nur  Ein  Ozonatom  enthalten  ist,  als  dass  mehrere  solcbe 
in  ihm  vorkommen.  Der  von  Soret  beispielsweise  angeführte 
Fall,  wo  die  complicirteren  Molecüle  aus  drei  Atomen  bestehen, 
scheint  mir  daher  mit  den  Fällen,  wo  sie  aus  vier,  fünf  etc.  Ato- 
men bestehen,  nicht  bloss  gleichberechtigt  zu  sein,  sondern  sich 
vor  ihnen  durch  eine  bei  Weitem  grössere  Wahrscheinlichkeit 
auszuzeichnen.  Was  den  anderen  von  Soret  speciell  angeführten 
Fall  betrifit,  in  welchem  die  Molecüle  aus  sechs  Atomen  beste- 
hen müssten,  so  kann  ich  diesen  von  meinem  Standpunkte  aus 
nur  als  sehr  unwahrscheinlich  betrachten  i). 


^)  [Die  nachfolgende  Anmerkung  ist,  während  diese  Abhandlang  in 
Pogg.  Ann.  gedruckt  wurde,  noch  als  Nachtrag  hinzugefügt.] 

Als  ich  diese  Abhandlung  schrieb,  kannte  ich  die  Arbeit  von  Soret  nur 
aus  der  oben  citirten,  in  den  Gomptes  rendus  der  Pariser  Academie  ent- 
haltenen Note.  Seitdem  habe  ich  aus  einer  in  den  Archives  des  sciences 
pbys.  et  nat  (t.  XYIII)  und  in  den  Verhandlungen  des  natorhist-med.  Ver- 
eins zu  Heidelberg  (Bd.  UI)  erschienenen  vollständiger^^  Abhandlung  [auch 
in  Pogg.  Ann.  Bd.  CXXI  abgedruckt]  einige  weitere  Aufschlüsse  über  So- 
ret's  Ansichten  erhalten,  indem  sich  in  dieser  Abhandlung  mehrere  nicht 
unwesentliche  Ergänzungen  befinden. 

Die  in  den  Compt.  rend.  stehende  Anmerkung,  in  welcher  davon  die 
Rede  ist,  dass,  nach  Analogie  der  beiden  Modificationen  des  Schwefeldam- 
pfes das  Ozon  möglicherweise  eine  dreimal  so  grosse  Dichtigkeit  haben 
könne  als  gewöhnlicher  Sauerstoff,  kommt  auch  hier  vor,  aber  mit  folgen- 
dem, dort  nicht  befindlichem  Schlusssatze :  „doch  macht  bis  jetzt  keine  That- 
sache,  soviel  ich  weiss,  diese  Analogie  wahrscheinlich."  —  In  einer  anderen 
Anmerkung,  welche  in  den  Compt.  rend.  fehlt,  wird  über  die  von  Weltzien 
aufgestellte  Hypothese  gesagt:  „Diese  Ansicht  stimmt  mit  dem  in  dieser  Ab- 
handlung erwähnten  Versuche  überein,  aber  sie  scheint  nicht  zu  erklären, 
warum  Ozon  oxydirender  ist  als  Sauerstoff."  —  Die  in  den  Compt  rend. 
nur  kurz  als  Beispiel  angeführte  Molecularconstitution,  bei  welcher  ein  Mo- 
lecül  aus  drei  Atomen  besteht,  ist  hier  etwas  ausführlicher  besprochen,  und 
es  sind  dabei  mehrere,  meiner  Ansicht  nach  sehr  treffende  Bemerkungen 
gemacht. 

Aus  diesen  in  der  Abhandlung  vorkommenden  Stellen  glaube  ich 
schliessen  zu  dürfen,  dass  Soret  auf  die  als  Beispiel  gewählte  Molecular- 
constitution ein  grösseres  Gewifht  legt,  als  es  nach  jener  abgekürzten  Note 
schien,  und  dass  somit  zwischen  den  Ansichten  dieses  geschickten  und  um^ 
die  Erforschung  der  Eigenschaften  des  Ozon  besonders  verdienten  Phy- 
sikers und  den  meinigen  eine  mir  sehr  erfreuliche  Ueberein Stimmung 
herrscht.  Auch  Soret  selbst  spricht  sich  am  Ende  der  Abhandlung  Ober 
die  Beziehung  zwischen  seiner  Annahme  und  meiner  früher  aufgestellten 
Theorie  dahin  aus,  dass  zu  meiner  Hypothese,  nach  welcher  das  Ozon  ans 
einzelnen,  nicht  paarweise  verbundenen  Atomen  besteht,  die  Annahme,  dass 


i 
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Wenn  man  annimmt,  dass  beim  Ozon  die  activen  Atome  sicli 
mit  den  gewöhnlichen  Sauerstoffmolecülen  zu  neuen  complicir- 
teren  Molecülen  verbunden  haben,  so  läset  sich  daraus  auch  die 
Beständigkeit  des  Ozons,  wenn  es  bei  niederer  Temperatur  aufbe- 
wahrt wird,  und  insbesondere  die  Beständigkeit  des  electro- nega- 
tiven Zustandes  der  activen  Atome  leichter  erklären ,  als  bei  der 
Annahme,  dass  die  activen  Atome  vereinzelt  bleiben.  Wie  näm- 
lich überhaupt  in  chemischen  Verbindungen  jedes  Atom  einen 
gewissen  electrischen  Zustand  hat,  welcher  nicht  willkürlich  und 
veränderlich  ist,  sondern  zu  den  Eigenthümlichkeiten  der  Ver- 
bindung gehört,  so  kann  man  dieses  auch  von  den  zu  einem  Mo- 
lecüle  vereinigten  Sauerstofiiatomen  voraussetzen,  und  im  vorlie- 
genden Falle  annehmen,  dass  die  activen  Atome  als  electro-nega- 
tive  in  den  Molecülen  enthalten  seien,  und  diesen  electrischen  Zu- 
stand 60  lange  beibehalten  müssen,  wie  sie  sich  in  dieser  Verbin- 
dung befinden. 

Dabei  ist  es  nicht  nothwendig,  dass  der  ozonhaltige  Sauer- 
stoff im  Ganzen  eine  electroskopisch  wahrnehmbare  negativ-elec- 
trische  Spannung  zeige.  Man  kann  nämlich,  wie  man  es  ja  auch 
bei  anderen  chemisch  zusammengesetzten  Molecülen  thut,  anneh- 
men, dass  die  electrischen  Zustände  der  einzelnen  Atome  eines 
Molecüls  in  solchen  Beziehungen  zu  einander  stehen,  dass  das 
Molecül  im  Ganzen  unelectrisch  ist,  indem  nämlich  die  Mengen 
von  freier  positiver  oder  negativer  Electricität,  welche  die  einzel- 
nen Atome  eines  Molecüls  besitzen ,  als  algebraische  Summe  ge- 
rade Null  geben. 

Ich  mnss  nun  noch  vom  Äntozon  sprechen. 

Meissner  hat  bei  seinen  Untersuchungen  über  den  Sauer- 
stoff Beobachtungen  gemacht,  aus  welchen  er  schliesst,  dass  bei 
der  Erregung  des  Sauerstoffs  durch  electrische  Induction  neben 
dem  Ozon  noch  ein  anderer  Stoff  entsteht,  welcher  eine  höchst 
merkwürdige  Einwirkung  auf  den  Wasserdampf  ausübt  und  da- 
durch seine  Existenz  verräth.  Durch  weitere  Verfolgung  des 
Gegenstandes  glaubt  er  sich  davon  überzeugt  zu  haben,  dass 
dieser  Stoff  nichts  anderes  ist,  als  die  von  Schönbein  mit  dem 
Worte  AntosK)n  bezeichnete  Modification  des  Sauerstoffs. 


diese  einzelnen  Atome  sich  im  Augenblicke,  wo  sie  frei  werden,  gleich  mit 
den  anzerlegten  Sauerstoffmolecülen  verbinden,  hinzugefügt  werden  kann, 
ohne  dass  meine  Beweisführung  dadurch  erschüttert  wird,  und  dass  dann 
meine  Theorie  mit  der  von  ihm  auseinandergesetzten  übereinstimmt. 
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Das  ErgebnisB,  dass  bei  der  Erregung  des  Sauerstoffii  durch 
electrische  Induction  gleichzeitig  mit  dem  Ozon  auch  Antozon 
gebildet  wird,  stimmt  sehr  gtlt  mit  meiner  Annahme  überein,  dass 
jedes  Molecül  des  gewöhnlichen  SauerstoflEs  aus  zwei  entgegen- 
gesetzt electrischen  Atomen  besteht,  und  ich  möchte,  gegenüber 
der  etwas  veränderten  Art,  wie  Meissner  die  Sache  aufzufassen 
scheint,  dass  nämlich  die  Atome  erst  durch  die  electrische  Influenz 
die  entgegengesetzt  electrischen  Zustände  annehmen,  daran  fest- 
halten, dass  der  electrische  Gegensatz  zwischen  den  Atomen  jedes 
Molecüls  schon  im  Voraus  stattfindet,  wenn  derselbe  auch  durch 
die  Influenz  möglicher  Weise  noch  verstärkt  werden  kann.  In 
Bezug  auf  die  Trennung  der  beiden  Atome  stimme  ich  Meissner 
darin  bei,  dass  sie  sich  am  leichtesten  daraus  erklären  lässt,  dass 
ein  electrischer  Körper  auf  die  beiden  Atome  Kräfte  ausübt, 
welche  der  Richtung  nach  entgegengesetzt  sind. 

Auch  bei  anderen  Erregungsarten  des  Sauerstofls  hat  Meiss- 
ner Beobachtungen  gemacht,  welche  den  vorher  erwähnten  ent- 
sprechen, und  ebenfalls  auf  die  Bildung  von  Antozon  schliessen 
lassen.  Es  fragt  sich  nun,  wie  das  Antozon,  sofern  es  in  reinem 
Sauerstoffe  vorkommt,  sich  darin  verhält. 

Nach  den  Beobachtungen  von  Meissner  ist  das  Antozon, 
selbst  in  trockenem  und  kaltem  Sauerstoffe,  weniger  beständig, 
als  das  Ozon,  indem  es  nicht,  wie  dieses,  auf  unbestimmte  Zeit 
fortbesteht,  sondern  nach  und  nach  verschwindet,  d.  h.,  sich  in 
gewöhnlichen  Sauerstoff,  verwandelt  Hieraus  muss  man  wohl 
schliessen,  dass  die  electro-positiven  Sauerstoffatome,  £Edls  sie  sich 
überhaupt  mit  den  Molecülen  des  gewöhnlichen  Sauerstoffs  zu 
complicirteren  Molecülen  verbinden,  in  dieser  Verbindung  noch 
weniger  festgehalten  werden  als  die  electro-negativen.  Ceber  die 
Art  der  Molecularconstitution  in  antozonhaltigem  Sauerstoffe  eine 
bestimmte  Behauptung  aufzustellen,  welche  mehr  aussagte  als 
das,  was  sich  aus  meinen  obigen  Bedingungen  ergiebt,  die  erfüllt 
sein  müssen,  damit  die  betreffenden  Atome  als  activer  Sauerstoff 
wirken  können,  würde  mir  bei  den  unvollkommenen  Kenntnissen 
von  den  physikalischen  Eigenschaften  des  antozonhaltigen  Sauer- 
stoffs für  jetzt  zu  gewagt  erscheinen. 

Auch  darüber,  ob  die  Antozonatome  in  reinem  Sauerstoffe 
ihren  electro-positiven  Zustand  ebenso  unveränderlich  beibehal- 
ten, wie  in  chemischen  Verbindungen  mit  anderen  Stoffen,  z.  B. 
iu  Wasserstoffsuperoxyd  und  Bariumsuperoxyd,  oder  ob  und  unter 


Activer  Sauerstoff.  351 

welchen  umständen  sie  den  Qlectro- positiven  Zustand  verlieren 
und  sich  dem  unelectrischen  nähern,  kann,  wie  ich  glaube,  aus 
den  bis  jetzt  bekannten  Thatsachea  noch  nicht  mit  Sicherheit  ent- 
schieden werden.  Diese  Frage  wird  wohl  im  Zusammenhange 
mit  der  vorher  erwähnten,  ob  die  Atome  des  Antozon  sich  auch, 
wie  diejenigen  des  Ozon,  mit  den  gewöhnlichen  Sauerstoffmole- 
cülen  zu  complicirteren  Molecülen  verbinden,  zu  behandeln  sein. 
Wenn  sich  in  reinem  SauerstofiFe  gleichzeitig  Ozon  und  Ant- 
ozon befindet,  so  kann  dadurch  möglicher  Weise  eine  eigenthüm- 
liche  Molecularconstitution  entstehen,  welche  von  denen,  die  statt- 
finden, wenn  nur  Ozon  oder  nur  Antozon  vorkommt,  verschieden 
ist.  Es  ist  nämlich  denkbar,  dass,  wenn  ein  ursprünglich  zwei- 
atomiges Molecül  sich  mit  einem  electro-negativen  Atome  verbun- 
den hat,  es  gerade  dadurch  geneigt  wird,  sich  nun  auch  noch  mit 
einem  electro -positiven  Atome  zu  verbinden,  und  dass  dadurch 
vieratomige  Molecüle  entstehen,  in  welchen  nur  zwei  Atome  ein 
Paar  bilden.  Die  beiden  anderen  Atome  können  sich  in  solchen 
Lagen  befinden,  dass  sie  unter  sich  nicht  in  directe  Berährung 
kommen,  und  daher  keine  Gelegenheit  haben,  sich  zu  einem  Paare 
zu  vereinigen.  In  diesem  Falle  würden  die  letzteren  Atome  den 
oben  für  activen  Sauerstoff  gestellten  Bedingungen  genügen,  dass 
jedes  wieder  als  einzelnes  Atom  von  dem  Molecüle  getrennt  wer- 
den kann,  und  zwar  mit  einer  Kraft,  die  geringer  ist  als  die, 
welche  nöthig  ist,  um  die  Atome  eines  Paares  von  einander  zu 
trennen.  Durch  eine  solche  Anordnung  der  Atome  liesse  sich 
vielleicht  die  von  Meissner  gemachte  Beobachtung  erklären, 
dass  Antozon  in  trockenem  Sauerstoffe  beständiger  ist,  wenn  sich 
gleichzeitig  auch  Ozon  im  Sauerstoffe  befindet,  als  wenn  das  Ozon 
nicht  zugegen  ist;  welches  Verhalten  auf  den  ersten  Blick  dem 
Satze,  dass  Ozon  und  Antozon  sich  unter  einander  zu  gewöhn- 
lichem Sauerstoffe  zu  verbinden  suchen,  zu  widersprechen  scheint. 


•-  i 


Berichtigung. 
Seite  31,  Zeile  16  von  oben  ist  das  Wort  „umkehrbare**  zu  streichen. 


Bemerkung  zum  ersten  Theile. 

In  der  mathematischen  Einleitung  des  ersten  Theiles  §§.  4  und  6  ist 
stillschweigend  Yorausgesetzt,  dass  die  in  den  Gleichungen  (11)  und  (18)  vor- 
kommenden Functionen  F{x,y)  und  F(a5,  y,  jt)  von  der  Art  sind,  dass  für 
gegebene  Werthe  der  Veränderlichen  x,  y  respective  a:,  y,  z  die  Function 
immer  nur  Einen  Werth  hat.  Dieses  ist  in  der  That  der  Hauptfall,  um  des- 
sen Betrachtung  es  sich  dort  nur  handelte;  indessen  ist  auch  leicht  zu  er- 
kennen, welcher  Unterschied  in  den  Ergebnissen  entstehen  kann,  wenn  diese 
Voraussetzung  nicht  gemacht  wird. 


^ 


